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SECONDE    PARTIE. 


I.  Les  coordooDées  d*un  point  par  rapport  à  des  axes 
ox,  oj^  oz  faisant  entre  eux  les  angles  (f ,  i{/,  o)  étant  a:, 
y^  Zj  celles  du  même  point  par  rapport  à  des  axes  de 
même  origine  faisant  entre  eux  les  angles  4>,  ¥,  Si  étant 
X,  Y,  Z,  soit 

ajc^  -4-  a'x^  -+-  n''  x'  -|-  a  bjrz  -+-  a  6'*s  -f-  2  ù^xj- 
=:AX»4-A'Y'-*-A''Z'-h2BYZH-  aB'XZ^-aB'^XY. 

Comme  on  a  identiquement 
=  X*  -+■  Y'  +  Z»  H-  2  YZCOS4»  -h  2XZ  cosV  -♦-  aXY  cosn, 
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(6) 
il  a'ensuit 

=r(A-HX)X»-t-(A'-*-X)Y*+(A''4->)Z»  +  2(B  +  >cos4>)YZ 
-h  2  (B'  -h  >  cosY)XZ  +  2  (B"  -h  >  cosû)XT. 

Si  l*on  détermÎDe  X  de  telle  façon  que  le  premier 
membre  soit  le  produit  de  deux  fonctions  entières  en  x^ 
y,  z,  le  second  membre  sera  également  le  produit  de 
deux  fonctions  entières  en  X,  Y,  Z. 

De  là  deux  équations  ayant  les  mêmes  racines;  ce 
sont  : 

(a  4- >)  (ô -h  A  cos^)»  4- (a' -h X)  (^' 4- >  cos^i)» 
+  (û''4-X)(^''4-Xcosco)»-(£H-X)(«'  +  X)(a''4-X) 

—  2  (*  4-  X cosf  )  ( ^'  4-  X  ços^ ){b"-\-'^  cosw)  =  o 

et 

(  A  4-  X)  {B  4-  Xcos4>)''  4-  (A'  +  X)  (B'  +  X  cosV)» 
4-  (A''4-X)(B'^4-Xcosû)»-(A-f.X)(A'4-î^)(A''4-X) 

—  2  (  B  4-  Xcos*)  (B'  4-  X  cos  Y)  (B"  4-  X  cpsft)  =  p. 

Développées,  ces  équations  deviennent 

wX'  — «X*— T/A-H  ^s=o, 
MX»  — WX>  — PX4-4  =  o. 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

»!  =  I  —  COS'y COS^ip CO&*ft»  4-  2  COSy  COS^  COSftI , 

n  =  iisin^f  4-  «'  sin*^»  -h  a"  sin^w  -h  a  ^  (cos^i  cos«  —  cosy) 

4-  2^'{cOSf  C08»-r  COS^»} 
-+-  2  ^''(COS  9  C0S4»  —  COSft»), 

pz^b^^  a' a"  +  b'^  —  a"  a  +  ô"^  -^  aa' 

-i-^iab  ^b'  6"}  cosy  -h  2  (a'  b'  —  b^b) cos^J* 
4-2Kr— ^A')cos», 
—  ^  =  éï^'  4  «' ^'' 4-  rt"  b'-  —  /irt' fl'^  —  2 ^^' 6", 
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(7) 
et  pareillemcot 

M  =  1  —  cos'^  —  cos'  w  —  cos*n  -H  2  cos*  co«  Y  oosa, 
N  =  A  sin«*  -h  A'  sin» Y  -+-  A"  sin»û 

-f- 2B  (cosH'cosft  —  cos«) 
+  2B'(cosaoos4>  —  COSY) 
4-2B*'(cos*cosV  —  cosû), 
P  =  B>  —  A'  A"  +  B"  --  A"  A  +  h"'  —  A  A' 

+  2(  AB  —  B'B'')cos* 
-h2(A'B'— B'^bJcûsH' 
+  a(A^B*'—  BB')cosn, 
— A  ==  AB>  H-  A'  B'»  H-  A''  B*'»  —  AA'  A''  —  aBB'  B^^, 

les  coefficients  de  ces  équations  sont  proportionnels, 
donc 

^  '  M      N       P       A 

Nous  avons  ainsi  trois  relations.  Nous  pouvons  en 
faire  dépendre  des  développements  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  présentés  dans  la  première  partie  de  ce  tra- 
vail. 

Remarquons  avant  tout  que  si  les  deux  systèmes  d'axes 
sont  rectangulaires,  ces  relations  se  réduisent  k 

a  +  n'-hfl"  =  A-h  A'-+-A% 
b^  -  a'  fl"  4-  6'»  —  fl»  tf  H-  b"*  —  aa! 
(i')      <         =B'  — A'A'^-i-B'*— A"A  — B''»  — AA\ 
I         ab^ -^t^  h*^ '\' a" h"^ -^  aa' oT ^  ihV h" 
\  =  AB»  -h  A'  B"  +  A^  B''»  —  A  A' A''  -  aBB'  B". 

On  voit  par  là  que  les  coefficients  de  Téquation  en  s  ne 
changent  pas  quand  les  axes  coordonnés  se  changent  en 
d'autres  rectangulaires  comme  les  premiers.  C'est  ce 
qu'on  déduit  souvent  de  considérations  différentes. 
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(8) 
Les  relations  (i)  pourraient  s'établir  elles-'mèmès  au 
moyen  de  Téquation  en  5  formée  pour  des  axes  oblicpies. 

II.   Théorèmes  d^  Apollonius  étendus  aux  surfaces  du 
second  degré. 
Soit 

Téquation  d'un  ellipsoïde  rapporté  a  ses  axes,  et  soit 
X«      Y»       Z» 

TiSquation  de  petu?  surface  par  rapport  à  troif  4îaniitr«* 
conjugués  qui  font  entre  eux  les  angles  f ,  i{/,  &>•  Les  rela* 
lions  (i)  appliquées  à  ces  équatfons  deviennent 

1  —  cos'y  —  cos'^  —  cos'w  -h  a  cosy  cos^»  cosw 

I 

sin'y      sin*>|»       sin'i*  t  i  i 

"~  I         1         I  I  I  I 

1 


I 


Donc 


a'2  4-  £i'2  -+-  c'»  =  <i»  H-  ^*  -i-  c*, 

a'*  t'a  <:"  (  I  —  COS*f  -r  C05*>|»  —  COS'«  4-  2CO#^  C0S+  cos»  ) 

et 

6"c'>sin'(p+c''fl"sin'+  +  a''^'*5in»w  =  6'c'  -H  c'a}'\-Q}h\ 

c'est-à-dire  que  : 
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(9) 

1®  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués 
est  GODstante  ; 

a^  Le  parallélipipède  construit  sur  trois  diamètres  con- 
jugués a  un  volume  constant; 

3®  La  somme  des  carrés  des  faces  est  constante. 

Ces  théorèmes  s'étendent  aux  deux  hyperboloïdes. 

m.  Soit 

Ax»  -h  A'^*  -h  A''  a»  -+-  2Br«  +  aB'  ^  -4-  aB^ay  H-  2Cx 
-f- aC>4- aCz  +  D  =  o 

réqnation  d*une  surface  du  second  degré  ayant  un  centre, 
et  soient  4>,  V,  il  les  angles  des  axes  coordonnés. 

Si  Torigine  est  transportée  au  centre  (a,  /3,  y),  Téqua- 
tion  deviendra 

A«»-h  A'7»-hA*a»-haB^H-  aB'xz-h^B^jrr-f-  7  =  0, 

en  désignant 

Ca-hC'p-+-C"7-hD     par     -: 

on  a  comme  ci-^lessus  (p.  7) 

—  A=  AB»  4-  A'B'»  -*-  A'^B'''  —  AA'A"  —  2BB' B" 
on 


A  = 


A  B"  B' 
B"  A'  B 
B'      B     A" 


En  conséquence, 


L  =  -.C 


—  C' 


B"  B' 

A'  B 

B  A'' 

B"  C 

B"     A'  C 

B'      B  C 


a 


D 


A 

C 

B' 

B' 

C 

B 

B' 

C" 

A" 

A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

B' 

B 

A" 
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(  •«) 


d'où 


L  = 


A  B'  B'  C 

B"  A'  B  C 

B'  B  A'?  C" 

C  C  C"  D 


Je  passe  de  là  à  un  système  d'axes  formé  par  trois  dia- 
mètres conjugués  faisant  entre  eux  les  angles  f ,  vj;,  o). 
L'équation  de  la  surface  se  change  eu 

a\^  H-  a' Y>  +  a^'T?  +  -  =  o. 

A 

Les  carrés  des  trois  demi-diamètres  positifs  ou  négatifs 
étant  désignés  par  m,  (^,  tv,  nous  aurons 

L  ,         L  „         L 

itu-i —  =  o,     ii'pH — =o,     a'V-f-T  =  ^» 

A  A  "a 

et  les  relations  du  n°  I  donneront 

N 


M 

m 


L  /sin'9 


sin'ij/       sin*»\ 


)■ 


L»  /  I         I  I  \  L»      I 

A'  \wp       l'Mc       ft^a/  A*  uviv 


d'où  Ton  tîre 


et 


M  U 
m  A*' 


A^ 


sin'tp       sin^>L       sin'w  "«  ^  ^ 

u  V  tv  ML 


Supposons  que  les  trois  diamètres  conjugués  soient  les 
axes  de  la  surface. 
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Alors  la  dernière  de  ces  trois  ëquatious  donoera 

A' 

En  conséquence,  u,  i^,  w,  carrés  des  denii*axes,  seront 
les  racines  de  Féquation 

v-pii.v'-.-^;Nv+M^;=o. 

IV.  Soient  données  deux  équations 

-4-  2B' JTZ  -4-  2 B^'arj  -f-  aC-c  +  aC'^  -h  aCz  -f-  D=  o, 

flx»  -4-  a  V  +  <»"«*  •+■  a  ^/» 
-H  a^xs-H  îA'^jrjr^-  2CX-+-  2r'/4-  20*^3-1-  </  =  o, 

qui  représentent  deu5c  ellipsoïdes  ou  deux  hyperboloïdes 
égaux  rapportés,  le  premier  à  des  axes  faisant  entre  eux 
les  angles  4>,  ¥,  ft,  le  second  à  des  axes  dont  les  angles 
sont  f ,  «{/et  0). 

D*après  l'équation  obtenue  ci-dessus,  les  deux  surfaces 
seront  égales,  si  Ton  a 

et 


d'où 


ou 


V.  Si  les  deux  équations  du  second  degré  représentent 
deux  paraboloïdes  elliptiques  ou  hyperboliques  égaux^ 
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(la) 
les  conditiont  d'ëgalitë  seront,  avec  A  =:  o,  }  s:  o, 

.^af(-r)'=(^f(-!f-     • 

Nous  pouvons  déduire  de  li  une  équation  du  second 
degré  donnant  les  deux  paramètres  d*un  paraboloïde. 
Soit 

r»      «» 

P         P 

la  seconde  équation  du  paraboloïde  considéré,  en  coor- 
données rectangulaires. 

Les  conditions  précédentes  deviendront 

PP'  \P     P'J 


Ici 


Donc 


d'où 


Ainsi 
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,V>'  =  -^     et     /.  +  />'  =  n(^)'. 
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('3) 
Donc  p  et  p'  seront  les  racines  de  l'ëquation 


,      „/L\'  LM 


Si  les  premiers  axes  coordoimés  sont  rectangulaires, 
cette  équation  sera 

L 

""(B^-hB'^-hB^'  — A'A''  —  A''A  — AA')'"~°' 

VI.  Les  deux  équations  du  second  degré  représente- 
ront deux  cônes  égaux,  si  Ton  a,  avec  L  =  o,  /=:o, 
A>o,  d>o, 

ûN       /P\»  /A\»M       /P\* 

VII.  Les  deux  équations  du  second  degré  donneront 
deux  ellipsoïdes  ou  deux  hyperboloïdes  semblables,  si 
l'on  a 

Sî^  =  kF''' 

d'où 

Les  conditions  de  siinilitude  sont  donc 

^a)*(sr=a)'(s)' 

et  d'ailleurs  il  faudra  que  Ton  ait  K  >*  a. 
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VIII.  Pour  deux  paraiM>loïdeS;  il  résuUera  de  là  uni- 
seule  condition  de  similitude,  à  savoir 


\nj        m    p 


Celte  condition  peut  s'obtenir  par  Téqualion  en  xs. 
Deux  paraboloïdes  seront  semblables  si  leurs  paramètres 
sont  proportionnels»  Cela  donne 


et 


"(^y— (è)' 


hn  LM 


d'où 

I 


Donc 


ou 

\n}        m    p 
De  plus, 


ou 


=  ("y(r)' 


K  étant  le  rapport  de  similitude. 

L'élimination  de  v  mènerait  au  même  résultat  par  les 
relations  du  numéro  précédent. 
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IX.   Des  cylindres  elliptiques  ou  hyperboliques» 

L'ëqualion  générale 

Aj:«  h-  AV  h-  A"»'  +  aBjr* 
-+-  aB'x»-haB*'xr-^  aC^ -H  aC'r-HaC's  H-  D  =  o 

représente  un  cylindre  elliptique  ou  hyperboliquCf  lors- 
que Ton  a 

B''»  — ÀA'^o, 


=  o       et 


Si  nous  prenons  pour  origine  un  centre  (a,  (3,  y),  Té- 
qualion  devient 

A  «»  -4-  A>»  +  K"z^  -h  a  B>^z 
-4-  %Wji%  -h  aB'^arj  -f-  Cx  H-  C  p  +  C"7  -4-  D  =  o. 

Les  coordonnées  a,  |3,  y  satisfont  aux  équations 

Aa-+-B"p-»-B'7-+-r,  =ro, 
B"«4-A'p-f-B7  -f-C'  =  o, 
B' a-H  B  p -f.  A''7 -h  C=  o, 

dont  les  deux  premières  donnent 


A 

B" 

B' 

B» 

A' 

B 

B' 

B 

A' 

A 

B" 

C 

B» 

A' 

C 

B' 

B 

C" 

?=- 


B'7-+-C     B" 
h-i  +  G    A' 

AA'— B*' 

A     B'7-l-C 
B"    B7+C 

AA'— B' 


Digitized 


by  Google 


(   ' 

6 

) 

lien 

résulte 

C«  4-C'p+C"7  +  U 

C 

B»  B'7+C 
A'   By-HC' 

B"  B7+C' 

H-(C"7  +  D) 

A    B" 

B"  A' 

AA'— B'" 

' 

B'B' 
'       A'B 

—  C 

A    B' 
B'  B 

^^     B"  A'    t 

AA'— B"» 

C 

B"C 
A'C.  ~^ 

AGI       ^ 

A    B" 

B»  A' 

AA'— B"' 
Le  coefficient  de  y  est  le  déterminant 


A 

B" 

C 

B" 

A' 

C 

B' 

B 

C 

il  est  donc  nul. 

D^aîlleurs,  l'autre  terme  est  le  déterminant 

A   B'  C 


Donc 


B''  A'   a 
CCD 


Ca-h,C'P4-C"7  4-D  = 
en  posant 


A  B''  C 
V  A'  C 
CCD 


U 


AA'  — B"»    ""A.' 


L.= 


A 

B" 

C 

B» 

A' 

C 

C 

C 

D 

et     A,  =  AA'  — B'». 


Ainsi  Téquation  de  la  surface  rapportée  au  centre  est 

Ax5  -f-  A'r^  4-  A"2'-f-  aB/z  4-  aB'j-z-haB'^jrr  4-  i^  rr  o." 

A, 
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Soii 

l'équation  aux  axes  correspondante. 

Nos  relations  fondamentales  donneront  ici 

M  N  P 


1         <*-h<i'        —  /r/i' 

Donc,  si  u  et  i^  désignent  les  carrés  des  demi-axes  dé- 
terminés par  les  équations 

«711  -#-—=0,     rt'f»-+.--=0, 

A,  A, 

ces  relations  deviennent 

^I  N  P 


d*où 


A,  \n        t»)  1]   itv 


ml;  n  l, 


Donc  u  cl  i'  seront  les  racines  de  Téqnation 

p  A,       p  a;~°- 

Soit  considéré  un  second  cylindre  ayant  pour  équation 

-f-  a^'-rz-h  a^^'jrj-f-  2far-+.  i/Zy-h  ac^z-h  ^=0 

par  rapport  à  des  axes  faisant  entre  eux  les  angles  (p,  <{/,  b). 
En  supposant 

^'^-flû'^O,  ^ 

4ifA.  de  titthêmat.,  2«  série,  t.  IV.  (Jamier  ifUîfi.  )  '. 
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les  dfux  cylindres  sont  égaux  si  l'on  a 

L.  N  _  A  « 
1,  9" S,  p 


et 


conditions  que  l'on  peut  mettre  sous  l'une  de  ces  deux 
formes 

l,-»,p'îi~S,  \p)    [h) 

X.  Les  deux  cylindres,  an  lieu  d'être  égaux,  seront 
semblables  si  l'on  a 

»  A    ,  _  N  L, 

pi'^-p■^' 

d'où 

/,  «  P  A.       /.  \m)    \p)    A,' 
ce  qui  donne 


\nj        m  p 


XI.  Les  deux  cylindres  deviennent  chacun  le  système 
de  deux  plans,  si  Ton  a 

L(=ro,     /i=:o; 
alors  la  condition  d*égalité  devient 


m-(^ , 
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OU 


^*m""  \n)  ' 


résultat  aisé  à  Yérîfier. 

Xn.  Cylindres  paraboliques. 
Si  Téquation 

H-  2Bjz  -h  aB'jTS  -H  2B"xr  H-  ^C^ -h  2C'/  -h  aC*"*  -H  D  =  o 

représente  un  cylindre  parabolique,   les  termes  du  se- 
cond degré  y  forment  un  carré  parfait. 
Alors 

B«  —  A'A'^^r  o,  AB  —  B'B"  =  o, 
B'»^  A'^A  =  o,  A'B'—  B'^B  =  o, 
B"»—  A  A'  =  o,     A'^B'—  B  B'  =  o; 

d*où  il  suit  que  P  =  o,  Ai= o,  et  L  est  indépendant  de  D. 

Les  relations  trouvées  pour  deux  cylindres  elliptiques 
ou  hyperboliques  sont  satisfaites  par  là  même.  Elles  ne 
donnent  rien  à  l'égard  des  cylindres  paraboliques,  k 
moins  qu'on  n'en  déduise  une  nouTelle  relation  qui  ne 
devienne  pas  illusoire  par  les  égalités  qui  viennent  d'être 
écrites.  C'est  ee  que  nous  allons  faire  au  moyen  de  l'a- 
nalyse suivante^ 

Les  conditions  {[énérades  d'égalité  pour  deux  cylindres 
sont 


Elles  donnent 


^.        /.  /f  p—  /,  \m)    VPJ 
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cl 


(  ^") 

{t)  =7:  G)  (^)  {&  ' 


d'où  l'on  lire 


r^fœ'(^ya)'=(Tr("y(^)'fâ" 


ou  bien 


ou 


ce  qui  fait 


en  posant 


\fi)    Pi,       i,  \m)  ' 
/NY_  H  L,  /My 


Expression  de  H.  —  La  surface  étant  un  cylindre,  oh 
a  les  équations 
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=  o, 
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=  o, 


En  faisant 

AB-B'B^^e,     A'B'— B"B  =  c',     A"B''— BB'=:  f% 
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(ai  ) 
la  preinièrc  donne  tour  à  tour 


A  { A' A"—  B> )  -  B'  f '  —  BV=  o, 
A'(  A'^A  —  B'»)  —  BV—  B  •  =  o, 
A^(AA'  — B'^^)— B  €  —  B'f'=o. 

Les  autres  donnent 

/  C  (A'A"— B>)  —CV-  CV=  o, 

(f)  I  C'(A''A  — B'»)— C"«  — Ce''=:o, 

(  C'{AA'  — B'^»)— C«'-C'«  =  o. 

Par  I  élimination  de  A  A'  —  B'^*,  on  obtient 

(A-^C-  BC) f  -h  (  A'^C  -  B'C)  •'  =  o; 

on  aura  de  même 

(AC*^— B'C)  «'  -4-  (AC  —  B''C)e''=  o, 
(A'C-'BX'Jf'^H-  (A'C*^— BC)  e  =  o; 

de  sorte  que 

*  ""       A"C  —  B'C  *'     *  ""       A'C  —  B^C  *• 

Substituons  dans  H  les  valeurs  que  fournissent  les 
équations  (/)  pour  A' A''—  B%  A'A—  W\  AA'—  W'\  et 
ces  valeurs  de  e'  et  de  e".  Nous  aurons 

C  (C"  +  C'»—  2  C'C'cost^  )  (A'C  —  B^C)  (A"C—  B'C") 
— C'{C"»-h  C»  —  2C''CcosV)  (A^C— BC)  (A'C—  B'^C) 
_  — C^(C»  -h (y*  —  2CC  cosa)  (A^^—  BC)  {A"C—  WC') 
~  CC'C*  (À^C  —  B"CO  (BC  —  B'C) 

Voilà  une  expression  de  H  applicable  à  tout  cylindr<i 
elliptique  ou  hyperbolique. 

Au  cas  d'un  cyliudre  parabolique,  comme  B  =  sJMti"^ 
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_  (  "  ) 

B'  =  s/J^,  B''=  v/AA',  nous  aurons 

A'C-B"C'=v^(C  v^— C'V^), 
A"C'— BC/  =v^(CS/P— C'V^), 

A'C  — B''C'=v^(C  v^— C'v^), 

A'C''— BC  =^Â''{C'')/Â'  —  C^'P), 

A-'C  — B'C''=v^(C  v/Â^  — C'^/Â), 
puis 

BC  — B'C'=v^(C  ^  —  Cy/Â). 

Au  moyen  de  ces  expressions,  H  devient 

c  (C'»-4-ç"»-r-2C'c"cos*)(c  v/Â^— c  Va)  (c  ^'—Cspî) 

-♦"C^((?+C~2CC^co8a)(c^v/Â"— C  v/Â^)(c^s/Â^— cyX^) 


A  (C'»-h  C"»)  —  aC'C  v/A'A"-h  A'{C''>H-e) 

—  2C"C  v^Â^f -h  A-^ (C* -f- C»)  —  aCCVÂT 

^  —  afCv/ÂZ  —  CVÂ)  (Gv/Â^'~C"V^)cos* 

^  2  {a  y'F—  c^v^)  (cva  -  c  v^)  ces  v 

^  __  -  2(C^v/Â  -  c  V^)  (cyÂ^  — c  y/Pjcosa 
(Cv/A^-C'v^)' 
Pour  A''=  o,  cette  valeur  de  H  se  réduit  à 

4-  2C' ^Â  (c  vT'— C'VÏ)  cos* 

+  aC^^(C^-~C  v/A^)cosy>-  2C^*s/ÂVcosii 

(C^  — C'v^)VC"»(A-hA')-f-2C^{C^— CVÂ) 
X  (^cos*  —  v^cosy)  4-  C"»  (a  4- A'—  2  v^ÂÂ'cosn) 


H  = 


(cv^— c'v'a)' 
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(  =»3) 
Si,  en  outre,  A'=o, 

H  = jy; 

Si  on  avait  A''=  o,  A  =  o,  on  aurait 

„       C'-f-C"»— 2CC"cosV 
H  = c^ > 

jtulve  expression  de  ^  au  cas  itu  cylindre  parabo- 
lique, —  Les  équations 

AB  — B'B''^:*, 
A'B'  — B*'B  =  f', 
A'^B''— BB'  =  e'' 
donnent 

B'B'^       •        ^,       B'^B       •'  „       BB'        i^ 

^=-b""^b'     ^="r"^B''     ^  =  B^"^B^' 

d'où  Ton  tîie 

AA  -B    -p.  H.---,-f.^,^^^, 

n'  R'  t'^  t 

A'A-B"=-."H-p.+5^, 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  la  première  expression 
de  H,  en  mettant  à  la  place  de  e'  et  de  e"  leurs  valeurs  en  e, 
puis  si  l'on  fait  e  =  o,  on  trouve 

B  (V»H-B'»— t;tB'B"cos*)  (A'^C  -B'C'^  (A'C  — B"C') 

--B'(B''»H-B»  — 2BB"cosH')(A"C'— BC'JCA'C— B^C) 

—  B^'IB»  -4-B'*--2BB'œsû)(A^'^—  BC)  {^y^:^Cr) , 
B"»A*{BC  — B'C')(Â'C— Vcy  "    ' 
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OU,  a.causcde  A  =  — ~— »  A'  =  -:57-»  A=--7j-» 

IS  O  O 

(  B'»  ^.  B"»—  2  B'B"cos<>)  (  B  C  —  B'  C  )  (  B  C  —  B'^C) 
-f-(B*>-h  B»  —  aB'^BcoàV)  (B'C— B"C")  (B'C—  BC) 
4-  (  B»  4-  B^'  —  2  B  B^  cosa)  (B^^C^—  B  C  )  (B^C^  -  B^  C  ) 
B^>(BC  — B'C')> 

Quand  on  élimine  B,  B'  et  B''^  de  cette  formule,  on  re- 
tombe bien  sur  l'expression  de  H  précédemment  établie. 

La  condition  d'égalité  pour  deux  cylindres  paraboli- 
ques sera  la  formule 


\n)   —h   /.  \m)  ' 


en  y  employant  la  valeur  de  H  trouvée  ci-dessus,  et  en 
attribuant  à  h  une  valeur  analogue. 
Soit 

jr^  —  ^qx  =  o 

la  seconde  des  équations  données  pour  les  deux  cylindres. 
Alors 

n  =  sin'4'. 


/i  = 


a 

^" 

c 

O 

0 

*-y 

b" 

a' 

c' 

=5 

o 

I 

o 

c 

r' 

d 

-7 

o 

d 

=_./% 


//  = 


r'  +  r"*  —  1  ce"  ci)S>]/ 


Donc 


siri'ij;  11        —  q^  \m  j 

^^'=-^U)    ^^"^' 

/       L.H\Ml    .  3,- 
<y  —  ( -—  1    —  sin'{». 
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Si  Téquatiou  se  rapporte  à  des  axes  rectangulaires,  et 
qu'elle  soit  j/^  —  a  Qx  =  o, 

De  là  on  couclul  que 

m  I— COS'<p — COS'4'  —  COS'ft)-l-2COS^C05iI»COSW 

Au  cas  de  û)  =  -  et  o  =  ->  c'est 

2  '  2 

7  =  Q  sin^»- 


SlIR  US  RAYONS  DB  COURBURE  DBS  GAIISTIQIIBS 
BN  LEURS  POINTS  DB  REBROVSSEMENT^ 

Pae  m.  breton  (db  Champ), 
Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


Les  instruments  destines  soit  à  augmenter  la  puissance 
de  la  vision,  soit  à  former  les  images  que  fixe  Tait  du 
photographe,  se  composent  essentiellement,  au  moins 
dans  leur  partie  principale,  de  surfaces  sphériques  réfrin- 
gentes ou  réfléchissantes,  centrées  sur  un  même  axe.  Si 
Ion  conçoit  que  des  rayons  de  lumière  homogène  partent 
d*un  point  situé  sur  cet  axe,  ils  formeront,  dans  chaque 
section  diamétrale,  une  caustique  duc  à  l'action  de  la 
première  surface,  puis  une  seconde  caustique  due  à  l'ac- 
tion des  deux  premièi*es  surfaces,  et  ainsi  de  suite;  et 
chacune  de  ces  caustiques  aura  sur  Taxe  central  un  point 
de  rebroussement  de  première  espèce. 
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(  a6  ) 
Or,  en  uu  tel  point,  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
est  ou  infini  ou  nul  {*),  Par  exemple,  la  courbe  qui  a 
pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

présente,  à  Torigine,  un  point  de  rebroussement  de  pre- 
mière espèce,  pour  lequel  le  rayon  de  courbure  est  infini. 
Il  en  est  de  même  pour  toutes  les  courbes  qui  ont  pour 
équation 

t  étant  positif,  et  tel  que  ( —  x)'  soit  négatif. 
En  prenant 

OU  plus  généralement 

SOUS  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  m^is  en  ajoutant 
cette  restriction  que  e  soit  <^  a,  on  a  des  courbes  à  point 
de  rebroussement  de  première  espèce  pour  lesquelles  le 
rayon  de  courbure  est  nul. 

Il  est  intéressant  d'examiner  ce  qui  a  lieu  pour  les 
points  de  rebroussement  des  caustiques  successives  que 
nous  considérons  ici.  On  conçoit  en  effet  que  si  le  rayon 
de  courbure  est  nul,  la  courbe,  s'écartant  alors  de  l'aice 
très-rapidement,  est  bien  plus  favorable  à  la  concentra- 
tion des  rayons  dans  un  petit  espace  autour  du  point  de 
rebroussement  qui  constitue  le  foyer. 

Supposons  que  a/7i,  bn  soient  deux  caustiques  Conse- 


co) Veiyes  &  ce  sujet  un  article  inséré  au  tome  XIII  du  présent  journal, 
p.  137.  M.  Bertrand  a  omis  dans  le  Calcul  différentiel  qu'il  Tient  de  pu* 
blier  les  points  de  rebroussement  de  première  espèce  à  rayon  de  courbure 
infini.  C'est  du  moins  ce  qui  semble  résulter  des  $$  501  et  502  de  cet  on- 
▼rage,  et  surtout  de  la  table  analytique  au  mot  licbroussement. 
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culives,  c'est-à-dire  que  tout   rayon  mi  tangent  à  am 
prenne,  après  avoir  subi  Taction  de  la  surface  ss'^  la  direc- 


tion ni  tangente  à  hn.  Pu  point  i  menons  une  normale  io 
à  la  surface  ss'  \  si  Ton  appelle  V,  V  les  angles  d'incidence 

et  de  réfraction  oim^  oirij  et  --9  -r;  les  indices  de  réfraction 

propres  auic  deux  milieux  dans  lesquels  la  lumière  se  pro- 
page  successivement,  on  aura  la  relation 


(•) 


-sinV==-,smV'. 


Dans  le  cas  de  la  réflexion,  on  aurait  X'  =  —  X. 

Soît  i*  un  nouveau  point  d'incidence  voisin  de  1,  m'i  '  le 
rayon  tangent  à  la  première  caustique,  n'i^  le  rayon  tan- 
gent à  la  seconde,  et  Vo  la  normale.  On  aura 

oi'm'  =  V  ^  rfV,     o^n'  =  V'-h  dY, 
et  en  difTérentiant  la  relation  (1) 


(^) 


ico8V</V  =  ^cosVW'. 


Nommons  encore  r,  ai,  ù!  les  longueurs  oi\  mi  y  ni.  Le 
point  o  étant  l'intersection  de  deux  normales  ioy  i'o  menées 
par  les  points  1,  i'  distants  de  l'intervalle  très-petit  ds^ 
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r  esl  le  rayon  de  courbure  de  cet  arc,  et  on  a  /o*'=  — • 

Soit  fA  le  point  d^intersection  des  rayons  m/,  ni'i^  régalilé 
entre  la  somme  des  angles  du  triangle  oA/ et  la  somme  des 
angles  du  triangle /xAi'  donne 

r  ^ 

Or,  si  Ton  abaisse  V p  perpendiculaire  sur /y,  ou  a 
,     ,,       ip       fis  cosW 

Âilt'=z-^  = , 

et  par  suite 

(^)  "'  =  (7-T)"- 

Ou  trouverait  de  même 

substituant  ces  expressions  dans  (2),  il  vient 

I  /cos'V       cosVX         I   /cos'V       cosV'X 

formule  donnée  par  Jacques  BernouUi» 

Appelons  actuellement  R,  R'  les  rayons  de  courbure 
des  petits  arcs  mm'^  nn^  des  deux  caustiques.  On  a 

mm'  =  ip'\-pm' — F/w, 

et  à  cause  de  la  petitesse  de  Tangle  /ai^  on  peut  regarder 
l'm'  comme  égal  à  pnJ ,  Par  conséquent, 

mm'  =  d!y.sînV-f-rfA. 

En  divisant  mm'  par  R,  on  a  la  valeur  de  l'angle  de  con- 
tingence /fxi'  ou  h[ki'  déjà  exprimé  ci-dessus.   De  \k  ré- 


Digitized 


by  Google 


(  '9  ) 
suite  Pégalilé 
.  ^.  fis  sin  V  -H  r/ A        (h  cos  V 

(6)  — 5 —  =  ^r-' 

d'où  Ton  tire 

(7)  d^=  ( sinV  I  ds. 

On  trouve  de  même 

(8)  rf^»=(!^'_si„V').A.. 

Or  Téquadon  (5)  donne 

ifisinV^V  — ^sinVcosVi^V  — A:C05'V^iA\ 

=  L  fisinVW'— ~smV'cosV'//V' !;-  cos'V'/^A'V 

i    \r  A'  A'*  / 

et,  en  mettanl  pour  d\^  d\\  dùk^  dùl  les  expressions 
ci-dessus  (3),  (4)1  (7)9  (8)91!  vient,  après  une  simplifi- 
cation facile, 

(3  sinV  /cos'V  ^  cosV\  ^  i  cos'V 
r"T"V  A      -r)    i"-^ 

-       J  _3  sinV^  feo%\V'      cosV^\        1  cos^V'    ; 
(  ""  V     A'     V     A'  r     )        X'      A'* 

Telle  est  la  relation  qui  existe  généralement  entre  les 
rayons  de  courbure  R,  R^  aux  points  correspondants  m, 
n  de  deux  caustic{ues  consécutives. 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse 
particulière  sur  la  position  des  caustiques.  Dans  le  cas 
spécial  que  nous  avons  en  vue,  les  rayons  mi,  ni  sont 
normaux  à  la  surface  5s'\  par  conséquent  on  a  V=:  o, 
V  =  o,  el  la  relation  ci-^lessus  devient 
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Or,  au  point  de  départ  ou  a  R  =  o,  puisque  les  rayons 
sont  censés  diverger  de  ce  point  ;  on  a  donc  R'  =  o  pour  le 
point  de  rebroussement  de  la  première  caustique.  Ayant 
R'=  o,  le  rayon  de  courbure  au  point  de  rebroussement. 
de  la  seconde  caustique  se  réduira  pareillement  à  zéro,  et 
ainsi  de  suite.  D'où  résulte  cette  conséquence  très-impor- 
tante, que  tous  les  rayons  de  courbure  dont  il  s^agit  sont 
nuls. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  rebroussement 
d'une  caustique  est  encore  généralement  nul  lorsque  les 
rayons  de  lumière  ne  sont  pas  normaux  à  la. surface  qui 
les  réfracte  ou  les  réfléchit.  En  eilet,  pour  qu'il  y  ait  re- 
broussement, il  faut  que  nn'  change  de  signe,  c*est4-dirc 
que  ds  siu  V'-h  dû!  se  réduise  à  zéro.  Or 

(M)  •  g, =  —^^ 

par  conséquent 

,    .   -,/       jw       dscosY'  „, 
(12)  dssinY-\-dà'=i  — R'. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  ne  peut,  en  gêné- 
rai,  se  réduire  à  zéro  sans  que  Ton  ait  R'=  o,  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 


L'HYPERMLB  fiOUlUTtRI) 
Par  m.  J.  mention. 


L'hyperbole  équilatère  est  encore  un  bon  sujet  d'étude, 
même  après  les  recherches  souvent  citées  de  MM.  Brian- 
chon  et  Poncelet,  après  celles,  moins  connues,  de  Bobil- 
lier  [Annales  de  Gergonne,  l.  XIX,  p.  349)-  »''^*  trouvé 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  3.  ) 
uaguère,  par  exemple,  que  toutes  les  courbes  de  celte 
espèce,  assujetties  à  toucher  les  côtés  d'un  triangle,  ont 
leurs  centres  sur  le  cercle  des  hauteurs  du  triangle,  c'est- 
i-dire  le  cercle  décrit  du^int  de  rencontre  des  hauteurs 
comme  centre,  avec  un  rayon  moyen  proportionnel  entre 
les  segments  dans  lesquels  chaque  hauteur  est  divisée  au 
point  4c  rencontre.  Il  est  clair,  maintenant,  que  le  centre 
d'une  hyperbole  équilatère,  dont  trois  tangentes  et  un 
point  de  contact  sont  donnés,  se  trouverait  à  Tintersec- 
tioD  du  cercle  des  hauteurs  avec  la  droite  passant  :  i®  par 
le  milieu  du  côté  du  triangle  circonscrit,  qui  renferme  le 
point  de  contact  assigné  ;  a*'  par  le  milieu  de  la  droite 
allant  de  ce  point  au  sommet  opposé. 

Je  lis  pourtant  dans  le  tome  P'  des  Nouvelles  Annales, 
p.  4^6,  que  «  le  centre  de  cette  hyperbole  est  sur  une 
circonférence  passant  par  le  point  du  contact,  par  le  mi- 
lieu du  côté  sur  lequel  est  ce  point,  et  par  le  sommet 
opposé  à  ce  côté.  » 

Cela  ne  fournirait  jamais  qu'une  seule  solution,  et  la 
fournirait  toujours. 

La  proposition  extraite  parait  être  mise  hors  de  doute 
par  une  Note  du  Rédacteur  où  il  s'eugage  à  donner  pro^ 
chainement  les  énoncés  renfermés  dans  les  Mémoires 
cités.  Le  Rédacteur  n'ayant  pas  tenu  cette  promesse,  je 
me  suis  demandé  quel  était  Tauteur  de  la  proposition  en 
litige,  car  elle  n'appartient  ni  à  Brianchon  et  Poncelet, 
ni  à  Bobillier.  Je  la  jugeais  difficile  &  démontrer,  jusqu'au 
moment  où  je  la  jugeai  impossible,  puisqu'elle  est  fausse. 
Je  ne  parlerais  point  de  cette  inadvertance  qui  s'est  glissée 
dans  un  travail  recommandable^  si  la  page  suivante  du 
même  travail  ne  contenait  une  seconde  proposition  plus 
manifestement  fausse,  portant,  en  substance,  quo  toutes 
les  hyperboles  équilatères  passant  par  un  point,  et  tou- 
chant deux  droites  données,  ont  leurs  centres  sur  une 
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ciiconféreiico.  lyailleurs,  il  est  facile  do  rcHonnaîlrc  que 
ces  propositions  sont  incompatibles.  La  première  étant 
admise,  le  dernier  lieu  géométrique  serait  une  courbe  du 
quatrième  degré,  issue,  par  raj^ns  vecteurs  réciproques, 
de  Thyperbole  k  laquelle  appartiennent  les  milieux  des 
sécantes  comprises  entre  les  tangentes  et  passant  par  le 
point  fixe. 

Au  surplus,  je  vais  résoudre  encore  autrement  le  pro- 
blème qui  a  entraîné  cette  double  méprise. 

I. 

Théoreh B.  —  Le  lieu  du  centre  d'une  Ivyperbole  équi- 
latère,  touchant  une  droite  fixe  en  un  point  donnée  et 
passant  par  un  second  points  est  une  circonférence. 

P^  Démonstration.  —  On  sait  que  le  cercle  des  neuf 
points  d'un  triangle  inscrit  à  Thyperbolc  équilatère  passe 
par  le  centre  de  la  courbe.  Si  deux  des  sommets  du 
triangle  se  confondent,  trois  des  neuf  points  subsistent, 
savoir  :  le  point  de  contact,  le  milieu  du  côté  restant,  et 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  troisième  som- 
met sur  la  tangente. 

//•  Démonstration.  —  La  corde  BD  {fig.  i)  de  l'hy- 

flG.     I. 


/ 

/ 

/' 

A 

N 

â 

perbole  équilatère  est  vue  du  centre  O  sous  un  angle  sup- 
plémentaire de  celui  des  tangentes  AB^  AD;  ce  centre 
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sera  donc  k  la  fois  sur  la  diagonale  AE  du  parallélo- 
gramme ABDE  et  sur  la  circonférence  qui  passerait  par 

les  trois  points  B,  D,  E.  Mais  alors  OI.IE  =  61  ;  ainsi  le 
lieu  des  points  o  sera  la  circonférence  réciproque  de  la 
droite  DE,  parallèle  à  la  tangente  fixe  AB,  par  rapport 
au  p^le  I  et  à  la  constante  BI. 

TséOREME.  —  Le  lieu  du  centre  d*ime  hyperbole 
équilatère  touchant  deux  droites,  dont  l'une  en  un  point 
donnéj  est  une  circonférence  qui  touche,  au  point  de 
concours  des  tangentes,  celle  dont  le  point  de  contact 
est  assigné,  et  €tyant  son  centre  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  celui-ci  sur  la  seconde  tangente. 

Démonstration,  —  Soient  (Jig*  i)  AB,  AD  les  tan- 
gentes et  B  le  point  de  contact  fixe.  Considérons  un 
point  de  contact  variable,  D.  Le  centre  de  l'hyperbole 
correspondante  sera  à  Tinterseclion  de  la  droite  AI  qui 
passe  par  le  milieu  de  BD,  avec  le  cercle  passant  par  les 
points  I,  D  et  C;  C  étant  le' pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  B  sur  AD,  J'élève  AF  perpendiculaire 
a  AB,  et  je  construis  le  parallélogramme  ABDE.  L*angle 
AFD  étant  droit,  on  aura 

AG.AF  =  AC.AD  =  Ao.AI; 

ainsi  les  quatre  points  O,  I,  G,  F  sont  sur  une  même  cir- 
conférence. Donc 

OG       AG 


mais 

par  conséquent 


IF  ■"  Al' 


AI  =  IF, 
OG  =  AG, 


€  est-à-dire  que  le  point  O  appartient  à  un  cercle  ayant  le 
point  G  pour  centre  et  AG  pour  rayon.  c.  q.  f.  d. 

Amm.  de  Mathémmt,,  a*  Bérie,  t.  Vf.  (Janvier  |8650  3 
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Corollaire.  —  Le  centre  de  l'hyperbole  touchant  troU 
droites,  avec  un  point  de  contact  donné,  sera  situé  à  Tin- 
tersection  de  deux  circonférences  ayant  pour  axe  radical 
la  droite  des  milieux  dénommée  ci-dessus. 

Remarque,.  —  Un  triangle  acutangle  ne  saurait  être 
circonscrit  à  Thyperbole  équilatère  \  car,  prenant  un  point 
de  contact  sur  un  des  côtés,  on  aurait  pour  déterminer  le 
centre,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  deux  cercles  qui  ne  se 
couperaient  pas.  Pour  un  triangle  obtusangle,  les  points 
de  contact  pourront  être  sur  les  prolongements  des  côtés 
de  Tangle  obtus  ou  sur  la  base  même. 

.  n. 

Comment  prouver,  sans  calcul,  que  toutes  les  hyper- 
boles équilatères,  inscrites  à  un  triangle,  ont  leurs 
centres  sur  son  cercle  des  hauteurs?  Prenons  d'abord 
deux  tangentes  et  une  asymptote.  J'observerai  que,  si  les 
côtés  non  parallèles  d'un  trapèze  sont  à  angle  droit,  les 
points  de  rencontre  des  hauteurs  des  deux  triangles  formés 
respectivement  avec  les  diagonales  et  les  côtés  non  paral- 
lèles sont,  avec  le  sommet  de  Tangle  droitj  sur  une  ligne 
perpendiculaire  à  celle  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non 
parallèles.  Cette  propriété  découle  immédiatement  du 
théorème  sur  la  ligne  des  hauteurs  dans  le  quadrilatère, 
mais  on  peut  l'établir  directement. 

Soit  ABCD  {Jîg*  a)  un  trapèze  satisfaisant  auxcondi^ 
tiens  requises.  Prouvons  que  le  point  de  rencontre  H  des 
hauteurs  du  triangle  ACI  forme,  avec  le  point  de  ren- 
contre des  diagonales,  Thypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle ayant  O  pour  sommet  de  Tangle  droit.  Cela  revient 
à  faire  voir  que  le  quadrilatère  PHOI  est  inscriptible, 
ou  que 

POI=xPHI. 
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Or 


et 


(35) 

POI  î=  POB  —  lOB  =  PAB  —  lOB 
PHI  =  I  dr  —  IBO. 


n  faut  donc  que 

PAB-4-IBS  =  idr, 

S  milieu  de  A6;  ce  qui  est  évident.  Donc,  en  décrivant 

FiG.    3. 


sur  IH  comme  diamètre  une  circonférence,  elle  coupera 
l'asymptote  au  centre  O  de  la  courbe. 

Corollaire.  —  On  a 

.     HQ.HI  =  ÔH*, 

c*est-à-dire  que  le  point  O  appartient  aussi  i  la  circonfé- 
rence des  hauteurs  du  triangle  AGI;  en  d'autres  tefrmes  : 
Le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  tangente  à  deux 
droites  est  situé  sur  la  circonférence  des  hauteurs  rela- 
lif>^  Mk  triangle  formé  par  ces  deux  tangentes  et  une 
msymptaie^ 

A  présent,  les  cercles  des  hauteurs  relatifs  aux  quatre 
triangles  du  quadrilatère,  aywt  par  côtés  trois  tangaites 
et  une  asymptote,  ont  même  axe  radical,  parce  qu^U  s^a-^ 
fit  de  triangles  ohtusangles,  Or^  trois  d'entre  eux  reo- 
ferment  le  centre  de  l'hyperbole  éqaiUtère>  qui  sera  par 
conséquent  sur  le  quatritaier 

A  cette  démonslration  géemélrique  je  joindrai  la  sui^ 
vante. 

3. 
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Choisissons  un  point  de  contact  M  (Jîg.  3),  sur  le 
côté  6C  opposé  à  Tangle  obtus  A.  Je  dis  que  les  cercles 
K,  L,  déterminés  d'après  le  second  tbéorème  du  §  I, 
ont  un  même  axe  radical  avec  le  cercle  des  hauteurs. 
En  effet,  le  point  M  a  pour  polaires  par  rapport  à  ces 
cercles  les  côtés  AB,  AC;  donc  le  milieu  de  AM  est 
sur  leur  axe  radical,  d'après  un  théorème  très-connu. 

Fie.  3. 


Le  n^lieu  I  de  la  base  fait  également  partie  de  cet  axe.  Si 
l'on  mène  AP  perpendiculairement  à  MH,  évidemment 
MH.HP  =  AH.HD  ou  le  carré  du  rayon  du  cercle  H; 
donc  AP  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  à  ce  cercle^ 
et  le  milieu  de  AM  appartient  encore  à  l'axe  radical  des 
cercles  K  et  H.  Enfin^  le  cercle  décrit  sur  6G  comme 
diamètre,  étant  orthogonal  k  la  fois  aux  cercles  K  et  H, 
sera  pareillement  sur  leur  axe  radical.  • . .  Les  deux  cercles 
variables  K  et  L  se  couperont  par  suite  sur  le  cercle  des 
hauteurs.  c.  q.  f.  d. 
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Les  trois  centres  K,  H,  L  restent  en  ligne  droite  dans 
le  triangle  acutangle,  quoique  les  cercles  n'aient  plus  le 
même  axe  radical.  La  preuve  de  ce  fait  n'offre  aucune 
difficulté. 

m. 

Les  considérations  actuelles  ayant  de  l'importance  par 
Texlension  qu^elles  reçoivent  dans  les  surfaces  du  second 
ordre,  ainsi  que  je  le  montrerai  prochainement,  je  résou- 
drai ce  problème  plus  général  : 

Troui^er  le  lieu  géométrique  des  centres  des  coniques 
touchant  deux  droites,  dont  fune  en  un  point  donné,  et 
telles j  que  la  sçmme  algébrique  des  carrés  de  leurs  axes 
soà  connue. 

Solution.  —  Soit,  par  exemple ,  O  le  centre  d'une  el- 
lipse inscrite  à  un  angle  A,  on  obtient  facilement  cette 
équation  : 

a»-h*'  =  AO  —  2aKcotA, 

(m  a  el  b  représentent  les  demi-axes  et  K  le  rayon  focal 
relatif  au  sommet  de  Tangle,  je  veux  dire  la  distance  de  ce 
sommet  aux  quatre  rayons  vecteurs  de  contact. 

En  effet,  le  triangle  qui  a  pour  côtés  aa,  AF,  AF^  en 
longueurs  donne 

4a^  =  ÂF  V  ÂF''  —  a  AF.  AF  cos  A 

=  2MO  -h  ac>—  aAF.AF'cosA, 
ou 

a'  4-  b*=Iô'—  AF.AF'cosA. 

Mais  AF.  AF'  sin  A  et  a^K  mesurent  le  double  de  la  sur- 
face du  triangle  AFF',  \  donc 

a» -4- 6»  =:Â0*  — atf  Kcot  A. 
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D'autre  part,  la  surface  du  triangle  formé  par  le  aommet 
de  Tangle,  le  centre  et  l'un  des  points  de  conuct  s  ex- 

prime  évidemment  par  —  ;  de  sorte  que  a  désignant  la 

portion  de  tangente  donnée,  et  /  la  distance  du  centre  à 
cette  tangente,  on  aura 

«> -h  ^' =:  ÂÔ'-- a/a  cot  A, 

équation  d'un  cercle  dont  le  centre  ne  dépend  nullement 
du  carré  a*  ■+-  b*.  C'est  le  même  point  que  pour  l'hyper- 
bole équilatère. 

Ajoutons  une  troisième  tangente,  le  point  de  contact  de- 
meuranl  invariable;  a  chaque  valeur  du  carré  correspon- 
dra, pour  déterminer  le  centre  de  la  conique,  une  couple 
de  cercles  ayant  pour  axe  radical  la  droite  allant  du  milieu 
de  la  portion  de  tangente  interceptée  entre  les  tangentes  à 
contact  arbitraire,  au  milieu  de  la  distance  entre  le  point 
de  contact  et  le  sommet  opposé  du  triangle  circonscrit. 
En  outre,  ces  deux  cercles  auront  même  axe  radical  avec 
un  cercle  ayant  son  centre  au  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs et  un  rayon  variable  avec  le  carré  donné.  Donc, 
toutes  les  coniques  inscrites  à  un  triangle^  et  ayant  la 
même  somme  algébrique  des  carrés  de  leurs  axes,  ont 
leurs  centres  sur  un  cercle  concentrique  au  cercle  des 
hauteurs. 

Remarque,  —  La  ligne  des  centres  passe  paf*  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs,  perpendiculairement  au  dia- 
mètre de  la  parabole  inscrite  au  triangle  et  touchant  la 
base  en  un  point  donné  :  elle  sera  donc  la  directrice  de 
cette  parabole.  D'où  ce  théorème  : 

Par  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à  la  parabole, 
on  élèye  une  perpendiculaire  à.  F  un  des  côtés,  et  du 
point  de  contact  de  celni-^ci  on  en  abaisse  une  sur  le  se- 
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condcôté.  Ces  Jeux  perpendiculaires  se  coupent  sur  la 
directrice. 

Note.  -— *  Dans  Tarticle  inséré  an  tome  précédent,  page  535, 
il  faut  lire  «  'même  puissance  respective  »  au  lieu  de  «  la  même 
puiseanoe  en  valeur  absolue  ;»  ;  et,  page  536,  il  est  nécessaire 
que  le  triangle  circonscrit  à  une  conique  soit  obtusangle. 


SILOTION  BR  QIKSTMNS 
radPOStlS  BANS  LES  NODVKLUS  AlINiUS. 


Question  715 

(TOlr  %•  •érto,  t.  III,  p.  Ui)  ; 

Pae  m,  gilliot, 

Élève  du  lycée  de  Slra8boDi|r. 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  normales  à  une 
droite  et  qui  la  coupent  en  deux  points  JixeSy  est  une 
cissoïde,  (Mektion.) 

Je  prends  pour  axe  des  x  la  droite  donnée,  et  pour  axe 
des  j^  ume  perpendiculaire  à  celte  droite,  menée  par  le 
point  où  la  première  est  normale  à  la  parabole.  Si  («)  ^) 
désignent  les  coordonnées  d*un  foyer  quelconque,  l'équa- 
tion d'une  parabole  satisfaisant  &  ces  conditions  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

—  2(a-+-/w/>)«— 2(P  -»-/ï/07-4-a'-h  p»  — ^»=0, 

pourvu  que  les  relations  suivantes  soient  véri6ées  : 

(i)  iii'4-/i»=i, 

(a)  ai-hP»-/i'  =  o, 

(3)  p-h«/ii=o. 
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La  première  de  ces  équations  exprime  que  la  courbe  est 
une  parabole,  et  les  deux  autres  assujettissent  la  parabole 
à  toucher  à  Torigine  Taxe  des^. 

Soit  maintenant  a  Tabscisse  du  point  où  la  parabole 
doit  rencontrer  encore  Taxe  des  x  ;  j*aurai,  en  exprimant 
que  les  coordonnées  (a,  o)  vérifient  Téquation  delà  pa- 
rabole, une  quatrième  relation  entre  les  paramètres  m, 
n,  p,  et  les  coordonnées  a,  ^  d*un  point  du  lieu  : 

(4)  fl(i  — i?j') — 2(a-i-'w/>)  =  o. 

J'aurai  donc  Téquation  du  Heu  cherché  en  éliminant  les 
paramètres  m^n^  p  entre  ces  quatre  relations.  Des  trois 
premières,  je  tire 

^  ^'  a'-hp'  a' -HP* 

La  relation  (4)  devient  alors 


a 


— — -4«  =  o. 


a 

En  remplaçant  a  et  (3  par  x  et  y^  nous  aurons  pour 
équation  du  lieu 

a  —  ^•''^ 
OU  encore 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  une  cissoïde  dont  le 

diamètre  du  cercle  générateur  est  7  et  dont  l'asymptote  a 

a 
pour  équation  x  =  7  • 

Note.  —  Attires  solutions  analytiques  de  MM.  Audoynaud,  professeur 
au  lycée  de  Poitiers;  Lacauchte,  élève  de  Sainte*Barbe  (classe  de  M.  Mou- 
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tard);  Bertrand  et  Grassat,  élôyes  du  lycée  de  Lyon;  Bailly,  répétiteur  au 
lycée  d'Orléans;  E.  Dabois  et  L.  Masquelier,  Delory,  élèves  du  lycée 
Charlemagne  (classe  de  M.  Haaser);  Alphonse  Aubran,  Georges  Glasser, 
Bd.  Widemann,  élèves  du  lycée  de  Strasbourg;  Albert  Ribeaucoart,  élève 
du  lycée  de  Lille;  Eugène  Margot,  du  lycée  de  Grenoble;  Smith  junior, 
élève  da  lycée  Louis«le-Grand  ;  Louis  Pabon,  élève  da  lycée  de  Bordeaux. 


Même  question-^ 

Pab  m.  DURGET» 

Élève  da  lycée  de  Besançon. 

3e  suppose  que  Ton  ait  tracé  la  tangente  correspondant 
à  la  normale  fixe  AB,  de  même  qu'une  seconde  tangente 
perpendiculaire  à  la  première  en  T.  La  corde  des  contacts 
de  ce  système  rectangulaire  passe  par  le  foyer  de  la  pa- 
rabole. Achevons  alors  le  rectangle  en  menant  par  le 
point  de  contact  A'  de  la  seconde  tangente  uue  perpendi- 
culaire à  la  normale,  puis,  du  point  T  et  de  son  opposé  T', 
abaissons  des  perpendiculaires  TF^T^R  sur  la  corde  des 
contacts.  Enfin  traçons  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  AT' 
et  qui  passe  en  R.  On  sait  que  la  ligne  TF  passe  par  le 
foyer,  et  que  AT'  est  constant  et  égal  au  quart  de  AB^ 
d'ailleurs  il  est  évident  que  RA'=  FA. 

Ainsi  cette  génération,  à  Faide  d'une  parabole^  revient 
à  la  génération  connue  de  la  cissoïde,  à  l'aide  d'une 
droite  et  d'un  cercle. 

Noie.  —  Aotrea  solutions  géométriques  de  MM.  Thûrninger,  élève  du 
lyeée  Saint-Louis;  Vieira  et  Jamin,  élèves  de  TÉcole  Polytechnique;  Gan 
léres  et  La  Rougery,  élèves  du  lycée  de  Bordeaux;  de  Vigneral;  A.  D., 
E.»  élèves  da  lycée  Charlemagne. 


Questions   706  et  707 

(rolrriAria.  t.III,  p.  tSi}; 

Pa»  m.  A.  SARTIAUX, 

Élève  de  l'Éoole  Polytechnique. 

On  étonne  sur  un  plan  deux  circonférences  (O),  (O). 
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Par  un  point  fixe  A  de  la  première,  on  trace  une  co^ 
nique  (C)  tangente  en  ce  point  à  cette  circonférence  et 
doublement  tangente  à  la  seconde  (O^).  Cette  corn" 
que  (C)  rencontre  (O)  aux  points  D  et  E;  la  droite  DE 
coupe  la  corde  de  contact  de  (C)  et  de  (CX)  en  un 
point  M  :  lorsque  ton  considère  toutes  les  coniques  (C), 
le  lieu  de  ce  point  est  une  circonférence.    (Màhhheim.  ) 

Je  prends  le  point  A  pour  origine,  pour  axe  des  x  la 
tangente  menée  par  le  point  A  à  la  circonférence  (O),  la 
perpendiculaire  pour  axe  desj".  Les  équations  des  deux 
circonférences  seront  : 

(O)  x»H-^-^— 2/7-  =  o, 

(O')  «'-f-^' — 'i>ax — ^bf  —  c*  =  o. 

L'équation  d'une  conique  doublement  tangente  a  la 
circonférence  (O^)  est 

x^  -h  /' —  2  ax  —  7,by  —  r*  -f-  [mx  ••\~ny  -^  pY  =  o  ; 

mx  +  ny  +  /i  =  o  est  l'équation  de  la  corde  des  contacts. 
L'équation  développée  de  la  conique  est 

**(I  -h  OT*)-f-^(l  -f-/l')4-2»f/M?/  — 2x(fl  — mp) 
—  2/(£r  — /l/l) — c'-hp^  =0. 

La  conique  passe  au  point  A  et  a  pour  tangente  Ax,  donc 
p^:=se*    et    «  œ:  mp. 

L'équation  de  la  conique  est  alors 

x*(i  •+•  /w')  -H  J^*( I  -H  «')  -f-  2 mnxjr  —  2/(  b  —  np)  =  o. 

Entre  cette  équation  et  Téquation  du  cercle  (O),  j'éli- 
mine x*  :  j'ai  IVquation  d'une  conique  passant  par  Tinter- 
section  de  (C)  et  de  (O)  qui  est 
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C'est  un  système  de  deuit  droites  ^  rime  d^elles  est  Taxe 
des  a:,  Tautre  est  la  droite  DE,  et  a  pour  équation 

jr(«*  —  TO*)  +am/rx  —  !i[b  —  np  —  r(i  -hm')]=^  6. 

Le  point  M  se  trouve  sur  cette  droite»  et  sur  la  droite  des 
contacts 

mx-^-ny  ^p  zs  o. 

Entre  ces  deux  équations,  j'élimine  n,  et  j^obtiens,  en 
remplaçant  mp  par  a  et  p*  par  c*, 

équation  d'un  cercle  ayant  même  axe  radical  que  (O)  et 
(O'). 

Si  nous  cherchions  l'enveloppe  de  la  droite  DE,  nous 
trouverions  la  même  équation. 

En  efiety  Téquation^de  DE  est,  en  ordonnant  par  rap- 
port à  #1, 

/i*j^-H2/f(OT/i-f-^)  —  m'/ —  2i  +  ar(i-H/ii*)  =  o. 
L'équation  de  l'enveloppe  est 

ou 

m*(«*-f- /')  H-  2flxH-  2  7  (6  —  r)  —  im'*rx^t?=i  o, 

et  l'équation  de  l'axe  radical  des  cercles  (O),  (O^)  et  du 
cercle  trouvé  est 

2iix-h27(^  —  r)-H  c*=:  O, 

Je  transforme  par  polaires  réciproques  en  prenant  pour 
pôle  de  transformation  l'un  des  points  limites  du  système 
des  cercles  ayant  même  axe  radical  que  (O)  et  (O^). 
Alors  (O)  et  (O^)  se  transforment  en  deux  coniques  bicon- 
focales,  (Oi)  et((y,);  (C)  se  transforme  en  une  conique 
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(Cl)  doublement  tangente  k  (OJ  et  ungentc  à  (O,)  en 
un  point  fixe  \  DE  se  transforme  en  le  point  d^intersectîon 
des  tangentes  communes  à  (Ci  )  et  (Oi  )  ;  or  DE  enveloppe 
un  cercle  ayant  même  axe  radical  que  (O)  et  (O^),  donc 
le  point  d'intersection  des  tangentes  communes  à  (Cf)  et 
(Oi)  enveloppe  la  transformée  de  ce  cercle,  c'est-à-dire 
une  conique  homofocale  aux  coniques  (Oi)  et  (O',  ).  C'est 
précisément  la  question  707. 

Remarque.  —  Dans  le  premier  problème  ou  peut  sup- 
poser nul  le  rayon  du  cercle  (O^)  ;  alors  les  coniques  (C) 
ont  un  foyer  commun,  et  le  point  M  est  sur  la  direc- 
trice correspondante  à  ce  foyer.  Il  est  facile  de  trouver 
renoncé  du  théorème  relatif  à  ce  cas. 

Note.  —  La  question  706  a  été  résolue  par  MM.  Léon  Bailly,  répétiteur 
au  lycée  d'Orléans;  Michel  Lhopital,  Léon  Dyrion,  H.  Pîcquet,  élèves  de 
rÉcole  Polytechnique;  Aubrun,  Gilliot,  élèves  du  lycée  de  Strasbourg; 
Romain  Delaune,  répétiteur  au  lycée  de  Douai;  Marmier,  élève  de  TÉcole 
Sainte^eneviève;  Recoq,  élève  du  lycée  de  Montpellier;  Bontmy,  élève 
du  lycée  Saint-Louis.  MM.  Cornu  et  Laoauchie,  de  Sainte-Barbe,  ont  ré- 
solu et  généralisé  les  questions  706  et  707. 


BIBLIOGRAPHIE. 

TaAiTÉ  DE  Géométrie  élémeictâire  ;  par  MM.  Eugène 
Rouché,  professeur  au  lycée  Cliarlemagne,  répétiteur 
â  l'École  Polytechnique,  etc.,  et  Ch,  de  Comberousse^ 
professeur  au  collège  Chaptal,  répétiteur  à  TEcole 
Centrale,  etc.  —  Première  partie:  Géométrie  plahe. 
In-8  avec  Ggures  dans  le  texte*,  i864*  Cbez  Gaulhier- 
Yillars,  libraire,  successeur  de  Malle t*Baclielier,  quai 
des  Augustins,  55,  à  Paris*  —  Prix  :  4  francs. 

MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  bien  connus  déjà  par 
ieurs  publications  antérieures,  ont  eu  pour  but  de  faire 
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un  livre  qui  contint,  d'une  part,  tontes  les  théories  clas- 
nqnes  exigées   par  les  programmes  de  renseignement 
des  lycées  et  pour  l'admission  aux  Ecoles  spéciales,  et, 
d'autre  part,  les  principaux   travaux  qui  ont  été  faits 
dans  les  temps  modernes  sur  la  Géométrie  finie.  Tont  ce 
qui  est  relatif  à  la  partie  classique  de  l'ouvrage  est  déve- 
loppé ayec  le  plus  grand  soin,  tandis  que  la  partie  nou- 
velle offre  une  esquisse  rapide  mais  complète  de  l'état 
actuel  de  la  science,  qui  permettra  aux  lecteurs  de  pren- 
dre une  idée  exacte  des  méthodes  modernes  et  des  appli- 
cations principales  qui  en  ont  été  faites.  Nous  n'avons 
pas  besoin  de  faire  ressorUr  ce  qu'une  pareille  division 
a  d'avantageux  au  point  de  vue  de  l'enseignement. 

Le  Traité  de  Leg^dre,  avec  ses  appendices  et  ses  notes, 
était  complet  et  représentait  l'état  de  la  science  à  l'époque 
ou  il  a  été  publié.  Mais  depuis  longtemps  Jl  est  devenu 
insuflisant  et  plusieurs  tentatives  ont  été  faites  pour  ^e 
remplacer.  Mous  pensons  que  l'ouvrage  dont  nous  vou- 
lons donner  ici  une  courte  analyse  remplit  parfaitement 
le  but  que  se  proposaient  les  auteurs. 

Les  deux  parties,  dont  nous  avons  dit  que  le  Traité  se 
composait  sont  nettement  séparées.  Celle  qui  renferme 
les  théories  classiques,  et  qui  est  imprimée  en  gros  ca- 
ractères, est  conforme,^  pour  Tordre  des  matières,  à  l'u- 
sage consacré  et  généralement  adopté  dans  tous  les  pro» 
grammes.  Les  auieurs  ont  pensé  qu'il  y  aurait  danger  à 
innover  dans  une  disposition  adoptée  depuis  des  siècles, 
et  ils  ont  voulu,  non  pas  changer  ce  qui  a  été  fait  avant 
eux,  mais  améliorer  ce  qui  lear  semblait  exiger  quel- 
ques modifications.  Ils  ont,  avec  raison,  attaché  une 
grande  importance  au  style;  il  suffit  de  lire  quelques 
pages  de  ce  livre  pour  reconnaître  que  la  rédaction  est 
extrêmement  nette  et  soignée* 

Parmi  les  améliorations  que  présente  cet  ouvrage,  je 
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signalerai  leâ  suivanies,  qni  m*ont  paru  les  plus  remar- 
quables. 

1^  Les  véritables  conditions  nécessaires  et  suflBsantes 
pour  assurer  la  proportionnalité  de  deux  grandeurs  aoDt 
ënoneées  pour  la  première  fois  avec  la  généralité  et  la 
précision  convenables.  Les  n^  132,  133,  134, 13S  ren- 
ferment la  démonstration  de  principes  fondamentaux 
dont  rapplicatîon  apporte  plus  tard  une  grande  simpli- 
fication dans  toutes  les  questions  de  proportionnalité  et 
de  mesure  qu'on  rencontre  si  fréquemment  dans  la  Géo- 
métrie, telles  que  la  meaure  des  angles,  des  aires  des  rec- 
tangles, la  proportionnalité  des  lignes  droites,  etc. 

2^  L'introductiofn  des  ligae^  antîparalléles  a  permit 
de  donner  des  solutions  élégantes  pour  plusieurs  ques- 
tions. Nous  citerons  Tinscription  du  décagone  régulier 
ordinaire  et  du  décagone  étoile  (n^  290),  la  théorie  des 
figures  inverses,  etc. 

3*  La  mesure  de  la  cireonférence  et  le  calcul  de  ir 
sont  présentés  avec  tons  les  détails  qu*exige  cetie  impor- 
tante question.  Nous  signalerons  surtout  les  considéra* 
tions  simples  et  nouvelles  à  l'aide  desquelles  les  auteurs 
établissent  rigoureusement  que  la  longueur  d'une  ligne 
brisée  régulière  inscrite  dans  un  arc  de  cercle  tend 
vers  une  limite  indépendante  du  mode  de  division  de 
Parc. 

4^  Certaines  réciproques  sont  données  avec  un  soin 
qu^oa  ne  rencontre  pas  toujours  dans  ce  genre  de  propo* 
sitions.  Nous  citerons  principalement  celle  du  n^  196, 
sur  la  droite  qui  joint  les  points  de  division  de  deux  côtés 
d'un  triangle,  celle  du  n^  22S,  sur  les  parallèles  coupées 
par  des  sécantes,  celle  du  n®  SOO,  etc. 

5«  Enfin  on  trouve  aux  n^  51,  211,  21S,  213,  etc.; 
des  aperçus  généraux  très-utiles  pour  l'iptelligence  et 
l'application  des  principes  et  des  méthodes  à  la  résolu- 
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lion  des  problèmes  el  à  la  recherche  des  lieux  géomé- 
triques. 

La  partie  de  l'ouvrage  imprimée  'en  pelits  caractères 
contient  plusieurs  appendices  consacrés  à  l'exposition 
des  méthodes  les  plus  remarquables  de  la  Géométrie  mo* 
deme.  Cette  partie  s'adresse  à  des  lecteurs  déjà  mieux 
préparés;  la  rédaction  en  est  plus  rapide,  et  l'on  voit 
que  Ton  a  touIu,  non  pas  donner  des  théorèmes  parti- 
culiers plus  on  moins  remarquables,  mais  exposer  des 
théories  constituant  de  véritables  méthodes.  Nous  cite* 
rons  surtout  l'appendice  du  troisième  Livre,  relatif  au 
rapport  anharmonique,  aux  polaires  réciproques,  aux 
figures  homothétiques,  aux  axes  radicaux,  au  contact  des 
cercles,  à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, aux  transversales,  etc. 

Cet  ouvrage  est  enrichi  de  5^3  exercices  gradués  et 
très-bien  choisis,  qui  seront  d'une  utilité  incontestable 
pour  les  Professeurs  éf  les  Élèves.  Nous  ne  pensons  pas 
qu'aucun  Traité  de  Géométrie  élémentaire  en  renferme 
un  nombre  aussi  considérable. 

Enfin   nous  ferons  remarquer  les  soins  qui  ont  été 

donnés  à  l'impression.  Les  caractères  sont  très4)eaux, 

les  énoncés  des  théorèmes  se  détachent  parfaitement  des 

démonstrations,  et  de  nombreuses  figures  dans  le  texte 

rendent  la  lecture  de  l'ouvrage  extrèmenient  facile*,  en  un 

mot,  ce  livre  soutient  dignement  la  comparaison  avec  les 

plus   belles   éditions  classiques  qui   soient  sorties  des 

presses  de  M.  Gauthier-Yillars. 

S.  Hàcser, 

Profaflfeur  de  MathématiqoM  epécialw 
au  lycée  Charlemaçne. 
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QUÏSTIONS. 

718.  Trouver  Tëquadon  de  ]a  podaire  négative  de  la 
développante  de  Tellipse,  le  centre  étant  le  pôle. 

(Strebor.) 

719.  Sur  la  surface  lieu  des  sections  circulaires  dia- 
métrales des  ellipsoïdes  d'un  système  liomofocal,  les  tra- 
jectoires orthogonales  de  ces  cerclés  sont  des  courbes 
dont  chacune  est  une  ligne  de  courbure  commune  de 
deux  hyperbolpïdes  homofocaux  avec  les  ellipsoïdes. 

(Strebor.) 

720.  Soient  x^  y^  z  trois  fonctions  d^une  variable 
indépendante  f,  satisfaisant  à  la  condition 

«'  + /'-!-«'=  i; 

soient  x\y\  z\  x"^  /",  z"  leurs  dérivées,  premières  et 
secondes,  par  rapport  k  t. 

Les  neuf  quantités  x,  y^  Zy  x\  y\  z\  a:",y",  «''  véri- 
fient identiquement  l'égalité 

AC  — B»  — A»  =  D% 

dans  laquelle 

(C  AT  AL  A  H.) 
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finm  MS  POINTS  A  L'HVINI 
SANS  LBS  SIIBFAGBS  Mi  SECOND  OEMI-, 

Par  m.  PAINVIN, 

Professeur  a  a  lycée  de  Douai. 


Cette  recherche  servira  d'intermédiaire  entre  Fétude 
qae  j'ai  donnée  précédemment  des  points  à  l'înflni  dans 
les  conrbes  et  celle  des  points  à  Tinâni  dans  les  surfaces 
que  je  donnerai  prochainement  (*). 

En  adopunt  les  coordonnées   homogènes  ->   -9  -9 

l'écpiation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  sera  de 
la  forme 

et  Féqoation  du  plan  à  Tinfini  sera 

r  =  o. 

Les  points  où  la  surface  S  est  rencontrée  par  le  plan  a 
Finfini  sont  donnés  par  les  équations 

1^  =  0, 
Ax^  H-  A' j»  -f.  AV  4-  aB/«  -H  ^B'xz  -h  aB'^x/ 

La  seconde  équation  représente  un  cône  ayant  pour 
sommet  Torigine:  je  rappellerai  cône  des  directions 
asjrmptotiques. 


(*)  Lee  principaux  résultaU  de  cette  dernière  étude  ont  été  présentés  à 
PAcadémie  des  Sciences  en  octobre  1864  (Comptes  rendus,  9*  semestre, 
1864,  p.  666). 
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Soît  nue  génératrice  de  ce  cône 

(G)  {'  =  7 

on  a  la  condition 

f( m,  #1,1)33:0; 

cette  génératrice  détermine  le  point  k  Tinfini 

I/  =  o, 

Etudions  Tintersection  de  la  surface  par  une  droite  qud* 
conque  passant  par  le  point  I;  les  équations  d'une  telle 
droite  seront 


{') 


!X'=imZ')r\ty 


En  remplaçant  a:  et  j^  par  ces  valeurs  dans  Téquation  de 
la  surface,  on  trouve 

Z»f(/lî,/î,l) 

-HRl«  =  o; 

cette  équation,  qui  donne  les  intersections  de  la  droite  (1) 
avec  la  surface,  se  réduit  à 

«f[Xepl,(m,/i,i)  -h  fii?>^ (/»,/!,  i)H-2(C/in-C'/i-f-C'^]  ' 
-hK/»  =  o. 

Pour  que  la  droite  (i)  soit  tangente  a  la  surface,  il  faut 
que  le  premier  membre  de  Téquation  précédente  soit 
divisible  par  t*  \  de  là  la  condition 

(a)   lf^{mi  »,  1) 4-  p^»V(«>  'ff  0  -*"  ^(C/«  -t-  CJn  H-  C")  =  o. 

Pour  obtenir  le  lieu  de  toutes  les  droites  (évidemment 
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parallèles)  passant  par  le  point  I  et  tangentes  a  la  sur* 
face,  il  faut  éliminer  ^  et  fx  entre  les  équations  (i)  et  (2). 
Effectuons  cette  élimination,  et  remarquons  que  Fiden- 
tité 

nous  donne,  en  y  faisant  x  =  m^  j-  =:  n^  z  =  1,  et  en 
ayant  égard  à  Téquation  de  condition  (f( m,  /i,  1)  =  o, 

iit<p;(OT,  «,  i)  -H  iiç^(/w,  n,  1)  H-  ^;(iif,  /i,  i)  =  o  ; 

nous  trouvons  alors  que  le  lieu  des  droites  passant  par 
le  point  I  et  tangentes  à  la  surface,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  droites  parallèles  à  la  direction  asymptotique 
(x=:  mz,  y=:nt)  et  tangentes  à  la  surface,  est  donné 
par  Técjuation 


(in)(T)  . 

avec  la  condition 

Cette  équation  représente  un  plan  que  nous  appellerons 
plan  asymptote  de  la  surface  correspondant  à  la  direct 
lion  asymptotique  (G). 

Ce  plan  est  évidemment  parallèle  au  plan  touchant  le 
cène  des  directions  asymptotiques 

suivant     la    génératrice     ou     direction     asymptotique 

(x=mz,jr=znz). 

Remarque  I.  —  Le  plan  asymptote  correspondant  à 
la  direction  asymptotique  G  est  le  plan  tangent  à  Pinfini 
au  point  correspondant  à  cette  direction  asymptotique. 
Car  on  constate  facilement  que  Téquation  du  plan  asymp- 
lole  (T)  se  déduit  de  celle  du  plan  tangent  au  }K>int 

4. 
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en  supposant 

X,  =  m*,,     y,  =  na,,     f,  =  o. 

En  effet,  on  a 

d^où 

•^'»  ==  ^r  (*'»^'.»  «')  =  *'îr  ('^'^  "'  ')» 

f\^  =  2(C*.  -h  C'j,  -h  C'z.)  =  2*.  (Cm  H-  C'it  4-  r)  ; 

en  opérant  la  substitution  de  ces  valeurs,  inéquation  du 
plali  langent  devient 

+  2f  (Cm  4- C'/i -f- C'')^  o; 
è'est  Péquation  du  plan  (T). 

Remarque  II.  —  Le  plan  asymptote  est  aussi  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  (x  =  mz^  y  =inz). 

En  cfTety  d'après  Tidentité  (3),  Téquatîon  du  plan  (T) 
peut  s'écrire 

Mais  ici,  il  résulte  de  la  remarque  générale  déjà  fait» 
que  le  plan  diamétral  est  parallèle  aux  cordes  qui  lui 
sont  conjuguées;  d'ailleurs,  on  a  évidemment 

m ^;(m,  /i,  I )  -f-  /tf^(m,  «»  i)  -h  t.('»>  '»»  i )  =  ^f('"^  /»,  i )  =  o , 

ce  qui  démontre  le  parallélisme  indiqué. 

DISCUSSION. 

I^  Le   côhe  des   diuections   asymptotiques  est  vk 
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COKE  p&oPR8MBfiT  DIT,  c'est-à-dire  que  le  premier 
membre  de  Téquation  (C)  oa  (U)  est  la  somme  algé- 
brique de  trois  carrés;  ce  cas  correspond  à  celui  où  la 
surface  a  an  centre  unique  [genre  ellipsoïde j  genre 
hyperboloïde). 

On  peut  alors  faire  disparaître  les  trois  termes  du 
premier  degré  et  supposer  Téquation  de  la  surface  ra- 
menée à  la  forme 

(4)(S)  Ax'-t-A>»-|-AV-4-2Bjr«-H3B'xz-+-2B"arr=H/^ 

Le  cône  des  directions  asymptotiques  sera 

Ax>  +  A' j» -H  A"z»  -h  a B/2 -+-  2 Bxz H-  a h^xj 


(5)(C)   ,  ,  ^ 

une  droite  quelconque  parallèle  à  une  génératrice  du 
cône  des  directions  asymptotiques  rencontre  la  surface 
en  va  point  à  Vinfini. 

Le  plan  asymptote  correspondant  a  la  direction  asymp- 
totique  [x  =  mzy  jr=z  nz)  aura  pour  équation 

ar^;(/w,  n,  i)  -hXf'A'"*  "'  ')  "^  */.('">  '«»  0  =  <>• 

On  voit  que  les  plans  asymptotes  enveloppent  le 
cône  (C);  ce  cône  est  appelé  cône  asymptote;  son 
sommet  est  l'origine  actuelle  ou  le  centre  de  la  surface. 

Ainsi,  ilans  les  surfaces  à  centre  unique,  les  plans 
asymptotes  ou  plans  tangents  à  l'infini  touchent  un 
cône,  parallèle  au  cône  des  directions  asymptotiques, 
qu'on  nomme  gônb  asymptote;  le  sommet  du  cône 
asymptote  est  le  centre  de  la  surface. 

Un  plan  tangent  à  une  surface  du  second  ordre  coupe 
la  surface  suivant  deux  droites  réelles  ou  imaginaires 
dont  le  point  de  concours  est  le  point  de  contact.  (Ceci 
résulte  de  la  propriété  générale  des  plans  tangents  :  le 
point  de  contact  est  un  point  double  de  la  section  faite 
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par  le  plan  tangent.)  Donc,  un  plan  asymptote  ou  ian^ 
gent  à  r infini  coupe  la^  surface  suîi/ant  deux  droites 
réelles  ou  imaginaires  parallèles  à  la  génératrice  de 
contact  de  ce  plan  avec  le  cône  asymptote. 

Remarque  I,  —  Le  cône  asymptote  est  circonscrit  à 
la  surface,  le  plan  de  la  courbe  de  contact  est  le  plan 
à  Vinjlni, 

Ceci  résulte  évidemment  des  équations  (4)  et  (5),  car 
Téquation  (4)  est  Féquation  d'une  surface  circonscrite 
au  cône  (C)  suivant  la  courbe  située  dans  le  plan  f  =  o. 

On  conclut  de  là,  en  reprenant  l'équation  générale  (I) 
des  surfaces  du  second  ordre,  que  Téquation  du  cône 
asymptote  est  de  la  forme 


(IV)    { 


H-  2/(Cx  -f-  G  y  4-  Cz)  -h  D,/*  =  o. 


On  déterminera  Dj  en  exprimant  qne  cette  dernière 
équation  représente  un  cône. 

Remarque  IL  —  Si  le  cône  des  directions  asympio- 
tiques  est  imaginaire,  la  surface  n'a  pas  de  points  réels 
à  rinflnl  \  c'est  le  cas  de  VeWpsoïde  ou  de  ses  variétés. 

Si  ce  cône  est  réel,  la  surface  a  des  nappes  infinies; 
c'est  le  cas  des  hjperholoïdes. 

11°  Le  côhe  des  dhiectioits  asymptotiques  se  réduit 
A  DEUX  PtANS  DISTINCTS,  c'est-à-dirc  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (II)  est  la  somme  alg^riqoe  de 
deux  carrés  \  ce  cas  correspond  à  celui  où  le  centre  est  à 
l'infini  sur  une  direction  déterminée,  ou  bien  à  celui  où 
il  j  a  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite  (parabo^ 
loïde  elliptique  ou  hjperboliquey  cylindre  elliptique  on 
hyperbolique). 

Supposons  donc  que  la  fonction  f  (j*,  j,  z)  soit  de  la 
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forme 

(6)  t{x,r,  *)  =  (Mx-f.  N  r  4-  Pz)(M,ar  -*-  N.r  -*^  P.z)  =  D.D.i 

riatcriectioii  de  la  surface  par  le  plan  à  Vinfini  se  coin  - 
pose  des  deux  droites  distinctes 

D  =  M  X  H-  Nr  4-  P  «  =  o , 
r  =  o; 

-hP|2=:o^ 


les  directions  asymptotiques  sont  parallèles  à  l'un  ou  à 
l'autre  des  deux  plans  (D)  et  (Di)  -,  ces  deuz  plans  portent 
le  nom  de  plans  directeurs. 

Ainsi,  une  droite  quelconque  parallèle  à  Vun  ou  à 
Foutre  des  plans  directeurs  rencontre  la  surface  en  uw 
point  à  Vinjîni. 

Considérons  une  direction  asymptotique 


parallèle  au  plan  (D),  par  exemple,  de  sorte  que 

(7)  M/ii-4-NiH-P  =  o; 

le  plan  asymptote  correspondant  au  point  à  Tinfini 

aura  pour  équation,  d'après  (III)  et  {6)9 

(   (M,iw-l-N,n-hP,}(Mjiî-hN^-*-P«) 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

i"c\s. — On  ne  peut  pas,  dans  Thypothèse  actuelle, 
faire  disparaître  les  trois  termes  du  premier  degré  :  c'est 
le  cas  des  paraboloïdes\ 
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Alors  le  plan  asymptote  (8)  est  parallèle  au  plan  direc- 
teur (D);  on  peut,  en  outre,  disposer  des  arbitraires 
m  et  /z,  assujetties  a  vérifier  I^unique  relation  (7),  de 
manière  que  Téquation  (8)  représente  un  plan  quel- 
conque parallèle  au  plan  (D).  On  raisonnerait  de  même 
à  regard  du  plan  (Di).  Ainsi  : 

Dans  les  pababoloïdes^  les  directions  asymptotiques 
sont  des  droites  quelconques  parallèles  à  Vun  ou  à 
Vautre  des  plans  directeurs^  et  tout  plan  parallèle  à 
un  plan  directeur  est  un  plan  asymptote^  c'est^-à^dire 
touche  la  surface  à  V infini.  Les  plans  asymptotes  pa- 
rallèles au  plan  directeur  (D)  passent  par  la  droite  à 
V infini  A,  et  le  point  de  contact  est  un  point  de  cette 
droite;  d^ ailleurs,  le  point  de  contact  varie  de  position 
lorsque  le  plan  asymptote  se  déplace  parallèlement  à 
lui-inéme.  Les  plans  asymptotes  parallèles  au  plan  di- 
recteur (Di)  passent  par  la  droite  à  Vinjini  (A^). 

Remarque  /.  -^U  y  a  une  direction  asymptotique,  et 
une  seule,  pour  laquelle  le  plan  asymptote  ou  le  plan  tan- 
gent est  le  plan  à  Tinfini  \  cette  direction  est  donnée  par 
rintersectioD  des  deux  plans  directeurs 

(D)  Mj:-hNjr-4-Pa  =  o, 

(D.)  M,;r4-N,r-HPi«=o. 

L'équation  (8)  da  plan  asymptote  se  réduit  alors  à 
t  =  o\ 

c'est  l'équation  du  plan  i  Tinfini.   Ainsi,  au  point  à 
Tinfini 

MjcH- W  j^-4-Pz  =  o, 
M,x-4-N,j-i-P,2  =  o, 

le  plan  langent  est  le  plan  à  l'infini  ;  doue  : 
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Les  paraboloïdes  touchent  le  plan  à  rinjiniet  le  loa« 
chent  en  un  point  unique* 

Remarque  II. — Lorsque  les  plans  directeurs  (D) 
«:t  (D|)  sont  imaginaires  (c^est  le  cas  du  paraboloïde 
elliptique) y  la  surface  n'a  pas  de  point  réel  à  Tinfini, 
excepté  celui  qui  se  trouve  à  Tintersection  des  deux 
plans  directeurs,  intersection  toujours  réelle.  Ainsi  : 

Dans  le  paraboloïde  elliptique,  il  n*y  a  de  direction 
asymptotique  réelle  que  la  droite  parallèle  à  V intersec- 
tion des  plans  directeurs,  et  le  plan  asymptote  corres^ 
pondant  est  le  plan  à  V infini. 

a*  CAS. —  On  peut  faire  disparaître  les  trois  termes  du 
premier  degré  :  c'est  le  cas  des  cylindres  elliptique  et  hy- 
perbolique. 

L'équation  de  la  surface  pouvant  être  ramenée  à  la 
forme 

Téquation  du  cône  des  directions  asymptoiiques   sera 
encore 

A«»-h  A>»-+-A''«»-hB^zH-2B'*«  4-aB''xr 
=:(M^4.Nj^  +  P;»)(M,x-HN,r-+-Pi«)  =  o. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (8)  duplau  asymptote  devient 

(M,m4.N,/i-hP,)(Ma7-|-Nr4.P»)=5  0 
ou 

Mar-hN/-f-P«  =  o. 

Donc,  dans  les  cylindres  elliptique  et  hyperbolique^ 
tous  les  plans  tangents  à  Vinfini  se  confondent  auec  les 
plans  menés  par  la  ligne  des  centres  parallèlement  aux 
plans  directeurs^  ces  vevx  plans  touchent  lespectiue- 
'neni  la  surface  tout  le  long  des  droites  à  r infini  (ù) 
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OU  (Al);  on  peut  les  appeler  plaks  astmftotbs  du  cy~ 
lindre. 

Un  plan  asymptote  coupe  la  surface  suivant  deux 
droites  confondues  avec  la  droite  à  l'infini  située  dans  ce 
plan;  tout  plan  parallèle,  devant  passer  par  cette  droite 
à  Tinfini,  ne  coupera  la  surface  que  suivant  une  seule 
droite  à  distance  finie.  L'ensemble  des  deux  plans  asymp- 
totes forme  un  système  circonscrit  à  la  surface,  le  plan  de 
la  courbe  de  contact  est  le  plan  à  Fînfini. 

Remarque  I^  —  Si  nous  eonsîdérons  le  point  particu- 
lier à  Tinfini  situé  sur  une  droite  parallèle  à  riniersectîon 
des  deux  plans  directeurs,  savoir  : 

IM«-hN^-hP«  =  o, 
M,*4.N,^-t-P,2  =  o, 
r=:o, 

Téquation  (8)  se  réduit  à  une  identité. 

Le  point  J  est,  en  effet,  un  point  double  de  la  surface; 
car  une  droite  quelconque  passant  par  ce  point,  par 
exemple, 

!Ma:4-N^H-Psî=lr, 
M,4r  +  N,/-hP,«=:|*f, 

rencontre  la  surface  (9)  en  deux  points  coïncidents, 
puisque  l'équation  se  réduit  à  (i/x — H)  t'=o;  ainsi  : 
Dans  les  cylindres  elliptique  ou  hyperbolique^  le 
point  à  Vinfini  situé  sur  la  ligne  des  centres  est  un 
point  double^  les  tangentes  en  ce  point  double  sont  les 
génératrices  du  cylindre^ 

Remarque  II.  —  Les  deux  plans  asymptotes  sont  ima- 
ginaires dans  le  cylindre  elliptique,  réels  dans  le  cylindre 
hyperbolique. 

Le  cylindre  elliptique  ne  possède,  comme  point  réel  à 
Vinfitii,  que  le  point  double  J. 
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III^  Le  CÔHS  DB8  SlKBCTIOlIt  A&TMPTOTIQtTgS  M  «toVIT 

k  DBux  PLAH8  QUI  SB  GONFOBDBJiT,  c'est-à-dire  que  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (II)  se  rëduil  à  un  carré  par-^ 
fait;  ce  caa  correspond  à  celui  ou  le  centre  est  &  l'infini 
sur  un  plan  de  direction  déterminée,  ou  bien  à  celui  où 
il  y  a  une  infinité  de  centres  dans  un  plan  (cylindre  pa- 
robotique,  deux  plans  parallèles  ) . 

Supposons  donc  que  la  fonction  f  (x,  y^  z)  soit  de  la 
forme  " 

(10)  ç(jf,j',s)  =  (M«-+-NrH-Ps)»r='I>?; 

rintersection  de  la  surface  par  le  plan  à  Tinfîni  se  com* 
pose  de  deux  droites  confondues  avec  la  droite 


r 


,   .  ,  _>=«:Mjr-+-NrH-P»  =  0, 


toutes  les  directions  asjmptotiques  sont  parallèles  au 
plan  (D). 

i^  CAS.  •—  On  ne  peut  pas  faire  disparaitre  les  trois 
termes  du  premier  d^gré  (c'est  le  cas  du  cylindre  para-- 
bolique). 

Le  plan  asymptote  correspondant  à  une  direction 
asymptotique  quelconque  a  pour  équation  [(III)  ou  (8)] 

l(Ci»H-C«4-C'')  =  o,     ou     tz=:o; 

donc,  tous  les  plans  asymptotes  ou  tangents  à  Vinfinij 
dans  le  cjlindre  parabolique,  se  confondent  auec  le 
plan  à  V infini  parallèle  au  plan  directeur  (D). 

On  voit  que  la  surface  louche  le  plan  à  Tinfini  suivant 
la  droite  (  û),  car,  pour  I  =  o,  on  a 

(Ma:H-Nj^-t.p2)»  =  o; 

donc,  un  cylindre  parabolique  touche  le  plan  à  Vinfini 
suivant  une  droite. 


Digitized 


by  Google 


(6o) 

Un  plan  quelconque,  parallèle  au  plan  (D),  passera 
par  la  droite*(û),  et,  par  suite,  ne  rencontrera  la  surface 
qu'en  une  seule  droite  à  distance  finie. 

Nous  avons  remarque  que  les  plans  asymptotes  sont 
des  plans  diamétraux  conjugués  de  la  direction  asympto- 
tique  correspondante;  donc,  tous  les  plans  diamétraux 
conjugués  des  cordes  parallèles  au  plan  (D)  sont  à  Vin-- 
fini.     . 

Remarque.  —  Nous  pouvons  encore  présenter  ainsi 
ces  résultats  :  Dans  le  cylindre  parabolique,  une  droite 
quelconque  parallèle  aux  plans  diamétraux  rencontre  la 
surface  en  un  point  à  Tinfîni  et  en  un  point  à  distance 
finie;  mais  les  droites,  parallèles  aux  plans  diamétraux  et 
non  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre,  et  rencon- 
trant en  outre  la  surface  en  deux  points  à  Tinfîni,  sont 
tontes  à  l'infini;  c'est-à-dire  que  les  plans  asymptotes, 
correspondant  à  une  direction  asymptotique  quelconque, 
non  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre,  se  confondent 
tous  avec  le  plan  a  Tinfini. 

Les  droites  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre  ren- 
contrent la  surface  en  deux  points  à  Tinfini  ;  le  point  à 
Tinfini  sur  la  direction  des  génératrices  est  en  effet  uu 
point  double  de  la  surface,  et  les  tangentes  proprement 
dites  à  la  surface  en  ce  point  sont  précisément  les  géné- 
ratrices du  cylindre. 

Q®  CAS.  —  On  peut  faire  disparaître  les  trois  termes  du 
premier  degré  (c'est  le  cas  de  deux  plans  parallèles). 
L'équation  de  la  surface  peut  être  ramenée  à  la  forme 

ou 

(il)  (Mjc  4-  Nr  +  P2)'  =  U/'; 

les  directions  asymptotiques  sont  toujours  parallèles  au 
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plan 

mais  Féquation  du  plan  asymptote 

se  rédait  à  une  identité  pour  tontes  les  valeurs  de  m  et  // 
qai  vérifient  la  rdation 

M/w4-N»-hP  =  o. 

Cest  qu'en  effet  la  droite  à  Tinfini  (A)  est  une  droife 
double  de  la  surface. 

Un  plan  quelconque  passant  par  cette  droite,  c'est- 
à-dire  parallèle  au  plan  directeur  (D),  par  exemple 

rencontre  la  surface  suivant  deux  droites  qui  coïncident 
avecla droite  (A),  car  l'équation  (i  i)  donne  alors 

(>»  — H)f»  =  o. 

Les  plans  tangents  proprement  dits  suivant  cette  droite 
doable  sont  les  plans  mêmes  qui  constituent  la  surface. 

Toute  droite  parallèle  au  plan  (D)  rencontre  la  surface 
en  deux  points  coïncidents  sur  la-droite  à  l'infini  (A). 

On  peut  de  celte  discussion  conclure  la  classification 
suivante. 

I**  Les  termes  du  second  degré  peuvent  se  ramener  à 
la  somme  algébrique  de  trots  carrés,  c'est-à-dire  don  nent 

VB  CÔHS  : 

Cône  imaginaire Geh be  ellipsoIde  ; 

Qhte  réel • .     Giheb  ktpe&boloîde. 

11^  Les  termes  du  second  degré  peux^nl  se  ramener  à 
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lasomme  algébrique  de  deux  carrés j  cesi-^-dùe  donnent 
DBDX  PLÀJîs  gui  se  coupent  : 

...  (  Plans  imaginaires, .      Pa&aboloibb  eli^ptique. 

i*"  Pas  de  centre... .  |   «,         ,  , 

(  Pians  réels ,      Paeaboloidb  HTPBKBoi.iQum. 

^  _  ^  .  ,  .  (  Plans  imaginaires. .     Cylindre  elliptique. 

2*»  Infinité  de  centres.  <   ^.  ,  . 

(  Plans  réels Cylihdbe  btpbeboliqce. 

IIP  Les  termes  du  second  degré  forment  un  carré 
parfaif,  c'est-à-dire  donnent  deux  plaks  confondus  : 

i^  Pas  de  centre Cylixtoeb  paeaboliqub. 

2*  Infinité  de  centres. . . .     Deux  plaxs  paballèles. 


finiM  GÊMifiTRHdll  sut  US  SDRFACES; 

Pae  m.  a.  PICART, 

Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


I.  —  Introduction. 

1 .  Si  Von  considère  une  série  â* ellipses  homofocales 
et  quon  mène  par  un  point  pris  sur  Vun  des  axes  des 
tangentes  à  toutes  ces  ellipses^  la  lieu  des  points  de 
contact  est  une  circonférence. 

2.  Si  Von  prend  un  point  P  sur  Vun  des  axes  et  un 
point  Q  sur  Vautre^  les  circonférences  relatives  à  ces 
deux  points  se  coupent  otthogonalement* 

3.  Si  Von  fait  varier  la  position  ttes  points  P  et  Q 
sur  les  deux  axes,  on  obtient  deux  systèmes  de  cercles 
orthogonaux. 

II. -^  Surfaces  homofocales. 

4.  «Si'  Von  considère  un  système  d'ellipsoïdes  homo- 
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focaux  et  que  par  une  droite  AB  située  dans  Vun  des 
plans  principaux  on  mène  des  plans  tangents  à  tous 
ces  ellipsoïdes,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  cir- 
conférence. 

En  effet,  les  normales  en  ces  différents  points  ren- 
conlreni  le  plan  principal  en  un  même  point  I,  qui  est  le 
p6le  de  la  droite  AB  par  rapport  à  la  conique  excen- 
triqttesituée  dans  œ  plan  principal  (M.  Chasles,  j/perçu 
historique).  (Cela  résulte  immédiatement  d'une  propriété 
essentielle  et  caractéristique  des  surfaces  homofocales 
qui  peut  servir  de  point  do  départ  à  une  théorie  géomé- 
trique de  ces  surfaces,  savoir  :  Les  pôles  d^un  même 
plan,  par  rapport  à  une  série  de  surfaces  homofocales, 
sont  situés  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  ce 
plan.) 

5.  A  trois  droites  AB,  BC,  CA  situées  respectivement 
dans  les  trois  plans  principaux^  et  rencontrant  les  axes 
aux  points  A,  B,  C,  correspondent  trois  circonférences 
qui  se  coupent  deux  à  deuxorthogonalement. 


Soit,  en  effet,  M  [fig,  i)  le  point  de  contact  du  plan 
ABC  avec  Tun  des  ellipsoïdes  homofocaux,  et  I,  H^  K 
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les  points  où  la  normale  en  M  rencontre  les  trois  plans 
principaux.  Abaissons  de  ces  trois  points  des  perpendi- 
culaires IP,  HQ,  RR  sur  AB,  AC  et  BC.  La  circonfé- 
rence relative  à  la  droite  AB  est  décrite  sur  IP  comme 
diamètre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  XOY;  la  cir- 
conférence relative  à  AC  est  décrite  sur  HQ  comme  dia- 
mètre dans  un  plan  perpendiculaire  k  XOZ;  el  enfin  la 
circonférence  relative  à  BC  est  décrite  sur  KR  comme 
diamètre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  YOZ. 

La  normale  MI  coupe  la  premièi*e  circonférence  sous 
un  angle  a  égal  k  MPI^  cette  même  droite  coupe  la 
deuxième  circonférence  sous  un  angle  ^  égal  à  MQH«  Si 
l'on  désigne  par  V  Tangle  de  ces  deux  circonférences,  le 
trièdre  formé  par  la  droite  MI  et  les  tangentes  en  M  aux 
deux  circonférences  donne 

(  1  )  co» V  =  cosa  cos p  4-  sin  a  sin  p .  ces PMQ. 

Mais  Tangle  PMQ  est  supplémenuire  de  PAQ,  et,  dans 
le  trièdre  rectangle  qui  a  pour  arêtes  AO,  AB,  AC,  on  a 

(a)  cosPÂQ  =  cotoccotp, 

donc 

cosV  =  o  : 

Tangle  V  est  droit,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

6.  «Se  du  point  A  on  circonscrit  des  cônes  à  tous  les 
ellipsoïdes  homofocaux^  les  courbes  de  contact  de  ces 
cônes  formeront  une  certaine  surface.  Si,  de  même,  des 
deux  points  Eet  C  on  circonscrit  des  cônes  à  ces  ellip- 
soûles,  on  aura  deux  autres  surfaces.  Ces  trois  surfaces 
se  coupent  deux  à  deux  suii^ant  des  cercles. 

Considérons,  en  effet,  deux  cônes  ayant  pour  sommets 
A  et  B  et  circonscrits  à  un  même  ellipsoïde;  et  soit  M 


Digitized 


by  Google 


(65) 
Tun  des  points  d'intersection  de  lenrs  courbes  de  con- 
tact. Le  plan  MAB  est  tangent  en  M  à  cet  ellipsoïde  ; 
doDCy  d'après  le  n®  4^  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre 
IP  est  l'intersection  des  surfaces  relatives  aux  points  A  et  B. 
On  verrait,  de  même,  que  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  HQ 
est  l'intersection  des  surfaces  relatives  à  A  et  à  C,  et  que 
le  cercle  qui  a  pour  diamètre  KR  est  Vinterseciion  des 
surfaces  relatives  à  Bet  à  C^  Or^  il  vient  d'être  démontre, 
n^  5,  que  ces  trois  cercles  se  coupent  deux  à  deux  or- 
thogonalement;  donc,  les  plans  tangents  en  M  aux  trois 
surfaces  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

7.  Si  Vonjait  varier  la  position  des  points  A,  B  et  C, 
respectii^ement  sur  les  trois  axes,  on  aura  trois  familles 
de  surfaces  se  coupant  orthogonàlement. 

Ce  système  triple  orthogonal  a  été  découvert  par 
M.  W.  Roberts  dans  un  travail  intéressant  sur  quelques 
^sternes  de  surfaces  orthogonales  obtenus  par  la  me- 
thode  des  coordonnées  elliptiques  (Comptes  rendus  de 
V académie  des  Sciences,  l.  LUI,  !i3  septembre  i86i). 

La  méthode  géométrique  qui  précède  a  l'avantage  de 
déduire  directement  ce  système,  par  des  considérations 
tout  élémentaires,  des  propriétés  les  plus  simples  des 
surfaces  du  second  degré  homofocales. 

8.  Ces  trois  familles  de  surfaces  orthogonales  se  cou- 
pent mutuellement,  d'après  le  théorème  de  M.  Dupin, 
suivant  leurs  lignes  de  courbure;  or,  nous  avons  vu, 
11^6,  ({ue  leurs  intersections  sont  des  cercles;  ce  sont 
donc  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  circulaires. 

9.  Si  l'on  considère  l'une  de  ces  surfaces,  celle  qui  est 
relative  au  point  A,  par  exemple,  on  reconnaîtra  facile- 
ment que  les  lignés  de  courbure  d'un  système  de  cette 
surface  sont  dans  des  plans  perpendiculaires  a  XOT  et 

4jm.  Je  KmtkémMt.,  a«  série,  t.  IV.  (  Fétrier  i865.)  ^ 
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passant  par  uu  voème  point  A|  de  Taxe  OX,  et  que  les 
lignes  de  courbure  de  l'antre  aystème  sont  dans  des  plans 
perpendiculaires  à  XOZ  et  pasaant  par  un  point  fixe  At 
de  ce  même  axe  0X«  Cela  résulte  d'une  propriété  bien 
connue  des  sections  coniques^  savoir  :  lorsquune  droito 
située  dans  le  plan  d^une  conique  tourne  autour  de  son 
point dUniersection  aucc  Vun  des  axes^  la  perpendicu'- 
laire^  abaissée  sur  cette  droite  de  son  pôle  par  rapport 
à  la  conique,  rencontre  Vaxe  en  un  point  fixe. 

(  La  suite  prochainement,  ) 


KOTB 

snr  qselfaes  propriétés  la  lies  des  cealres  des  coiifies  âssijeUàes  à  qoaire 

condilioBS,  oo  des  snrraces  do  seeond  degré  assBJetties  ï  sept  oo  à  kiit 

CMditins; 

Par  m.   £1.  PICQUKT, 

ÈUrt  d*  l'École  PolyWchnlqin». 


1.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent  par 
(Quatre  points  est  une  conique  qui  passe  par  les  milieux 
des  côtés  du  quadrilatère  ayant  ces  quatre  points  pour 
sommets  et  par  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés^ 
en  tout  neuf  points,  en  considérant  les  diagonales  du  qua- 
drilatère comme  deux  côtés  opposés.  C'est  la  conique  des 
neuf  points  du  quadrilatère.  11  en  résultequesi  nneconique 
est  déterminée  par  cinq  points,  lesquels  considérés  quatre 
à  quatre  forment  cinq  quadrilatères,  son  centre  devant  se 
trouver  à  la  fois  sur  les  cinq  coniques  des  neuf  points,  ces 
cinq  coniques  passeront  par  un  même  point,  centre  de  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  points  donnes.  Donc  : 

TnéoRÈMB  I»  —  Les  cinq  coniques  des  neuf  points  des 
cinq  quadiitatères  auxquels  donnent  lieu  cinq  points 
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quelconques,  considét^s  quaim  à  qualw,  passeiU  pai*un 
mémepoint» 

2.  Diaprés  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  conique  des 
neuf  points  d*ttn  quadrilatère  est  circonscrite  au  parallé^ 
logramme  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  c6tés  du 
quadrilatère;  elle  a  donc  pour  centre  le  centre  de  ce  pa- 
rallélogramme. Il  est  facile  diaprés  cela  de  vérifier  par 
une  figure  quele  pentagone  des  cinq  centres  est  semblable 
au  penugone  des  cinq  points  donnés  et  semblablement 

placée  et  quele  rapport  de  similitude  est  7»  Donc  : 

TBtoBJkMB  II.  —  Les  cinq  centrer  des  cinq  coniques 
des  neuf  points  des  cinq  quadrilatères  auxquels  don-^ 
nenl  lieu  cinq  points  quelconques,  considérés  quatre  à 
quatre,  sont  lef  sommets  d*un  pentagone  semblable  au 
pentagone  de  ces  cinq  points,  et  semblablement  placé, 

le  rapport  de  similitude  étant  j» 

3.  Si  les  cinq  points  donnés  sont  sur  une  même  hyper* 
bole  équilatère  H,  Tun  d'eux  est  inutile  pour  la  détermi-» 
ner  et  nous  pouvons  le  négliger.  Les  trois  autres,  consi* 
dérés  trois  à  trois,  forment  quatre  triangles,  dans  chacun 
desquels  le  cercle  des  neuf  points  est  le  lieu  des  centres 
des  hyperboles  équîlatëres  qui  lui  sont  circonscrites.  Le 
centre  de  Thyperbole  H  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  les 
quatre  cercles  des  neuf  points,  ces  quatre  cercles  passeront 
par  un  même  point,  centre  de  Fhyperbole.  Donc  : 

TsÉomsin  III.  —  Les  quatre  cercles  des  neuf  points 
des  quatre  triangles  ajant  pour  sommets  quatre  points 
quelconques,  considérés  trois  à  trois,  passent  par  un 
même  point. 

Ce  dernier  théorème  est  énoncé  par  M.  Matthieu 
(t.  n,  p.  476)9  qui  fait  remaix]ucr  également  que  Tby- 

5. 
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perbole  passera  par  les  quatre  points  de  rencontre  des 
hauteurs  des  quatre  triangles.  On  peut  observer  encore 
que,  si  Ton  opère  sur  ces  quatre  points  comme  sur  les 
quatre  premiers,  on  aura  quatre  autres  points  de  Thyper- 
bole,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  ce  qui  fournit  le 
moyen  de  construire  par  points  une  hyperbole  équilatëre 
dont  ou  connaît  quatre  points.  Donc  : 

TuioRÈMS  IV.  — r  Étant  donnés  quatre  points,  ils  for- 
ment  quatre  triangles  dont  on  peut  construire  les  quatre 
points  de  rencontre  des  hauteurs^  de  même  ces  quatre 
derniers,  et  ainsi  de  suite.  Le  lieu  de  tous  ces  points  est 
Vhyperbole  équilatère  déterminée  par  les  quatre  points 
donnés,  et  tous  les  cercles  des  neuf  points  des  triangles 
formés  par  tous  ces  points  passent  par  un  même  point, 

4.  Les  deux  derniers  théorèmes,  transformés  par  la 
méthode  des  polaires  réciproques,  donnent  lieu  à  deux 
théorèmes  assez  intéressants.  Prenons  pour  courbe  direc* 
trice  un  cercle,  et  cherchons  d'abord  la  transformée  de  la 
figure  formée  par  un  triangle,  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs,  et  le  cercle  des  neuf  points.  Un  triangle  se 
transforme  en  un  triangle  ABC;  soit  O  le  pôle  de  trans- 
formation :  si  Ton  joint  OÂ  et  si  Fou  mène  Oa  perpendi- 
culaire à  OÂ  jusqu^au  point  de  rencontre  ayec  BC,  on 
obtient  uti  point  a  qui  est  en  ligne  droite  avec  les  deux 
points  analogues  |3,  y,  et  la  droite  a^y  est  la  polaire  du 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  premier  triangle. 
Donc: 

THÉoakttE  V.  —  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un 
point  O  dans  son  plan^  on  joint  OA,  on  mène  Oa  per- 
pendiculaire sur  OA  jusqiCau  point  de  rencontre  «  ai^ec 
BC  ;  ce  point  et  deux  autres  points  analogues  ^,  y  sont 
en  ligne  droite. 

Le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  est  tangent  aux 
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cercles  inscrit  et'exinscrits.  Ces  derniers  se  transforment 
en  quatre  coniques  ayant  pour  foyer  le  point  O  çt  cir- 
oonscriies  au  triangle  ÂBC.  On  sait  en  effet  quMl  y  a 
toujours  quatre  coniques  ayant  pour  foyer  un  point  donne 
et  passant  par  trois. points.  Le  cercle  des  neuf  points  se 
transformera  dans  ce'cas  en  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
même  point  O  et  tangente  aux  quatre  précédentes.  Donc  : 

TnéOBÈMB  Yl.  —  Étant  donné  un  triangle^  il  existe 
quatre  coniques  ayant  pour  foyer  un  point  donné  et 
circonscrites  au  triangle;  il  en  existe  une  cinquième 
ayant  pour  foyer  le  même  point  et  tangente  aux  quatre 
premwreSn 

Pour  plus  de  simplicité,  appelons  cette  conique  et  la 
droite  a^yla  conique  et  ladroite  dérivées  du  triangle  ABC, 
il  est  facile  de  transformer  maintenant  les  théorèmes  UI 
et  IV. 

Théorème  TII.  —  Les  quatre  coniques  dérii^ées  des 
quatre  triangles  formés  par  quatre  droites  quelconques 
considérées  trois  à  trois  ont  une  tangente  commune. 

TnéomEicB  VIII.  —  Étant  données  quatre  droites, 
elles  forment  quatre  triangles  dont  on  peut  consUmre  les 
quatre  droites  dériuées  pour  un  même  point  O,  de  même 
pour  ces  quatre  dernières^  et  ainsi  de  suite.  V enveloppe 
de  toutes  ces  droites  est  une  conique^  et  toutes  les  coniques 
dérivées  des  triangles  formés  par  toutes  ces  droites  sont 
tangentes  à  une  même  droite. 

S.  Revenons  à  notre  sujet,  et  supposons  qu'une  co- 
nique soit  déterminée  par  cinq  points.  Si  les  cinq  points 
sont  sur  un  même  cercle,  les  cinq  coniques  des  neuf 
points  sont  des  hyperboles  équilatères.  On  sait  en  effet 
que  lorsque  deux  droites  passent  par  les  points  d'inter- 
section d'un  cercle  et  d'une  conique,  elles  sont  également 
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inclinées  sur  les  axes  de  la  conique.  Considérons  alor& 
quatre  points  sur  un  même  cercle,  et  les  deux  paraboles 
qui  passent  par  ces  quatre  points  (car  ils  forment  un 
quadrilatère  convexe)  ]  elles  ont  leurs  centres  à  l'infini 
respectivement  sur  chaque  bissectrice  de  Tangle  formé 
par  deux  côtés  opposés  quelconques  du  quadrilatère  des 
quatre  points  :  les  trois  systèmes  de  deux  bissectrices  sont 
en  effet  parallèles,  diaprés  la  propriété  connue  du  qua- 
drilatère inscriptîble.  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  centres 
des  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  est  une  by- 
perbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissec- 
trices d'un  même  angle,  et  par  suite  équilatèr^.  Si  Ton  a 
cinq  points,  les  cinq  hyperboles  équilatères  passeront  par 
le  centre  du  cercle.  Donc  : 

Théorème  IX.  —  La  conique  des  neuf  points  d*un 
quadrilatère  inscriptible  est  une  hyperbole  équilatère 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  formés  par  deux  côtés  opposés  quelconques  du 
quadrilatère. 

Ce  théorème  fait  Tobjet  de  la  seconde  partie  de  la 
question  625,  et  une  première  solution  en  a  été  donnée 
(t.  m,  p.  îi65). 

6.  Si  les  cinq  points  sont  sur  une  même  parabole,  les 
cinq  coniques  des  neuf  points  ont  une  direction  asymp- 
totique  commune.  S'ils  sont  distribués  sur  deux  droites 
parallèles,  les  cinq  coniques  des  neuf  points  se  compo- 
sent d'un  système  de  deux  droites,  à  chacun  desquels 
appartient  la  droite  équidistante  des  deux  droites  paral- 
lèles sur  lesquelles  sont  distribués  les  cinq  points. 

Extension  à  respace. 
i.  f«e  lieu. des  centres  des  surfaces  du  second  degré 
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qui  passent  par  huit  points  disiinds  est  la  cubique 
gaacliedu  système  de  ces  huit  points.  Si  donc  une  sar^^- 
Csce  dm  eecond  degré  est  dëterminëe  par  neuf  points  dis- 
tincts, ces  neuf  points  donnent  lieu  à  neuf  systèmes  de 
huit  points,  et  par  suite  à  neuf  cubiques  gauches  qui 
passeront  toutes  par  un  même  point,  centre  de  la  surface 
du  second  degré  déterminée  par  les  neuf  points  donnés. 
Donc  : 

Théorème  X. — Les  neuf  cubiques  gauches  des  neuf 
systèmes  de  huit  points  fournis  parneuf  points  distincts 
passent  par  un  même  point. 

2.  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  degré  qui 
passent  par  sept  points  est  une  surface  du  troisième 
degré.  Soient  en  effet 

S  =  o>     Si  =  Oy     S)  r=  o 

les  équations  de  trois  des  surfaces  du  second  degré  passant 
par  les  sept  points,  l'équation  de  Tune  quelconque 
d'entre  elles  sera  ^ 

et  son  centre  sera  donné  parles  équations 

'kS^  -h  pS'..  -*-  vS\,  =  o, 
XS^^  fiS\j.  -f*  vS',^  =  o. 

Eliminant  X,  (x,  v,  il  vient 

s;   ST.,   s;, 


s'     s'      < 
S'     <;'      s' 


3s 


=  o, 


ëf|nation  d^une  surface  du  troisième  degré.  Nous  pouvons 
en  délertuiiicf  viugt*huit  points,  car  si  par  six  des  points 
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donnés  nous  faisons  passer  une  surface  du  second  degré 
qui  ait  pour  ceutre  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  Tun 
d'eux  au  septième,  elle  passera  par  le  septième;  donc  le 
point  milieu  de  cette  droite  appartient  au  lieu  des  cen- 
tres; de  plus,  toutes  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion 

XS-f-fAS,-+-vSa  =  0 

passent  par  un  huitième  point  fixe,  et  comme  il  y  a  vingt- 
huit  droites  qui  joignent  huit  points  deux  i  deux,  nous 
obtenons  ainsi  vingt-huit  points  du  lieu  des  centres  que 
nous  appellerons  alors  la  surface  des  vingt-huit  points  du 
système  des  sept  points  donnés.  Supposons  donc  qu'une 
surface  du  second  degré  soit  déterminée  par  neuf  points 
distincts,  ces  neuf  points  donnent  lieu  k  trente-six  sys- 
tèmes de  sept  points,  et,  par  suite,  à  trente-six  surfaces 
des  vingt-huit  points,  qui  passeront  toutes  par  un  même 
point,  centre  de  la  surface  du  second  degré  déterminée 
par  les  neuf  points  donnés.  Donc  : 

Théoiièmb  XI.  —  Les  trenle^six  surfaces  des  'vingt^ 
huit  points  des  trente-six  systèmes  de  sept  points 
fournis  par  neuf  points  distincts  passent  par  un  même 
point. 

3«  Toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 

sept  points  ont  un  huitième  point  commun,  11  en  résulte 

que  si  une  surface  du  second  degré  est  déterminée  par 

neuf  points,  on  pourra  en  connaître  trente-six  autres, 

1  1         r        •         36.35. 34* • «So  .    •  1 

lesquels  en  fourniront autres,  et  ainsi  de 

*  i.a...7  ' 

suite.  Les  surfaces  des  ving-huit  points  de  tous  les  sys- 
tèmes de  sept  points  auxquels  ils  peuvent  donner  lieu 
passeront  toujours  par  le  même  point.  Il  est  vrai  que  le 
huitième  point  n'est  pas  déterminé  géométriquement, 
de  sorte  que  tout  ceci  est  plutôt  théorique  que  pratique. 
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4.  Soppo60ii9  que  les  neuf  points  ne  soient  pas  quel- 
conques, mais  qu'ils  soient  sor  une  même  ligne  à  douMe 
oDurbnre,  intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré; 
nous  pouvons  n^liger  Tun  d'eux*  Alors  nous  pouvons 
déterminer  la-  surface  du  second  degré  par  une  autre 
condition  quelconque;  dans  tous  les  cas,  la  cubique 
gauclie  des  huit  points  donnés  et  les  huit  surfaces  des 
vingt-buit  points  des  huit  systèmes  de  sept  points  aux- 
quels ils  donnent  lieu  passeront  par  un  même  point, 
centre  de  la  surface.  Au  moyen  des  huit  points  donnés 
on  pourra  également  en  déterminer  huit  autres,  et  ainsi 
de  suite. 

5.  Si  Tun  des  huit  points  est  le  point  fixe  par  où  pas- 
sent toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  contiennent 
les  sept  autres,  nous  pouvons  le  négliger  dans  ce  cas.  On 
connaît  alors  sept  points  de  la  surface,  et  son  centre  est 
sur  une  surface  du  troisième  degré,  surface  des  vingt-huit 
points  du  système  des  sept  points  donnés.  Les  centres  des 
huit  sphères  inscrites  dans  un  tétraèdre  sont  dans  ce 
cas;  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
sept  d'entre  eux  passent  par  le  huitième  et  sont  toutes 
des  hyperboloïdes  équilatères;  de  même  que  dans  le 
plan  toutes  les  coniques  qui  passent  par  trois  des  quatre 
centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  à  un  triangle 
passent  par  le  quatrième  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs du  triangle  des  trois  autres,  et  sont  toutes  des 
hyperboles  équilatères.  II  en  résulte  donc  ce  théorème, 
que  les  points  milieux  des  vingt-huit  droites  qui  joi- 
gnent deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites 
dans  un  tétraèdre  sont  sur  une  même  surface  du  troi- 
sième degré.  M.  Beltrami  Ta  énoncé  et  proposé  le  pre- 
mier; mon  camarade  Max  Cornu  et  moi  nous  Ta  vous 
démontré  (ffouvelles  Jl anales ,  a*  série^  t.  III,  p.  aaS) 
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par  un  caIchI  très-pénible  que  pouvaient  remplacer, 
comme  on  le  voit,  quelques  lignes  d^e^plieation.  Cette 
surface  est  la  surface  des  vingt*huît  points  du  système  des 
centres  des  huit  sphères,  La  proposition  qui  précède  est 
un  cas  particulier  de  la  suivante,  démontrée  précédem- 
ment. 

Théoaème  XII.  —  Les  points  milieux  des  vingt-huit 
droites  qtii  joignent  deux  à  deux  huit  points  non  dis- 
tincts sont  sur  une  surface  du  troisième  degré* 

6.  Nous  voyons  que  cette  surface  a,  par  rapport  au 
système  des  huit  centres,  une'propriété  analogue  à  celle 
du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  de  trois  des  centres 
par  rapport  au  système  des  quatre  centres  des  cercles 
inscrit  et  exinscrits  à  un  triangle.  Ette  en  a  peut-étre 
d*autres,  M.  A.  S.,  qui  a  envoyé  une  seconde  solution 
de  la  question  663,  a  fait  voir  que,  par  rapport  au  té- 
traèdre circonscrit  aux  huit  sphères,  elle  jouît  d'une  pro- 
priété analogue  è  celle  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle, 
savoir  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  â*un  point  de 
la  surface  sur  les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  dans  un 
même  plan. 

Kous  savons  d'autre  part  que  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  foyer  d'un  paraboloïde  de  ré- 
volution sur  les  pians  tangents  est  le  plan  tangent  au 
sommet  ;  il  en  résulte  que  si  nous  considérons  uu  tétraèdre 
circonscrit  à  un  paraboloïde  de  révolution,  le  foyer 
appartiendra  au  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  Tun  d'eux  sur  les  quatre  faces 
du  tétraèdre  sont  dans  un  même  plan.  Donc  : 

Th£os£me  Xli.L'^  Étant  donné  un  paraboloïde  du 
réifolniion  et  quatre  plans  tangents^  le  lieu  des  centres 
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dss  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par  les  centres 
des  huit  sphères  inscrites  dans  ces  quatre  plans  passe 
par  le  foyer  du  parabolàfde* 

En  d'antres  termes,  le  foyer  d'un  paraboloïde  de  révolu- 
tion  est  le  centre  d'une  surface  du  second  degré  qui  passe 
par  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans  quatre 
plans  tangents  au  paraboloïde.  Si  le  paraboloïde  est  dé- 
terminé par  six  plans  tangents,  qui,  considérés. quatre  à 
quatre,  forment  quinze  tétraèdres,  les  quinze  surfaces 
analogues  passeront  par  son  foyer.  Donc  : 

Théobemx  XIV.  ^-  Étant  donnés  six  plans  qui^  con^ 
sidérés  quatre  à  quatre,  forment  quinze  tétraèdres, 
dans  eliacun  d'eux  il  existe  une  suif  ace  lieu  des  cen- 
tres des  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par  les 
centres  des  hmt  sphères  qui  lui  sont  inscrites;  ces  quinze 
surfaces  passent  par  un  même  point» 

A  ces  dernières  propositions  correspondent  les  théo- 
rèmes de  Géométrie  plane  connus  : 

Quand  un  triangle  est  circonscrit  à  une  parabole,  le 
cercle  circonscrit  a  ce  triangle  passe  par  le  foyer. 

Les  quatre  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  de 
quatre  droites  quelconques,  considérées  trois  a  trois, 
passent  par  un  même  point,  foyer  de  la  parabole  tan- 
gente aux  quatre  droites. 
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SOLUTION  DB  ODISTWRS 
raOPOSÈlS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNILBS. 


Quesiion  398 

(  Tolr  tome  XVt,  paK«  MO)  ; 

Paa  m.  Rafaele  RUBINI. 

Soient  donnés  un  tétraèdre  quelconque  abcd  et  dans 
son  inténeur  un  point  o  tel,  que  les  droites  oa,  ob,  oc 
déterminent  un  angle  trirectangle^  je  prolonge  les 
droites  oa,  ob,  oc,  odjusqu^en  a\  U,  c',  d' oh  elles  cou- 
pent les  faces  opposées  aux  points  a%  b',  c',  d'.  On  a 

(j^i±y'^  (i.ii.v'^  lLi±Y^  (±^^Y' 

(MAfTNHEIM.) 

Prenons  le  point  o  pour  origine  et  les  droites  oa,  ob, 
oc,  qui  déterminent  un  angle  trirectangle,  pour  direction 
des  ^xes  des  x,  desy  et  des  z  positifs.  Posant 

I  I  I 

oa  00  oc     ' 

Téquation  de  la  face  abc  sera 

Pour  avoir  les  équations  des  autres  faces,  il  suffit  d'ob- 
server que  le  quatrième  sommet  d  doit  se  trouver  néces- 
sairement dans  Tangle  trièdre  des  Xfj-,  z  négatifs,  pour 
que  le  point  o  tombe,  suivant  rbypolhèse»  dans  Tinténeur 
du  tétraèdre.  Soient  donc  — x^,  — j«, —  z^  les  coordon- 
nées de  ce  point  d,  on  aura  pour  équation  des  faces  bcd^ 
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acdy  abd  respectivement 


X  I  —  ny  —  pz        y  i  —  mx  —  pz 

2,  I  —  mx  —  ny 


z.  x-k-mx^  +  ny^ 

De  là  DOQS  dëânlrons,  pour  les  valeurs  absolues  des  dis- 
unces  à  Tongiue, 


(,)ofl'=: Z^ ,  0^'= iî ,  «/=■ 


on  a  d'ailleurs 

od=^x\  +  y\^z\, 

et,  pour  avoir  od'^  il  suffit  d'observer  que  les  équations 
delà  droite  indéfinie  hV  sont 

X       y       z 

*•  ~"  ri  ""  2^* 

Ces  équations  combinées  avec  les  équations  (i)  donnent 
pour  Tordonnée  z  du  point  d' 


= 1 ,    e..,«r,nile,  crf'=iEI±£i±ÎL. 

D*après  tout  cela,  on  a 


\on       oa!  j         \ob      où'}         \oc       oc') 
(i  -h  mx^'hnyê'hpz.y 

(1 mx, +/»/«  + /?g» Y       \w/       0^/7  ' 


C.    Q«    F.    D. 
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Question  7H-I 

Pau  m.  AUDOYNAUD, 

Proressenr  ou  lycée  de  Poitiers. 

En  désignant  par  x,.,  j^,.,  z^  les  coordonnées  d*un 
point  a^,  on  a,  pour  un  point  quelconque  0, 

Ofl,       xt    j,     «,     I 

Ofl,         X,     JKi      Zi       I 
O^a         ^,     J,      Z,       I 

O^»       X»    /»    zj     I 

Lorsque  les  points  a^  sont  sur  une  sphère,  on  sait  que  ce 
déterminant  est  nul.  (Fàure.  ) 

Sapposons  les  axes  rectangulaires,  el  soient  a,  (3,  y  les 
coordonnées  variables  du  point  O^  on  a 

(a-xO'-»-(P— rr)*4-(7  — «r)'  =  Ô7/ 
ou 

a» -f- p*-l- 7*— aajr,.  — aprr— 27«^H- R^' — 0€i/  =  o, 

en  appelant  R^  la  dislance  du  point  a^  à  Torigine.  On 
obtient  ainsi  cinq  équations  en  faisant  successivement 
r  =  i,  2,  3,  4»  5,  et  Télimination  des  quatre  quantités 
a*4-j3*-+-y*,  — aa,  — a^,  — a 7,  donne 

I      Xt     JTi     »,     R 
i     Xi    x^     *>     ^ 

I     Xt    j\    Zx     R 

I         Jj        /s         34         R 


;-oa. 

;-o«/ 

î— o«. 

î-0*,. 

î-o«. 
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Oat 

jr, 

ri 

«1 

Rî 

or, 

7' 

Z|        1 

0^' 

•^3 

r» 

«1 

Rî 

^a 

r> 

2,        I 

Oay 

JT, 

r» 

2s 

= 

Rî 

*l 

r* 

Zi       1 

Oût 

*4 

^4 

«4 

Rî 

*4 

r* 

«4          1 

Ofls 

'* 

r» 

2» 

Rî 

^* 

r» 

2*       ï 

=  6(R>,  — RÎPi-t-R*»».  — R;«'44-R^»)  =  const. 

J'appelle  i^i  le  volume  du  tétraèdre  rtfa^a^asy  ^t  celai  du 
tétraèdre  ai  a^a^  a^.... 

Si  les  points  a^  sont  sur  une  sphère  et  que  Torigine  des 
coordonnées  en  soit  le  centre,  Rj,  R«y  R^,  R4,  R|  sont 
égaux,  et  le  dernier  déterminant  sera  nul,  puisqu'on  met- 
tant R*  en  facteur  deux  colonnes  seront  identiques. 

Hôte.  —  MM.  F.  Richard,  élève  du  collège  Chaptal  (classe  de  M.  Amiot), 
U  B«1  et  TiUyratb,  4tt  lycée  GhAriemagno,  EezzonSeo  et  le  P.  Autefage, 
S.  J.,  oot  doaoé  nitè  démonstration  escacte*  mais  un  pou  moiM  «impie. 


Question  7H-1V; 

Pak  m.  J.  de  VIRIETT, 

Professeur  à  Lyon, 

Une  équation  de  la  forme 

^''  I  -f-F(fl-+-w— i)«4-F(a-4-//i)  =  o, 

dans  laquelle  F  (a)  désigne  une  fonction  algébrique  du 
degré  m —  a  an  plus^  a  toujours  des  racines  imaginaires. 

(Faure.) 

1.  Soit  fîi  —  i  le  degré  de  F(a),  j^  i,  Téquation 
(2)  (x— i)— '+'[F(û)j"4-...-HF(«+r)jr"-'H^..,H-F(a4-/w)]=:o 
ne  peut   avoir  de   racines   imaginaires   qu'autant   que 
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TéquatioD  (i)  elle^mèrae  en  a  :  en  développant  les  cal- 
culs, on  trouve  que  les  coefficienu  des  termes  de  degré 
m,  [m  —  i),  •  •  • ,  (m  —  5  +  i)  sont  les  difTérences  d'ordre 
m  —  5+1  d'une  fonction  entière  de  degré  m  — 5,  diffé- 
rences égales  à  Eéro. 

L'équation  (a),  supposée  ordonnée,  renferme  donc  des 
termes  consécutifs  nuls  en  nombre  i^  a;  donc  elle  a  des 
racines  imaginaires. 

2.  En  suivant  la  même  marche,  on  démontrerait  la 
proposition  suivante  : 

Une  équation  algébrique,  entière,  complète  et  ordon- 
née^ a  des  racines  imaginaires  si  certains  coefficients  con- 
sécutifs forment  une  série  dont  tes  différences  d*ordre 
inférieur  de  deux  unités  au  nombre  de  ses  termes  soient 
nulles. 

3.  On  en  déduit  une  proposition  énoncée  an  grand 
concours  de  i84a,par  M.  Hermite,  actuellement  membre 
de  rinstitut  : 

Lorsque  les  coefficients  de  quatre  termes  consécutifs 
forment  une  progression  par  différence.  Inéquation  a 
des  racines  imagifuures.  (Nouvelles  Annales^  i^*  série, 
t,  I*',  p.  385.) 


Question  712 

(TOlrf  •érU.t.UI,p.U4}; 

Par  m.  a.  GRASSAT, 

Elève  du  lycée  de  Lyon. 

Une  ellipse'Eétant  donnée j  décrire  une  autre  ellipse  E' 
concentrique  et  homoihétique  à  la  première,  telle  que, 
si  d^un  point  A  pris  arbitrairement  sur  E  on  mène 
à  E'  deux  tangentes  AM,  AN,  rencontrant  E  en  des 
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points  B,  Cy  la  droite  BC  soit  tarigente  à  VeUipse  E\ 
Cette  condition  étant  remplie,  démontrer  que  l'aire 
du  triangle  ABC  est  invariable,  ainsi  que  la  somme  des 
distances  de  ses  trois  sommets  ABC  à  un  foyer  de  Vel- 
lipse  donnée  F,* 

L^éqaatîon  de  la  conique  donnée  étant 
celle  de  l'autre  sera 

et  il  suffit  de  déterminer  k. 

Or,  a,  |3  étant  les  coordonnées  du  point  A,  le  système 
des  deux  tangentes  AM,  A^  est  représenté  par 

(^-^--)"={i-?-")(s-i;-'') 


ou 


puisque 

Multipliant  Téquation  (i)  par  i — k*  et  ajouUnt  à 
l'équation  (a),  on  a 

ou 


Ann.  de  Uaihémai.^  a«  série ,  t.  IV.  (Férrier  i865.) 
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J*ai  doue  ainsi  nn  système  de  deux  droites  dont  Tune 

OLX       6r 

est  la  tangente  en  A  à  Tellipse  E  \  donc  Tantre 

représente  la  droite  BC.  Pour  qu'elle  soit  tangente  à  E^ 
il  faut  TidentiGer  avec 


$*^-*=-. 

ee  qui  donne 

0>mme 

on  en  tire,  en  éliminant  oi^  j3', 

(a^*  — 1)«  — i»  =  o, 

(2JE>  — jt  — i)(a^» +  *  —  !)  =  o, 

(aJU-OC*— i)(a^  — i)(it-+-i)  =  o. 

On  ne  peut  prendre  que  les  solutions  positîtes,  et 
comme  %  =  i  donne  l'ellipse  proposée^  il  faut  prendre 

]t  =  -•  Les  axes  de  l'ellipse  cherchée  sont  donc  la  moitié 

de  ceux  de  l'ellipse  donnée.  La  droite  BG  a  pour  équa- 
tion 

OLX       6r       1 
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sa  dîsiance  du  point  A  est 


a^'^  b'        . 

Les  abscisses  de  ses  points  d'intersection  avec  Tellipse  E 
sont  données  par  l'éqnation 

(3)  ft»x»-4-ô»ax4-Y(^'-'4P')  =  o, 

4 

Alors  la  longueur  de  la  droite  BC  est 

^=  "  '^  ■;«;"'  -  *  'T^rr- =s?  3  ■  ■  ■■■■■,!     ».  » 
Si  5  est  la  surface  du  triangle  ABC, 

elle  est  donc  constante  et  égale  aux  trois  quarts  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes. 

Quant  &  la  somme  /  des  disti^nces  des  points  A,  B,  C 
à  un  foyer  de  l'ellipse  E,  elle  est  représentée  par 

x^,  x"  étant  les  alssdssesdes  points  B  etC. 
Or,  d'après  Téquaiion  (3), 


donc 


x'4-x''=^  — «, 

/  =  3a==  const. 

c.    Q. 

F.    D. 

6 
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Même  question  {solution  géométrique)'^ 

Par  m.  Lioif  D'APVRIL, 

Élève  d  u  lycée  de  Grenoble. 

1.  Concevons  que  Tellipse  donnée  soU  placée  sur  un 
cylindre  de  révolution  ;  dans  le  cercle,  base  de  ce  cylin- 
dre, inscrivons  un  triangle  équilatéral  quelconque,  et 
dans  ce  triangle  une  circonférence.  Le  cylindre  ayant 
pour  base  cette  circonférence  et  parallèle  au  premier  cy- 
lindre, sera  coupé  par  le  plan  de  Tellipse  donnée  sui- 
vait Tellipse  cherchée. 

2.  Les  triangles  Ungents  à  l'ellipse  intérieure  et  ayant 
leurs  sommets  sur  Tellipse  extérieure  sont  équivalents, 
car  leurs  projections  sur  le  plan  de  la  base  du  cylindre, 
étant  des  triangles  équilatéraux  inscrits  dans  le  même 
cercle,  sont  égaujc. 

3.  Si  Ton  inscrit  dans  le  second  cylindre  une  sphère 
tangente  au  plan  de  Tellipse,  le-point  F  de  contact  sera  le 
foyer.  Les  troncs  de  prismes  ayant  pour  base  supérieure  les 
divers  triangles  inscrits  dans  Tellipse  et  pour  base  infé- 
rieure les  projections  de  ces  triangles  sur  le  plan  du  cercle 
de  contact  sont  équivalents,  comme  ayant  pour  mesure 
chacun  la  surface  d'un  triangle  équilatéral  multipliée  par 
la  distance  du  centre  de  l'ellipse  au  centre  du  cercle.  Or, 
cette  distance  est  d'une  part  égale  au  demi-grand  axe 
de  l'ellipse,  et  d'autre  part,  en  vertu  de  ce  que  nous 
venons  de  dire,  au  tiers  de  la  somme  des  trois  arêtes 
du  prisme.  Mais  chacune  de  ces  arêtes  est  égale  à  la  dis- 
tance du  sommet  du  triangle  au  foyer  de  l'ellipse.  Donc, 
la  somme  des  distances  des  trois  sommets  d'un  triangle 
satisfaisant  à  la  question  à  un  noéme  foyer  de  Tellipsc,  est 
"Constanteet égaleà  trois  fois  lederoi'grandaxedelVllipse. 
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Note  db  Réd0etem',  —  U  question  712  se  ratUche  à  la  belle  Ibéorie  des 
polygones  simulUiDémeiit  iDscrits  et  circonaerite,  due  à  M.  Poncelet.  — 
Autre  solution  géométrique  par  MM.  Le  Bel  et  Talayrach,  élèves  du  lycée 
Chariomagne. 


Question  713 

(Tolrfiérk,  t.  III.p.4U)i 

Par  mm.  DROUARD  kt  YVER, 
ÉléTCs  du  lyeée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquaot). 

On  donne  dans  V espace  deux  droites  indéfinies  L,  L\ 
non  situées  dans  le  même  plan^  et  un  point  O.  Décrire 
de  ce  point  comme  centre  une  sphère  qui  coupe  les 
droites  L,  U,  en  des  points  A,  B,  A',  B'  tels,  que  le  té- 
traèdre AB  A'B',  qui  a  ces  points  d^ intersection  pour 
sommets,  soit  équii^alent  à  un  cube  donné  C. 

Rappelons  d'abord  que  le  Yôlnine  du  tétraèdre  ABA'B' 

est  représenté  par  ^  AB.  A'B^Asîn  (L,  U),  A  étant  la  plus 

courte  distance  des  deux  droites»  Soieot  rie  rayon  de  la 
sphère,  et  d,  d' les  distances  du  point  donné  aux  deux 
droites.  On  aura 

On  a  donc  Téquation 

(i)  a^H  —  ^V'  — <'''Asin(L,L')=3C% 

ou,  en  élevant  au  carré  et  ordonnant, 

UÂ'sin>{L,L')r^  — 4A«sin»{L,L')(€/»-Hr/'')r» 

Pour  que  les  valeurs  de  r*  soient  réelles,  il  faut  que  Ton 

ait 

Â»sin»(L,  L')  [gC*  -f-  A«(</»  ^  d''Y  sin>  (L,  L'  )]  >  o. 


Cette  oondition  est  toujours  satisfajte. 
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Soiti2'>>if^.  d^  €si  compris  entre  les  deux  valeurs 
de  r*,  puiisqae  d*^  mis  &  là  place  de  r*  dans  Féquation  (2), 
rend  le  premier  membre  négatif.  La  plus  grande  convient 
senle.  Cette  racine  est  positive.  Le  problème  admet  donc 
toujours  une  solution,  ce  qu*on  prévoyait  à  l'avance,  et 
il  n'en  admet  qu'une. 

JVbf^.  —  Autre  solution  par  M.  Rezzonico  et  par  MM.  Le  Bel  et  Talay^ 
râch. 


(KISTIONS. 

721.  On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  (O) 
et  (Cy).  D'un  point  fixe  A  de  la  première  on  mène  une 
droite  ABC  qui  coupe  cette  circonférence  de  nouveau  au 
point  B  et  la  cirooii££reBi:e  (O')  au  point  G;  on  porte  le 
segment  BC  de  A  en  M  sur  la  droite  AB  :  on  demande 
le  lieu  décrit  par  le  point  M,  lorsque  la  droite  AB  tourne 
autour  du  point  A.  (Màiînheim.) 

722.  Par  chacun  des  sommets  d'un  triangle  ABC,  on 
mène  une  droite  parallèle  au  côté  opposé;  on  désigne 
par  Al,  Bi,  Ci  les  sommets  opposés  aux  points  A,  B,  C 
du  triangle  nouveau  formé  par  ces  parallèles;  démontrer 
que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  toucbe  les 
cercles  des  neuf  points  des  triangles  AiBC,  Bi  CA,  Ci  AB 
au  milieu  des  c6tés  BC,  CA^  AB  respectivement. 

(JoHir  G&IFFITHS.) 

723.  Soient  a,  |3,  y  les  milieux  des  côtés  BC,  GA,  AB 
d'un  triangle  ABC,  O  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
Menons  Oa,  Oj3,  Oy  et  prolongeons  ces  droites  jusqu^en 
A',  BS  C^  de  tcJle  sorte  que 

0A'=:20a,     OB'=aOp,     OC  =  207. 
(Voir  NosHMmt  AMnaèêty  ^  série,  t.  II,  p.  iSt.) 
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Démontrer  que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC 

ptsse  par  les  points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires, 

de  la  circonfërence  circonscrite  avec  la  circonférence 

conjuguée  de  chacun  des  triangles  OB'C,  OC'A',  OA'B', 

A'B'C  (  JoHw  Gbiftiths.) 


BIBLIOGRAPHIB. 

TséOMS  ÈLÈnxaTàmE  nss  couvbeoehts  nss  FOjfcrioirs 
n'umi  sEtTLv  VARIABLE,  avcç  ses  applications  à  la  dé-* 
termination  :  i^  des  lignes  asymptotiques  aux  coarbes 
représentées  par  ces  fonctions;  ^^  de  la  vraie  valeur 
des  fonctions  qui  se  présentent  sous  une  forme  indé- 
terminée ;  suivie  d'un  examen  critique  des  méthodes 
usitées  pour  la  résolution  de  celte  dernière  question  ; 
ffit  Henri  Fleury,  chef  d'institution,  licencié  es  sciences 
mathématiques. 

c  Je  ne  vois  que  dea  initiii  de  toatee 
p«ru.  •  (Pamjll.) 

Un  Avertissement  apprend  que  la  rédaction  des  Nou-- 
veîles  Annales  de  Mathématiques  a  refusé  d'insérer 
dans  ce  journal  un  article  de  M.  Henri  Fleury.  L'au- 
teur de  Tarticle  trouve  que  les  motifs  de  ce  refus  sont  en- 
tièrement dénués  de  bon  sens;  en  outre,  les  objections 
des  rédacteurs  du  journal  lui  semblent  être  en  contra- 
diction, et  à  cet  égard  sa  conviction  se  fonde  sur  ce  que  : 
il  n'entend  rien  aux  objections  de  l'un  des  rédacteurs, 
taudis  que  dans  les  objections  de  l'autre  il  voit  une  évi- 
dente absurdité  (*)  ;  V Avertissement  ne  prévient  d'au- 
cune autre  chose. 

(")  Peg«  XT  :  «je  voit.  • .  une  évidente  abtordité  »  . 
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U  est  sans  doute  à  regretter  que  M.  Fleury  n  ait  pas 
mieux  apprécié  la  raison  du  refus  dont  il  se  plaint,  et 
qu'il  lui  ait  été  absolument  impossible  de  la  voir  dans 
l'inexactitude  du  raisonnement  de  son  article.  La  rédac- 
tion àe»,  Nouvelles  Annales  n'en  est  pas  responsable,  car 
l'un  des  rédacteurs,  M.  Prouhet,  a  mis  à  lui  montrer  cette 
raison  des  soins  qui  n'ont  eu  pour  limite  que  Tévidence 
de  leur  inutilité,  comme  .le  prouve  suffisamment  une  cor- 
respondance que  l'auteur  de  l'article  a  livrée  au  public. 

Cette  confiance  inébranlable  de  Tauteur  dans  la  recti- 
tude de  ses  idées  scientifiques,  secondée  peutrètre  par  uu 
désir  peu  réfléchi  de  publicité,  l'a  probablement  empêché 
aussi  de  se  rendre  un  compte  exact  de  ce  qu'il  y  a  d'irré- 
gulier  à  publier  des  lettres  sans  y  être  autorisé  par  celui 
qui  les  a  écrites. 

Des  précédents  de  cette  nature  ne  permettent  guère 
d'espérer  que  l'on  puisse  parvenir  i  convaincre  M.  Fleury 
de  Terreur  q\ii  existe  dans  ses  principes  fondamenuux. 
Aussi,  ce  n'est  pas  précisément  l'objet  que  je  me  propose 
en  répondante  VAv^enissemenU  Maisl'auteur  est  licencié 
es  sciences  mathématiques,  et  Fassurance  avec  laquelle 
il  proclame  l'exactitude  de  ses  raisonnements  pourrait 
égarer  le  jugemei^t  de  quelques-uns  de  ceux  qui  n'ont 
pas  encore  fait  des  études  aussi  prolongées  que  les 
siennes  :  considéré  sous  ce  point  de  vi;e,  VAaertùsement 
me  semble  mériter  qu'on  s'en  occupe. 

Page  £s,  on  lit  : 

«  M.  Prouhet,  qui  n'a  pas  le  temps  de  mettre  son  ob- 
»  jection  dans  tout  son  jour  (de  la  tirer  au  clair),  veut 
»  bien  prendre  le  temps  de  m'en  faire  une  nouvelle  ^  et, 
»  parce  que  dans  une  expression  qne  l'hypothèse  a:  =  op 
V  réduit  & 


h'       (a-^a'\ 
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»  je  supprâne  le  premier  et  le  dernier  terme  qvi  se  dé- 
»  TRTTisBifT,  il  m'écrit  :   «  Vous  faites  des  calculs  sur 
»  rinfini....  » 

Ces  lignes  renferment  une  erreur  qui  a  pris  la  forme 
d'une  Tërité  toute  simple  :  quand  deux  termes  se  détrui- 
sent, on  peut  les  supprimer,  rien  n'est  plus  certain; 
seulement,  les  deux  termes  dont  il  s'agit  ici  ne  se  détrui- 
sent pas,  généralement  du  moins,  parce  qu'ils  ne  pro- 
viennent que  de  l'hypothèse  x  =  oo  ,  qui  les  rend  infinis 
l'un'  et  Fautre,  et  leur  suppression  revient  i  substi- 
tuer G  à  o  X  00  ,  ou,  si  l'on  veut,  à  remplacer  oo  —  oo 
parc.  En  voici  une  démonstration  détaillée. 

Considérons  l'expression 

(a  — «>  +  {*  — i')-*-^       fa  — a' 


2(1 -^«J 


{^>. 


OÙ  9  et  e  représentent  des  fonctions  de  x  qui  s'annulent 
pour  xs=co  (*),  L'hypothèse  x  =  oo  réduit  cette  expres- 
sion à 

et  si,  comme  Taffirme  V Avertissement,  le  premier  et  le 
troisième  terme  se  détruisent,  l'expression  considérée 

est  nécessairement   réduite   à  — ^^^ —  par  l'hypothèse 

X  =  00  :  c'est  ce  qu'il  faut  bien  se  garder  de  croire. 


[*)  Cette  expreseîon  comprend»  oomme  cas  partieulier,  la  fonction 


'      b'       e'     d'        \      2     / 


/        â       Z        c       d  I         a'      V       e'      d* 


comidéiée  dans  VÂ»erUtiemmt. 
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En  eflet)  pour  toute  Taleur  finie  de  x>  on  a 

(a^a'):r^{b~b')-+-9 _  fa  —  a'\ 
a(i4-.)  \~^r 


ou,  en  posant  • 


H-i 


a 


a(i-i-f)  \     2     /*         2(H-i)    "*" 

Cette  dernière  égalité  a  lieu^  quelque  grande  que 
soit  la  valeur  attribuée  à  X]  donc,  si  le  premier  mem- 
bre est  réduit  à par  l'hypothèse  a:  =  00  ,   il  en 

doit  être  de  même  du  second;  or,  le  second  membre 
se  réduit  seulement  à  H f  car  le  terme  —  ne 

2  2  2 

peut  être  supprimé  puisque   a    ne    devient  nul  que 
pour  ^r  =  00  •  Par  conséquent,  la  réduction  des  deux 

termes  ( -^^^^  J  a:,  — ( jjc,  dont  le  premier  ne 

provient  que  de  Thypothèse  x  =  oo ,  n'est  pas  mieux 
fondée  en  principe  que  Tégalité  o  X  00  =  o  ('^), 

Lorsque  x  représente  une  variable  dont  la  valeur  croit 

indéfiniment,  les  deux  termes  f  — -  J  a;,  —  ( |  x 


(*)  PreDons  pour  exemple  l'expression  x —  ^— —  L'hypothèse  x=» 

X 

réduit  cette  expression  kx  —  jr.  D'après  V Avertissement,  les  deux  termes 

t,  — X  se  détruisent,  donc  Thypothèse  «=00  réduit  à  séro  l'expression 

eonsldéiée.  Or,  pour  toute  ▼aleur  finie  de  «,  on  a  évidemment 

X  1  ^  I 

et,  pour  x  =  oo,  =  I  : 


I  I  '  .  I 

—      iH —  IH — 

XX  X 


par  conséquent  la  réduction  des  deux  «,•->«  oonduit  à  l'égalité  1  so. 
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se  détruisant,  quelque  grande  que  soit  la  Taleur^nie  de  x, 
on  peut  dire  qu'ils  se  détruisent  encore  à  la  limite  x  =  od  ^ 
mais  ce  n^est  pas  le  cas  d'une  expression  dont  la  réduc- 
tion à  la  forme 

a  seulement  lieu  pour  a:  =  oo  ;  et,  supprimer  alors  les 
termes  l--^^ — Ja?>  —  /^"^^  jjg»  c'est,  comme  le  fait 

observer  M.  Prouliet,  étendre  à  des  expressions  qui  ne 
représentent  aucune  quantité  finie  les  règles  du  calcul 
des  quantités  finies.  Peu  importe  à  Tauieur  de  T^i^er- 
ûssement  :  il  ne  voit  aucune  différence  entre  ces  deux 
cas,  et  c'est  lui-même  qtd  en  prévient  (pagex)  : 

a  Les  deux  termes  f ■  W,  '—  ( )  x  se  dé- 

»  umisent  évidemment,  quelque  valeur,  même  infinie, 
»  qu'on  suppose  à  x«  Admettons  qu'opérer  cette  réduc* 
»  tion,  ce  soit  faire  des  calculs  sur  l'infini  ;  alors  je  fais,  je 

>  l'avoue,  des  calculs  sur  l'infini,  et  je  n'ai  pas  le  mérite 
»  d'être  le  premier.  Ouvrez  le  Cours  d' Analyse  de 
a  M.  Duhamel,  et  vous  pourrez  lire  à  la  page  i3  (1847)  * 

(c  On  parle  souvent  des  quantités  infinies;  on  les 
0  soumet  aux  mêmes  opérations  que  les  quantités  finies, 
»  et  iZ  est  très^important  de  ne  pas  se  méprendre  sur 
»  la  manière  dont  ce  langage  doit  être  entendu.  » 

C'est  précisément  en  cela  que  M.  Fleury  s'est  mépris, 
et  sa  méprise  tient  peut-être  à  ce  qu'il  a  seulement  eu 
égard  à  ces  mots  :  (c  On  parle  souvent»..  »;  mais  le  pas- 
sage du  Coiu^  d\Analyse  qu'<Mi  a  cité  ne  commence 
pas  ainsi,  et  le  commencement  mérite  bien  d'être  rap- 
porté \  nous  le  rétablissons  ici  : 

«  Le  mot  ù^ifd  est  employé  pour  exprimer  Tabsence 

>  de  limite,  de  borne  quelconque  :  c'est  ainsi  que  l'espace 
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»  et  le  temps  sont  dits  infinis.  Cette  idée  exclut  évidem- 
»  ment  celle  de  toute  comparaison  sous  le  rapport  de  la 
»  grandeur.  Néanmoins,  pour  abréger  le  discours,  on 
»  parle  souvent,  etc.  ». 

On  conçoit  que  ce  commencement  ne  pouvait  ser- 
vir à  justifier  la  réduction  des  quantités  infinies  dési- 
gnées par  les  deux  termes  (  — ^^ — }  jc,  —  ( )  -^i  • 

moins  toutefois  d'admettre  que  l'idée  de  réduire  ces  deux 
quantités  exclut  évidemment  celle  d*en  comparer  les 
grandeurs. 

Au  reste,  le  calcul  précédemment  indiqué  (p.  89  et  90) 
démontre  que  cette  réduction  est  illusoire,  et  tout  rai* 
sonnement  qui  conduit  à  une  conclusion  contraire  est, 
par  cela  même,  un  raisonnement  erroné. 

C'est  pourquoi  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  a  dû  refuser  d'insérer  dans  ce  journal 
Tarticle  de  M.  Fleury.  Nous  regrettons  que  l'auteur  de 
l'article,  en  informant  le  public  de  ce  refus,  nous  ait 
obligé  d'en  faire  connaître  le  motif.  G. 


GOBRESPONDANGB. 


1.  Dans  la  Notice  sur  Sturm  placée  en  tète  du  V^  vo- 
lume du  Cours  d'Analyse^  a'  édition,  nous  avons 
attribué  à  Sturm  un  théorème  sur  la  quantité  dont  varie 
la  force  vive  d'un  système  de  points  dans  lequel  les 
liaisons  sont  changées  à  un  instant  donné»  Un  corres* 
pondant  nous  fait  remarquer  que  ce  théorème  appartient 
è  M.  Duhamel,  qui  l'a  démontré  incidemment  dans  une 
Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  en  x83a  et  in- 
sérée en  x835  dans  le  tome  XY  du  Journal  de  F  École 
Polytechnique. 
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Notre  correspondant  a  parfaitement  raison,  et  si  nous 
D'avons  pas  reconnu  les  droits  de  1VL  Duhamel  dans  la 
Notice  réimprimée  en  i863,  comme  nous  l'avions  déjà 
fait  dans  le  tome  II  de  la  Méccuiique  de  Sturm  (1861, 
p.  353),  c'est  un  pur  oubli  de  notre  part.  Nous  n'avons 
jamais  eu  Tintention  de  contester  les  travaux  d^un  savant 
dont  nul  plus  que  nous  n'estime  le  ulent  et  le  caractère. 

2.  MM.  Haag  et  Brisse  ont  résolu,  tome  lU,  p.  170, 
une  question  relative  à  une  infinité  de  limaçons  de 
Pascal  ayant  même  point  double  et  même  cercle  généra- 
teur. M,  Léon  Dyrîon,  aujourd'hui  élève  de  l'École  Poly- 
technique, fait  observer  que  ce  théorème  se  démontre 
très-simplement  en  opérant  la  transformation  de  la  figure 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  point  double  commun 
étant  pris  pour  pôle  de  transformation.  Les  limaçons  se 
transforment  en  ellipses  de  même  foyer  et  de  même  direc- 
trice, et  Ton  retombe  sur  des  propriétés  connues  des  sec- 
tions coniques. 

3.  M.  Bertrand  nous  écrit  :  «  Comment  avez-vous  pu 
croire  au  passage  de  Whiston  cité  par  Ârago  (^)?  U  est 
absurde,  comme  vous  le  dites,  mais  Whiston  ne  Ta  jamais 
écrit.  Voici  le  texte  :  Ishould  not  kai^e  thought  proper 
to  publisk  it  during  his  Ufe^s  time,  because  I  knew  fus 
temper  so  well  that  I  should  hai^e  expected  it  would 
haue  kUted  him  (**).  Traduisez  et  jugez.  On  a  transformé 
un  acte  de  déférence  en  une  odieuse  et  absurde  accusa- 


(*)  Toir  U  m,  a*  série,  p.  55a,  note, 

C'*)  C*ett^-à-dire  :  «  Je  o*aarais  pas  cru  conTonable  de  publier  cet  ou* 
▼rage  (U  rérutation  de  la  chronologie  de  Newton)  pendant  sa  Tie,  car  je 
eonnaiasals  assez  son  tempérament  pour  craindre  que  cela  ne  le  tuât.  • 
(WncTOii»  Memoirs  ofhis  li/e»  London,  1763;  p.  35 1).  Wliiston  exagérait 
pent^étre  la  susceptibilité  de  Newton,  qui  atteignit  Tàge  de  quatre-fingt- 
eiaq  ans,  et  ne  p^^t  point  être  considéré  comme  ayant  eu  une  existence 
abrégée  par  les  critiques  de  ses  ennemis. 
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tion.  »  Nous  remercions  M.  Bertrand  de  cette  nouvelle 
coûfirmation  de  l'axiome  :  traduttore,  tradiiore»  Whis- 
ton  a  donc  été  trahi  par  ses  traducteurs,  cela  est  incon- 
testable. Si  nous  avons  admis  la  phrase  attribuée  k 
Whiston,  c'est  sur  l'autorité  de  Delambre  et  d'Arago,  qui 
sans  doute  n'ont  pas  commis  le  contre^sens  signalé,  mais 
l'ont  propagé  sans  remonter  aux  sources  et  en  manifes- 
tant quelques  doutes  timides  sur  la  véracité  de  WUs- 
ton  (*). 

Les  Mémoires  de  Tfliiston  nous  donnent  de  ce  der-* 
nier  Tidée  d'un  homme  vaniteux,  tracassier»  à  idéea 
étroites.  Newton  a  pu  se  brouiller  aveo  un  ami  de  ce 
calibre  sans  qu'il  y  ait  eu  nécessairement  de  sa  faute. 
Newton  n'avait  pas  voulu  que  Whiston  fut  de  la  Société 
Royale  :  sans  doute  qu'il  ne  l'en  jugeait  pas  digne.  De  là 
probablement  la  rancune  de  ce  dernier,  dont  la  vanité 
était  profondément  blessée. 

4.  M.  le  D'  Angelo  Fortî,  professeur  au  lycée  de  Pise, 
nous  adresse  une  longue  lettre  au  sujet  de  la  critique  de 
ses  Tables  faite  par  M.  Hoûel  (t.  m,  a*  série,  p.  4^6). 
M.  Forti  reconnaît  une  partie  des  inconvénients  signalés 


(^)  fc  Voiei,  dit  Artgo,  on  astre  pasMge  emprunté  k  ee  même  Whiston, 
et  qoj^  en  le  supposant  véridi^uep  donnerait  une  singulière  idée  dea  éeati^ 
ments  intimes  de  Newton. . .  •  t  {CEw^res  d^Ârago^  U  Illy  p.  3940 

P.  8,  Une  comparaiBon  plus  attentive  des  textes  m'a  montré  une  asseï 
grande  dUTérenee  entre  la  version  d'Arago  et  oeUe  de  Delambre.  Arago 
dit  :  «  D*après  la  connaissance  que  j'avais  de  ses  habitudes,  j*auraîs  àà 
craindre  qu'il  ne  me  tuât.  »  Delambre  met  simplement:  «  D'après  la 
connaissance  que  j'avais  de  son  caractère,  etc.  »  Ici  du  moins,  si  Newton 
est  enoore  considéré  comme  capable  de  tuer  un  critique,  il  n'est  pas 
donné  eomme  ooutumier  du  fait.  Au  reste,  je  dois  ajouter  que  Delambre 
m'a  pas  pris  le  passage  attribué  à  Wbiston  dans  l'ouvrage  de  eelul-ei,  mais 
dans  une  brochure  d'un  nommé  Presoot,  qui,  en  iSai,  eherehait  k  ren- 
verser les  systèmes  de  Copernic  et  de  Newton.  Il  est  probable  que  Pres- 
eot  a  cité  inexactement  VHiistoD,  et  le  tort  de  Delambre  est  de  s'en  être 
rapporté  à  un  auteur  si  peu  digne  de  foi. 
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pAr  M.  Hoiiel,  et  s'occap^  à  les  faire  disparaître  dans  un 
nouveau  travail»  Mais^  contrairement  à  l'avis  da  savant 
professeur,  il  pense  que  le  double  secteur  circulaire  (f 
pouvait  être  pris  pour  argument.  Voici  comment  M.  Forti 
s'exprime  à  ce  sujet  : 

((  Mes  Tables  ne  sont  pas  destinées  à  donner  seulement 
les  fonctions  hyperboliques,  mais  les  circulaires  et  les 
fyperboUques^  comme  il  résulte  de  leur  titre. 

»  Mes  Tables  ont  été  faites  dans  le  but  de  remplacer 
les  Tables  circulaires  que  nous  avions;  et  suivies,  comme 
elles  devaient  être,  des  logarithmes  des  nombres  depuis  i 
jusqu'à  looo,  elles  devaient  offrir  dans  un  petit  volume, 
un  peu  plus  gros  que  celui  de  Lalande,  un  système  com- 
plet des  Tables  des  logarithmes. 

»  Par  cette  idée,  le  cp  était  l'argument  le  plus  propre. 

T»  Mes  Tables  ne  sont  pas  suivies  des  logarithmes  des 
nombres,  parce  qu'elles  ont  été  publiées  dans  les  j4nnales 
de  VUnivcrsité  de  Toscane.  Dans  une  nouvelle  édition 
et  dans  un  format  plus  petit,  chaque  éditeur  pourra  les 
ajouter  à  la  fin  du  volume. 

»  En  outre,  le  f  a  une  signification  géométrique  très- 
claire  et  très-simple;  les  fonctions  qui  lui  appartiennent 
dans  le  cercle  correspondent  évidemment  avec  celles  de 
Fhyperbole  ëquilatérale. 

»  Au  contraire,  Vangle  transcendant  t  a  en  lui-même 
quelque  chose  d'artificiel,  et,  pris  pour  argument  dans  le 
système  des  Tables,  il  peut  jeter  sur  elles  de  l'obscurité, 
surtout  dans  la  tête  des  jeunes  étudiants. 

n  M.  le  professeur  Mossotti,  en  m'encourageant  à 
conserver  le  f  pour  argument,  attachait  une  très-grande 
importance  à  ce  que  Ton  ne  perdît  pas  de  vue  le  lien 
géométrique  des  deux  espèces  de  fonctions,  lien  par  le- 
quel on  passe  avec  un  trait  de  plume  des  formules  qui 
appartiennent  aux  premières  a  celles  qui  appartiennent 
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aux  secondes.  C'est  ce  que  je  prouve  dans  ma  préface  par 
l'application  de  la  chute  des  corps  dans  un  milieu  ré- 
sistant » 

5.  M.  Léon  Sancery,  professeur  au  lycée  d'Auch,  nous 
signale  comme  incomplète  et  inexacte  la  solution,  donnée 
à  la  page  474  ^^  notre  dernier  volume,  de  la  question 
posée  au  concours  général  des  lycées  et  des  collèges.  Faute 
d'avoir  énuméré  tous  les  cas,  Tauteur  de  cet  article  croit 
que  le  problème  admet  deux  solutions  au  plus,  tandis 
qu'il  peut  y  en  avoir  jusqu'à  quatre.  Nous  remercions 
Âf .  Sancery  de  sa  commimication,  mais  nous  regrettons 
de  ne  pouvoir  insérer  la  solution  très-complète  et  fort 
bien  rédigée  qu'il  nous  adresse.  La  question  est  longue, 
d'un  faible  intérêt  scientifique,  et  nous  avons  tant  de 
matériaux!  Le  même  motif  nous  a  fait  écarter  un  excel- 
lent article  sur  le  même  sujet  du  à  M.  Lac  de  Boredon, 
professeur  au  lycée  du  Puy. 

A  propos  de  la  même  question,  un  abonné  de  Marseille 
exprime  en  termes  fort  vifs  son  étonnement  de  ce  que 
nous  ayons  inséré  une  solution  aussi  incomplète,  et  il 
nous  envoie  sa  propre  solution  pour  nous  convaincre, 
dit-il,  que  la  question  n'avait  pas  réellement  été  traitée! 
Merci.  M.  D.  résout  fort  bien  les  problèmes^  mais  ne 
pourrait-il  pas,  à  un  si  beau  talent,  joindre  un  peu  d'in- 
dulgence et  être  moins  dur  au  pauvre  monde?  Les  ré- 
dacteurs veulent  bien  se  mettre  au  service  du  public; 
mais,  s'ils  ne  se  montrent  pas  difficiles  pour  les  gages,  en 
revanche,  ils  demandent  à  être  traités  poliment.  Est-ce 
trop  exiger?  P. 
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tTDBB  GÉOMÉTRIQIII  SUR  L8S  SOBFACBS 

(Toir  p.  a); 

Pak  m.  a.  pigart, 

ProfflMeor  aa  lyoéa  Gharlemagne. 


in.  —  Surface  a  lignes  de  coukbcjre  circulaiiles. 

10«  Une  surface,  dont  toutes  les  ligues  de  courbure 
sont  des  cercles,  peut  être  considérée  conune  Tenveloppe 
de  deux  séries  de  splières  touctiant  respectivement  la  sur- 
face suivant  deux  systèmes  de  cercles  perpendiculaires 
entre  eux.  Or,  il  est  clair  que  chaque  sphère  appartenant 
à  Tun  des  modes  de  génération  est  tangente  à  toutes  les 
sphères  de  l'autre  système.  D'ailleurs,  la  concïition  d'être 
tangente  à  trois  sphères  fixes  détermine  Complètement  les 
positions  successives  d'une  sphère  mobile.  Donc,  la  sur- 
face à  lignes  de  courbure  circulaires  peut  être  regardée 
comme  Fenveloppe  des  positions  d'une  sphère  tangente 
à  trois  autres. 

C'est  par  ce  mode  de  génération  que  M.  Dupin  a  dé- 
fini, le  premier,  la  surface  à  lignes  de  courbure  circu- 
laires à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  cyclide* 

Nous  nous  proposons  ici  de  rattacher  la  génération  de 
cette  surface  aux  propriétés  générales  des  surfaces  à  lignes 
de  courbure  planes, 

li«  Une  surface  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  sys- 
tème sont  des  cercles,  pouvant  être  regardée  comme  l'en- 
veloppe d'une  série  de  sphères,  cherchons  sur  quelle  ligne 
doivent  être  situés  les  centres  des  sphères  enveloppées,  et 
quelle  loi  de  variation  doit  suivre  le  rayon  de  ces  sphères 
pour  que  le  second  système  de  lignes  de  courbure  de  la 
surface  soit  aussi  circulaire. 

Ann,  de  Maihémat,,!.^  série,  i.  IV.  (Mars  i865.}  7 
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12.  Exprimons  d'abord  que  les  lignes  de  courbure  du 
second  sysièrae  sont  planes.  II  faut  et  il  suffit  :  i^  que  les 
plans  des  lignes  de  courbure  du  premier  système  soient 
parallèles  à  une  même  droite;  2^  que  ces  plans  coupent 
la  surface  sous  un  angle  dont  le  cosinus  soit  proportion* 
nel  au  cosinus  de  l'angle  qu'ils  forment  avec  un  plan  pa- 
rallèle à  la  droite  (comme  je  l'ai  démontré  ailleurs,  Essai 
d'une  iliéorie  géométrique  des  surfaces,  3*  partie).  La 
première  condition  exige  que  les  centres  des  sphères  en- 
veloppées soient  sur  une  courbe  plane.  La  seconde  va 
servir  k  déterminer  la  loi  de  variation  du  rayon  de  ces 
sphères. 

Soit  MN  (fig»  d)  le  lieu  des  centres  des  sphères  enve- 

FiG.    !>. 


loppées.  Considérons  deux  sphères  consécutives  ayant 
pour  centres  O  et  O'j  elles  se  coupent  suivant  un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  tangente  OT  :  soit 
AB  le  diamètre  de  ce  cercle  qui  est  dans  le  plan  de  la 
courbe  MN.  L'angle  sous  lequel  le  plan  du  cercle  coupe 
la  surface  est  égal  à  AOT.  Il  faut  que  le 'cosinus  de  cet 
angle  soit  proportionnel  au  cosinus  de  l'angle  que  le  plan 
du  cercle  forme  avec  une  certaine  ligne  XY  située  dans  le 
plan  de  la  courbe  MN.  Désignons  par  R  le  rayon  de  la 
sphère  mobile,  par  z  l'ordonnée  OP  de  la  courbe  MN  re- 
lativement à  XT,  par  X  l'angle  que  le  plan  du  cercle  forme 
avec  la  surface,  et  par  cp  l'angle  de  ce  plan  avec  XT  :  nous 
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V 

aTons 

r/R  =  — OO'coaX, 
</»=: — OO'côftç, 

d'où 

«fH       cosX 

-T-  =^ =  const.  =r  IW, 

tfJ           COS<p 

d'où  enfin 

(3) 

RrrrWZ-h/w', 

ni  étant  une  constante. 

On  peut  toujours  supposer  eette  eotistanie  nulle  :  cela 
revient  i  transporter  la  ligne  XT  parallèlement  à  elle- 
même.  Donc,  la  surface  em^eloppe  d'une  sphère  mobile 
aura  toutes  ses  lignes  de  courbure  planes j  si  le  centre  de 
la  sphère  se  déplace  sur  une  courbe  plane  et  si  le  rayon 
de  cette  sphère  varie  proportionnellement  à  T  ordonnée 
de  cette  courbe  par  rapport  à  un  axe  quelconque  XY 
situé  dans  son  plan. 

On  sait  qu'en  général  les  plans  des  lignes  de  courbure 
des  deax  systèmes  sont  respectivement  parallèles  à  une 
même  droite.  Mais  ici,  il  7  a  plus.  Les  plans  des  lignes 
de  courbure  non  circulaires  passent  tous  par  F  axe  XY. 

2  XI 

En  effet,  la  relation =  — r  exprime  que  la  perpen- 
diculaire AV  au  rayon  OA  rencontre  la  tangente  OT  sur 
l'aiceXY.  Les  lignes  de  courbure  circulaires  peuvent  donc 
être  regardées  comme  appartenant  à  des  sphères  dont  les 
centres  sont  sur  la  droite  XY,  et  qui  coupent  la  surface 
ortbogonalement;  par  suite,  diaprés  un  théorème  connu, 
les  plans  des  lignes  de  courbure  de  Tautre  système  passent 
par  Taxe  XY  (*). 


(")  Ces  surfaces  li  lignes  de  courbure  clrcalaîres  dans  un  système  et 
planes  dans  Tautre  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  M.O.  Bonnel 

7- 
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13.  Exprimons  maintenant  que  les  lignes  de  courbure 
du  second  système  sont  aussi  des  cercles. 

D  faut  et  il  suffit  que  les  plans  des  cercles  du  premier 
système  passent  par  une  même  droite. 

Cette  condition  est  nécessaire,  diaprés  le  numéro  pré- 
cédent; de  pluS)  elle  est  suffisante,  car  on  sait  que  lorsque 
les  lignes  de  courbure  d*un  système  sont  dans  des  plans 
passant  par  une  même  droite,  les  lignes  de  courbure  de 
l'autre  système  sont  sphériques;  or,  ces  dernières  sont 
déjà  planes  :  elles  sont  donc  circulaires. 

Soit  C  le  point  du  plan  de  la  courbe  MM  par  lequel 
passent  les  plans  des  lignes  de  courbure  du  premier  sys- 
tème. Menons  par  ce  point  une  perpendiculaire  IZ  à  la 
droite  XY;  prenons  ces  deux  droites  pour  axes  de  coor- 
données, et  désignons  par  x,  z  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  O  de  la  courbe  MN  par  rapport  à  ces  deux 
axes. 

Comme  les  plans  des  cercles  d'intersection  successive 
des  sphères  passent  par  le  point  C,  les  tangentes  à  toutes 
ces  sphères,  menées  par  le  pointC,  sont  égales» On  a  donc, 
en  appelant  k  la  longueur  commune  de  ces  tangentes  et 
p  le  rayon  vecteur  CO, 

(4)  p»=:R»H.K 

Mais,  d'autre  part, 

R  =  /»«, 

d  éunt  la  distance  du  point  C  à  Taxe  XY.  Substituant  les 
valeurs  de  p*  et  de  R  dans  Téquation  (4))  on  obtient 


dans  un  Mémoire  remarquable  sur  les  surface*  à  lignes  de  courhure  planes 
et  sphériques  (Journal  de  VÉeole  Polyieekniifur,  XXXV*  cabier). 
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C'est  là  Téquation  de  la  courbe  MN,  lieu  des  centres 
des  sphères  enveloppées. 

Cette  équation  représente  une  ligne  du  second  oi*dre  : 
une  ellipse  si  m  est  <;  i,  une  hyperbole  si  m  est  >  i , 
et  une  parabole  si  m  =  i . 

Remarquons  que  m  est  Texcentricité  de  la  courbe. 

De  là  résulte  le  mode  de  génération  suivant  de  la  sur- 
face cyclique  : 

La  cycUde  peut  être  regardée  comme  Tenifeloppe 
des  positions  £une  sphhre  mobile  dont  le  centre  se  dé-- 
place  sur  une  courbe  du  second  ordre  et  dont  le  rayon 
varie  proportionnellement  à  la  distance  du  centre  à  une 
droite  fixe  XY  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  de  la 
courbe,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  l'excen- 
tricité de  cette  courbe, 

14.  Il  nous  reste  à  bien  préciser  ce  mode  de  génération 
en  discutant  successivement  les  trois  formes  que  peut 
présenter  le  lieu  des  centres  des  sphères  enveloppées. 

1®  Ellipse  (m<i). 

Dans  ce  premier  cas,  la  droite  XY  est  évidemment  per- 
pendiculaire à  Taxe  focal. 

Nous  la  supposerons  d'abord  extérieure  à  Tellipse 

(rf»  — X*>o). 

15.  Désignons  par  ^i,  z^  les  ordonnées  des  sommets 
A,  A'  de  la  courbe  situés  sur  l'axe  focal.  Le  plan  de  cette 
courbe  coupe  la  surface  suivant  deux  cercles  que  nous  ap* 
pellerons  cercles  principaux.  Ces  deux  cercles  ont  leurs 
centres  sur  Taxe  A  A',  et  rencontrent  cet  axe  en  des  points' 
dont  les  ordonnées  sont,  pour  Tun, 

(i  — //i)js,,     ii'^m)Ziy 
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et,  pour  Fauire, 

lyes  ordonnées  de  leurs  centres  sont,  par  conséquent, 

(l  —  /»)  2, -|-(l-|-/lî)»,          {i^-/w)z,4- (1-/17)2, 
,       — , 

ou 

2  2  2  2 

Or,  -î ^  est  Vordonnée  du  centre  de  Fellipse^  -^ ^ 

est  le  demi-axe  focal,  et  m  est  l'excentricité  *,  donc  les 
cercles  principaux  ont  pour  centres  les  foyers  de  l'eU 
lipse. 

On  peut  d'ailleurs  le  reconnaître  d'une  autre  manière, 
en  remarquant  que  Tellipse  est  parcourue  par  le  centre 
d'un  cercle  mobile  qui  reste  tangent  aux  cercles  princi- 
paux, et  en  se  rappelant  que  le  lieu  des  centres  des  cercles 
tangents  à  deux  cercles  donnés  est  une  courbe  du  second 
ordre  ayant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles. 

16.  Comme  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  le  long 
des  lignes  de  courbure  circulaires  du  premier  système  ont 
leur  sommet  sur  la  droite  XT,  d'après  le  n**  1 2,  il  s'ensuit 
que  la  droite  ISYest  Vaxeradical  des  cercles  principaux. 

17.  Quant  au  point  C,  par  lequel  passent  les  plans  des 
lignes  de  courbure  du  premier  système,  il  n'est  autre  que 
le  point  fixe  de  l'axe  focal  par  lequel  passent  les  cordes 
de  contact  des  tangentes  aux  cercles  principaux,  menées 
par  un  point  quelconque  de  l'axe  radical  de  ces  cercles. 
On  reconnaît  sans  peine  que  le  point  C  divise  la  distance 
des  centres  F  et  F'  des  cercles  principaux  dans  le  rap- 
port  de  leurs  rayons ^  en  d'autres  termes,  que  le  point  C 
est  le  centre  de  similitude  interne  des  deux  cercles  prin- 
cipaux. 
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18.  De  \k  une  construction  très-simple  de  la  surface. 
Que  Fort  décrît^  deux  cercles  intérieurs  tun  à  t  antre  y 

que  par  leur  centre  de  similitude  interne  on  mène  des 
transs^ersales^  et  que  sur  les  portions  de  ces  transversales 
interceptées  par  les  deux  cercles,  comme  diamètres,  on 
décrii^e  des  circonférences  dans  des  plans  perpendicu- 
laires au  plan  de  ces  cercles,  le  lieu  de  toutes  ces  circon^ 
férences  est  une  surface  à  lignes  de  courbure  circu- 
laires. 

Ces  circonférences  constituent  le  premier  système  de 
lignes  de  courbure.  Quant  aux  lignes  de  courbure  du  se- 
cond système,  leurs  plans  passent  par  Taxe  radical  des 
deux  cercles. 

19.  Bemai*quons  que  les  perpendiculaires  élei^ées  au 
milieu  des  segments  qu* interceptent  les  deux  cercles  sur 
les  transi^ersales  enveloppent  une  ellipse  qui  a  pour 
foyers  les  centres  de  ces  cercles, 

20.  Les  lignes  de  courbure  du  second  système  de  la 
surface  sont  les  intersections  successives  d'une  seconde 
série  de  sphères.  Les  centres  de  ces  splières  sont  aussi  sur 
une  conique,  et  Ton  voit  facilement  que  cette  conique, 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  Fellipse, 
a  pour  sommets  les  foyers  et  pour  foyers  les  sommets  de 
cette  ellipse.  Dès  lors,  le  lieu  des  centres  est  une  hyper- 
bole. 

Le  coefficient  m\  relatif  aux  sphères  du  second  système, 
est  réciproque  de  m,  et  la  droite  X'Y',  analogue  à  XY,  est, 
pour  ces  sphères^  la  perpendiculaire  au  plan  de  Fellipse 
menée  par  le  point  C. 

21.  Si  la  droite  XY  est  Ungentea  Tellipse,  les  cercles 
principaux  sont  tangents  intérieurement.  Si  la  droite  XY 
i*enconlre  Tellipsc,  les  deux  cercles  principaux  se  coupent 
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sur  cette  droite  Sauf  ces  circonsunces  particulières,  la 
construction  de  la  surface  reste  la  même. 

a**  Hyperbole  (/n>i). 

22.  Comme  le  Heu  des  centres  des  sphères  du  second 
système  est  une  ellipse,  ce  cas  rentre  dans  le  précé- 
dent. 

Mais  il  y  a  à  examiner  si,  dans  le  cas  de  Fhyperbole,  la 
droite  XY  doit  toujours  être  perpendiculaire  à  Taxe  focal 
de  la  courbe. 

Pour  cela,  nous  résoudrons  la  question  suivante  : 

Le  centre  d'un  cercle  se  meut  sur  une  courbe  du  se- 
cond  ordre  qui,  rapportée  à  tun  de  ses  axes  comme  axe 
des  X,  et  à  une  perpendiculaire  à  cet  axe  comme  axe 
des  y  y  a  pour  équation 

le  rayon  de  ce  cercle  en  chaque  point  de  la  courbe  est 
égal  à  r ordonnée  de  ce  point  multipliée  par  t excentri- 
cité m.  Quelle  est  Venveloppe  de  ce  cercle  mobile? 

Nous  avons  déjà  reconnu  indirectement,  par  les  consi- 
dérations géométriques  qui  précèdent,  la  nature  de  cette 
enveloppe,  d^u^s  le  cas  où  Taxe  des  x  est  perpendiculaire 
à  Taxe  focal  de  la  courbe.  Mais  l'analyse  seule  peut  nous 
éclairer  sur  le  cas  où  Taxe  des  x  est  perpendiculaire  i 
Taxe  non  transverse  de  l'byperbole. 

Le  procédé  analytique  bien  connu,  que  Ton  applique  à 
la  recherche  des  enveloppes,  conduit  à  Téquation 

(6)    \^  Vi-^'  J 


Digitized 


by  Google 


(io5) 
qui  se  décompose  en  deux,  savoir  : 

/  X  «•      ^       a  (  A+/W  Va*  —  B  (i  —  mA  ^ 

(7)  X»-f-Y^+     ^  ^ T-^ .^Y-+-B  =  o; 

I  —  /w' 

I /?!' 

Ces  équalîons  représentent  deux  cercles  dont  les  cen- 
tres, situés  sur  Taxe  des  y,  ont  pour  ordonnées 


et 


A-h 

mypîr 

-.B(i- 

.  m^ 

A  — 

I- 

-w» 

m^A' 

-B(i. 

-  m^) 

I- 

-/w* 

Pour  que  ces  ordonnées  soient  réelles,  il  faut  que 
A* — B  (i  —  m^)  soit  }>  o;  or,  c'est  là  la  condition  pour 
qne  Taxe  des^  rencontre  la  courbe;  on  voit  donc  que 
l'enveloppe  n'est  réelle,  dans  le  cas  de  Thyperbole,  que 
lorsque  la  droite  XY  est  perpendiculaire  à  Taxe  focal. 

De  plus,  on  vérifie  facilement  que  les  ordonnées  des 
centres  ne  sont  autres  que  celles  des  foyers  de  la  courbe. 

Remarque.  —  De  ce  fait  général,  que  pour  Tellipse  et 
l'hyperbole,  dans  le  cas  où  la  droite  XY  est  perpendicu* 
laire  k  Taxe  focal,  les  cercles  enveloppes  ont  pour  centres 
lesfc^ers  de  la  courbe,  nous  aurions  pu  induire  que,  dans 
le  cas  où  la  droite  XY  est  perpendiculaire  au  petit  axe  de 
l'ellipse  ou  k  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole^  l'en- 
veloppe est  imaginaire,  car  la  définition  analytique  des 
foyers  donne  deux  foyers  imaginaires  sur  l'axe  non  trans- 
verse de  l'hyperbole  comme  sur  le  petit  axe  de  l'ellipse. 
Mais  il  n'éuit  pas  inutile,  pour  plus  de  certitude,  de  vé- 
rifier ce  résultat  par  l'analyse. 
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3**  Parabole  [m  =  i). 

23.  Soil  d'abord  d}  — A*  >  o  :  la  droite  XY  est  exté- 
rîeuFe  k  la  parabole. 

L'un  des  cercles  principaux  se  réduit  k  la  droite  XT. 
L'autre  a  pour  centre  le  foyer  de  la  courbe  et  pour  rayon 
la  différence  entre  la  distance  de  ce  foyer  à  la  droite  XY 
et  le  paramètre  de  la  parabole. 

Quant  au  point  C,  il  est  à  l'intersection  de  ce  cercle 
avec  l'axe  focal. 

24.  De  là  la  construction  suivante  : 

Si  Ton  considère  un  cercle  et  une  droite  extérieure^ 
quon  prenne  Vun  des  points  où  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  du  cercle  sur  la  droite  rencontre  ce 
cercle,  que  par  ce  point  on  mène  une  série  de  transver^ 
sales,  et  que  sur  les  portions  de  ces  transversales  inter^ 
ceptées  par  la  droite  et  le  cercle,  comme  diamètres,  on 
décriue  des  circonférences  dans  des  plans  perpendicu* 
laires  au  plan  du  cercle,  le  Heu  de  toutes  ces  circonfé- 
rences est  une  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires, 

25.  Remarquons  que  les  perpendiculaires  élevées  au 
milieu  des  segments  qu'interceptent  sur  les  transver- 
sales la  droite  et  le  cercle  enveloppent  une  parabole  qui 
a  pour  foyer  le  centre  du  cercle  et  pour  paramètre  la  dis* 
tance  minimum  ou  maximum  de  ce  cercle  et  la  droite. 

26.  Les  sphères  du  second  système  ont  également  leurs 
centres  sur  une  parabole  située  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  celui  de  la  première,  et  ayant  pour  foyer  le  som- 
met et  pour  sommet  le  foyer  de  cette  première  parabole. 

27.  Si  la  droite  XY  rencontre  la  parabole,  le  cercle 
principal  passe  par  les  points  d'intersection.  La  surface 
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est  alors  composée  de  deux  parties  :  Tune  fermée  et  li- 
mitée dans  le  plan  de  la  courbe  par  la  droite  XYet  l'arc 
de  cercle  qu'elle  souMend,  l'autre  à  nappes  infinies. 

28.  Les  surfaces  qui  constituent  le  système  triple  or- 
thogonal du  §  II  appartiennent  à  cette  dernière  catégorie 
de  surfaces  cycliques.  Considérons,  par  exemple,  la  sur- 
face relatiYe  au  point  A,  b?  6,  et  désignons  par  a  la  dis*- 
tauce  OA,  par  b  la  demi^istance  focale  de  la  section  prin- 
cipale située  dans  le  plan  XOY,  et  par  c  la  demi-distance 
focale  de  la  section  principale  située  dans  le  plan  XOZ 
(nous  supposerons  c^  6)  ;  du  point  A,  menons  des  tan- 
gentes à  la  conique  excentrique  située  dans  le  plan  XOY, 
la  corde  de  contact  MN  de  ces  tangentes  appartient  à  la 
surface;  cette  corde  est  à  une  distance  du  centre  égale 

i  — «  I>es  plans  de  tous  les  cercles  d'un  système  passent 

par  la  droite  MN.  Quant  aux  plans  des  cercles  de  Tautre 
système,  qui  sont  perpendiculaires  au  plan  XOY,  ils  pas- 
sent par  le  point  Ai  de  Taxe  OX,  situé  à  une  distance  du 

centre  égale  a  — 

L*arc  parabolique  sur  lequel  sont  situés  les  centres  des 
sphères  qui  out  la  surface  pour  enveloppe  est  décrit  sur  la 
corde  MN,  et  passe  par  le  milieu  de  la  portion  de  Taxe  OX 
comprise  entre  le  point  A  et  celte  corde.  Le  paramètre 

de  cette  parabole  est  égal  à • 
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rtlONSTRATION  ÊLÉNBHTAIRB  DU  TliORÈNR  FONDAIRIITAL 
SUR  LES  LIGNES  GÉODÉSIQUES; 

Par  m.  FAA  DE  BRUNO. 


Théorème  I.  —  Soient  P,  P'  deux  points  situés  sur 


deux  plans  se  coupant  le  long  de  la  ligne  RS.  La  ligne 
la  plus  courte  entre  ces  deux  points,  en  passant  par  Cin* 
tersection  RS,  sera  la  ligne  POP',  qui  fait  des  angles 
égauoa  POR  =  SOP'  avec  la  droite  RS.  Ceci  est  connu. 

Théorème  II.  —  *So£f  ON  F  intersection  du  plan  POP' 
auec  le  plan  normal  en  O  à  la  droite  RS;  la  droite  ON 
fera  des  angles  égaux  av^ec  OP  et  OP',  c*est'à»dire  avec 
les  portions  du  chemin  le  plus  court. 

Considérons  en  effet  les  deux  trièdres  OSNF  et  ORPN. 
Ils  ont  deux  faces  égales 

NOS  =  NOR  =  90  degrés, 

RPO  =  POSy  d'après  le  ihéorème  I  ; 

ensuite  les  angles  dièdres  formés  sur  Tarète  commune  ON 
par  les  plans  PNP',  RNS  sont  pareillement  égaux.  Donc 
ces  trièdres  seront  égaux,  et  Ton  aura 

PON  =  WOP'. 

G.    Q.    F.    D. 
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Remarque.  — Quand  les  deux  plans  RSP,  RSP'  sont 
infiniment  rapprochés,  c'est-à-dire  juxtaposés,  la  propo- 
sition se  confond  avec  celle  très-connue  des  rayons  inci- 
dents et  réfléchis. 

Supposons  maintenant  que  les  points  P,  P'  soient  situés 
sur  une  surface^  et  que  les  plans  proposés  lui  soient  tan- 
gents. Quand  ces  points  seront  infiniment  rapprochés,  la 
droiteRS  deviendra  tangente  à  la  surface  en  O,  et  les  deux 
éléments  PO,  P'O  se  confondront  avec  la  tangente  en  O 
à  la  surface  suivant  le  plan  POP'.  Alors  la  droite  ON,  de~ 
vant  être  perpendiculaire  à  la  tangente  RS  par  construc- 
tion, et  à  la  tangente  POP^  (car  d'après  le  théorème  II 
elle  ne  doit  cesser',  même  à  la  limite,  de  faire  des  angles 
égaux  avec  les  deux  éléments  de  la  tangente),  sera  nor- 
male à  la  surface  en  O.  Donc  le  plan  osculateur  d'une 
ligne  géodésîque  sur  une  surface  est  normal  à  la  surface. 


SIR  UNI  itTHODB  D  ABEL  POUR  DÉTERMINER 
U  RAGME  GOIMDNE  A  B8IIX  ÊQIIATIONS  ALGfiBRIQDBS; 

Pak  m.  g.  D.,  Abonne. 


Abel,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XVII  des  ^/i- 
noies  de  Gergonne,  a  donné  une  méthode  pour  détermi- 
ner la  racine  commune  a  deux  équations.  Cette  méthode 
a  été  exposée  complètement  par  M.  Serret  dans  son 
Algèbre  supérieure^  a®  édition,  p.  Sj.  Il  me  semble 
qu'une  remarque  bien  simple,  qui  ne  se  trouve  pas  dans 
le  Mémoire  d'Abel,  permet  d'abréger  Texposé  de  la  mé- 
thode et  d'obtenir  diverses  expressions  de  la  racine  com- 
mune aux  deux  équations.  Je  conserve  les  notations  de 
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M.  Serret.  Soient 

(a)  F(r)  =r-  -h7, r"-'  -♦-  q^y-""  -4- ... -4-  7— »j^ 4-  71.  =  o, 

les  deux  équations  qui  Ont  une  racine  commune;  soient 
yujt^*  •  •ij'i.?  les  »  racines  deTéquation  (a).  Supposons 
que  ^1  soit  la  racine  commune  aux  deux  équations.  Por- 
tons ces  racines  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (t), 
nous  aurons  les  résultats 

et  le  premier  de  ces  résullatsy(j^i)  sera  nul.  Formons 
les  produits  de  tous  ces  résultats  pris  n —  i  kn  — i,  et 
désignons  par  R^  celui  des  résultats  qui  ne  contient  pas 
fhr).  H^  sera  une  fonction  symétrique  des  racines 
J'ii  •  •  •  jjm  excepté  j^,  c'est-à-dire  des  racines  de  Téqua- 
tion 

On  pourra  donc  ramener  R^^  à  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  r  ,  fonction  qu'on  pourra  même  réduire  à 
une  fonction  de  degré  n  —  i , 


n  — I 


C'est  ici  que  nous  proposons  une  modification  a  la 
marche  adoptée  par  Abel.  Remarquons  que  toutes  )es 
quantités  R^,  excepté  Ri,  sont  nulles,  parce  qu'elles  con- 
tiennent/ (j-|)  en  facteur.  Donc,  si  Ton  remplace  r  par 
j  et  si  Ton  égale  R^  à  zéro,  l'équation 

po  -4-  pi  r  -I- . . .  -f-  pn-jj  •-'+  p»-«r  """  =  o 

aura  pour  racines  toutes  les  racines  de  l'équation  (a), 
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excepté j-f  Dès  lors»  il  est  bien  facile  de  trouver  j^f  Pa^ 
exemple,  on  a 

r^-HraH-  •  •  •  +r»  =  —  ^^ 

p—. 

rt+r» +  •••-♦- rii=  —  y.; 

donc 

p*-i 

p—l 

c  est  l'expression  qae  donne  Abel  ;  mais  on  a  encore 

y^jf .  •  ^B  =  dt  — "» 

P»-i 

donc 


De  mème^ 


r.     r»     "*    yn         7« 


l 
— h. 

I 

_  p:         7»-. 
P»          V- 

doù 


On  pourra  donc  se  borner  à  calculer  dans  Ryui  deux 
termes  seulement,  soit,  comme  le  propose  Abel,  pn^t^pn^t^ 
soit  jOo,  pi  ou  /9o)  pn^u  commc  il  résulte  de  notre  re- 
marque. 
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SOLUTION  M  (IIB8TI0N8 
PROPOStES  DIRS  LES  NODYELLES  ANNALES. 


Question  709 

(folrriéri6,t.  in.p.  Ul); 

PahM.RECOQ, 

ÉlèTB  du  lycée  de  Montpellier  (classe  de  M.  Berger). 

Trouuer  le  lieu  géométrique  d*ufi  point  tel^  que  la 
somme  des  carrés  des  trois  normales  menées  de  ce  point 
à  une  parabole  donnée  soit  égale  à  un  carré  donné  A*. 

Soient  {x^y)t  (j^iî  yi)>  (j?sj  y%)  les  coordonnées  des 
pieds  des  trois  normales,  menées  à  la  parabole  par  un 
point  quelconque  (a,  ^)  du  lieu;  nous  supposons  la  para- 
bole rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet. 
L'équation  aux  abscisses  des  pieds  de  ces  normales  étant 

jJ-*- 2(/?  —  a)a:»4-. .  .  =  0, 
on  a 

(i)  x4-^i+iF»=— a(/> — a), 

et  Téquation  aux  ordonnées  manquant  du  second  terme, 
on  a 

Si^  en  tenant  compte  de  ces  deux  relations,  on  fait  la 
somme  des  expressions 
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OÙ  â^  d|,  ds  désignent  les  trois  normales  issues  du  point 
(a,  P),  il  yient 

Mais  on  sait  <pie  les  pieds  des  trois  normales  se  trouvent 
sur  le  cercle  qui  a  pour  équation 

on  a  donc 

«»  H-^»  —(/?-»-  a)x  —  £y  =  o, 
6 

^  J -H  JÎ  — (/?-+-«)«:,—  °J,=:0, 

on  en  ajoutant,  et  ayant  égard  aux  relations  (i)  et  (a), 

(4)  x'-hxî  -h«?  -h  j'-l-rî  +  J?  +  2(/?-f.a) (p  -  a)=  o. 

Les  équations  (3)  et  (4)  ajoutées  membre  à  membre 
donnent,  en  remplaçant  a  et  (3  par  x  eijr^  l'équation  du 
lieu 

(5)  3(x^+j^-^^\  =  :i[x—p)\ 

Cette  équation  représente  une  eUipse  ayant  son  grand 
axe  sur  Taxe  des  x\  son  centre  est  situé  a  gauche  de 
l'axe  des  j  à  une  distance  2p  \  toutes  les  ellipses  ob- 
tenues en  faisant  varier  A:  ont  donc  un  centre  commun, 
en  outre  elles  sont  toutes  semblables.  Leur  demi-grand 
axe  est  ^6p*  -+-A*î  quand  on  donne  â  k  des  valeurs 
croissantes,  cet  axe  augmente  indéfiniment  et  par  suite 
aussi  la  courbe  qui  est  toujours  semblable  à  elle-même. 
On  peut  déterminer  k  de  manière  que  l'ellipse  soit  aussi 
grande  que  Fou  voudra  ;  mais  parmi  ces  ellipses  corres- 

Ahh.  de  Matkémat.,  a«  série,  t.  IV.  (Mars  i865.)  8 
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pondant  à  une  valeur  réelle  de  ^,  il  y  en  a  une  qui  est 
minimum,  cV'st  celle  qui  répond  à  la  valeur  A  :=  o 

laquelle  a  évidemment  pour  foyer  le  sommet  de  la  para- 
bole, et  pour  directrice  la  droite  xtszp, 

L*ellipse  coupe  généralement  la  développée  : 

les  points  qui  occupent  la  portion  intérieure  fournissent 
trois  normales  réelles,  tandis  que  les  autres  n'en  donnent 
qu'une.  Soît  A  le  sommet  de  la  développée  qui  est  sur 
Taxe  des  x  à  une  distance  x  =  ^  de  Torigine,  B  le  point 
situé  à  droite  de  l'origine  où  Fellipse  coupe  Taxe  des  jr, 
la  valeur  de  k  pour  laquelle  OB  =  OA  =  peMl  une  limite 
en  deçà  de  laquelle  on  ne  peut  plus  mener  trois  normales 
réelles^  celte  limite  est  k  :=  psî, 

La  forme  de  Téquation  (  5  )  montre  que  la  cxiurbe  est 
doublement  tangente  au  cercle  / 

X*' 

X»-hj»— —  r=0, 

aux  points  où  elle  est  coupée  par  l'ordonnée  du  point  A. 
Le  rayon  du  cercle  est  indépendant  de  p  :  donc,  quand  on 
fait  varier  le  paramètre  de  la  parabole 9  l'ellipse  enve- 
loppe le  cercle 

Puisque  les  points  de  contact  sont  sur  l'ordonnée  du 
point  A)  ils  seront  réels  ou  imaginaires  selon  qu'on  aura 
*^^^3*,  pour  *=:p^,  ils  se  réuniront  au  point  A. 

(*)  Cette  remarque  &  été  faite  étalement  par  M.  Audnynand. 
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Auti'e  solution.  —  La  méthode  précédente  repose  sur 
un  artifice,  mais  on  peut  en  donner  nne  plus  générale  et 
pins  directe  tjui  s'applique  à  toutes  les  coniques. 

Lfi  probième  serait  résolu  si  Ton  connaissait  réquatioii 
qui  admet  pour  racines  les  carrés  des  trois  normales  me» 
nées  du  point  (a,  P)  à  la  courbe. 

Exprimons  pour  cela  que  le  cercle 

(6)  (,r  — «)»4.(r-p)»-*'=o, 

qui  a  pour  centre  le  point  (a,  P),  est  tangent  à  la  conique 
A^-hBar» — i=o; 

alors  d  représentera  une  normale. 

Cette  condition  peut  se  trouver  en  exprimant  que 
Téquation  en  X  relative  à  Tintersection  des  deux  courbes 
a  une  racine  double.  On  obtiendra  Téquation  cherchée, 
en  se  servant  de  la  relation  connue  qui  lie- les  coefficients 
d'one  équation  du  troisième  degré  ayant  deux  racines 
égales. 

L'équation  en  X  relative  à  leur  intersection  est 

V AB -f- V[A-h  B  —  AB{  a»  4- p») -4- AB^] 
-h>[Aa>-hBp»-M  — (A-4-B)(«»-f.p»)-h(A-HB)a>]-h^==o; 

on  en  déduit  Féquation  au  carré  des  normales 

AB{A— B)»^— 2^[AB(A»— 3AB-H2B>)a»-hAB(B»-3AB-t-A») 

-+.(A-+-B)(A-B)>]-f...,=  o. 

On  a  donc  pour  le  lieu  du  point  (a,  jS) 

2AB[(A»—  3AB  -h  !iB^)x^-h  (B»—  3 AB  4-  2A»)j»J 
=  (A— B)»[/»AB— 2(A4-B)]- 

Ce  lieu  est  une  conique. 
Examinons  en  particulier  le  cas  de  Thyperbole  équila- 

8. 
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tère.  L'équation  se  réduit  au  cercle 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  grandeur  de  Thyperbole. 
Toutes  les  hyperboles  équilatères  concentriques,  dont  les 
axes  ont  la  même  direction,  donnent  lieu  au  même 
cercle,  et  Ton  ^  ce  théorème  : 

Étant  donné  un  point  Vfixe  dans  le  plan  d'aune  hy- 
perbole éqiulatère  qui  "varie  en  conservant  son  centre  et 
la  direction  de  ses  axes,  la  somme  des  carrés  des  quatre 
normales  menées  de  ce  point  à  cette  hyperbole  reste 
égale  à  une  constante  k*  égale  au  triple  du  carré  de  la 
distance  du  point  au  centre  de  l'hyperbole;  par  suite 
elle  est  la  même  pour  tous  les  points  P  situés  sur  un 
cercle  concentrique  à  Vkypcrbole, 

Soie,  —  M.  Mister,  professeur  à  TAthénée  royal  de  Bruges,  a  aussi  ré- 
solu le  même  problème  pour  les  coniques  en  général.  Autres  solutions  de 
MM.  Audoynaud,  professeur  au  lycée  de  Poitiers;  Camille  Masslng,  L.  La- 
cauchie,  Stanislas  Ktisiowski,  élèves  de  Sainte-Barbe;  Pabon,  du  lycée  da 
Bordeaux  ;  Gilliot,  Rietscb,  Alpbonse  Aubrun,  Weit,  du  lycée  de  Stras- 
bourg; Morhange  et  Henry,  Legros,  Margot,  du  lycée  Charlemagne; 
Drouard  et  Pettit,  Thurninger,  du  lycée  Saint-Louis;  P.  Gagny,  du  lycée 
Loois-le-Grand ;  Léon  d'Apyril  et  Albert  Robin,  du  lycée  de  Grenoble; 
Bertrand  et  Grassat,  du  lycée  de  Lyon;  de  Vigneral;  Marmier,  de  1*E8- 
tourbeillon,  de  l'École  Sainte-Geneyiève;  Daguenet,  du  lycée  de  Gaen; 
0.  Puel,  du  Prytanée;  Roques,  soldat  au  53*  régiment  d'iofaoterie. 


Question  714; 

Pab  m.  J,  murent, 

Licencié  es  Sciences  (à  Clermont-Ferrand  ). 

Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  l'équation 

X\  -|-  J?î-f-  J?s  H-  •r4  H-  Jtfc  ^=  X| . JCj .  Jpj .  J"4 , x^. 
Nombre  des  solutions  entières  et  positives. 
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Noas  considérerons  d^abord  Fëquation  générale 

(i)  x,-|-a:,-f-.. .  4-^«=4ri»^i...x„ 

dont  nous  représenterons  une  solution  quelconque  par  la 
notation 

(«,,«3,  «3,..  .,  Oa), 

et  nous  établirons  les  propriétés  suivante?  : 

1^  U équation  (i)  admet  toujours  au  moins  une  solu- 
lion,  sat^oir  :  (n,  a,  i,  i,  i,.  •  •,  i).  Dans  le  cas  où  l'on 
a  /i  =  a,  cette  solution  se  réduit  à  (  2,  a  ). 

ik^  Comme  on  suppose  n"^!^  les  nombres  ai,  £Zs,...,a|, 
ne  peuvent  pas  être  tous  égaux  à  T unité. 

3°  Parmi  les  nombres  a^^  a«,,,,,  a„,  il  j  en  a  au 
moins  deux  qui  sont  supérieurs  à  F  unité. 

En  effet,  si  a^  seul  était  plus  grand  que  i ,  tous  les 
antres  a^,  as^.  •  •  9  a»  étant  égaux  à  i,  Téquation  (1)  se  ré« 
dnirait,  pour  ces  valeurs  des  inconnues,  à  Tégalité 

égalité  impossible,  puisqu'on  a  n  ]>  i. 

4®  Lorsqu'on  a  n^^^  les  nombres  «i,  as, . . . ,  a,,  /le 
peui^ent  pas  être  tous  supérieurs  à  F  unité. 

Car  en  représentant  ces  nombres  par  i-f-«i,  iH-a,,...^ 
I  -h  «„,  on  devrai  t  avoir 

(l  +  a,)-|-(H-a,)+...+{i-4.a«)  =  (H-a,j(i  +  a,)..,(n-a^), 

d'où 

(H-ai){i-ha»)---(ï-i-«»)— («•-^-«»^-••  .  +  «»)  =  «, 

^alité  impossible,    attendu  que    chacun   des  nombres 
«1,  afl,.-*9  ocn   étant  au  moins  égal  à   i,   le  premier 
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membre  çst  au  moins  ^;al  k  a"*—/!,  quantité  toujours 
plus  grande  que  n  quand  on  a  /i  ]>  a.  En  effet,  si  l'on 
compare  les  deux  produits 

aX2X2X...X3,    «t    «X«XiXiX...Xi, 

composés  chacun  de  n  facteurs  dont  la  somme  est  la 
même,  on  sait  que  le  premier  produit  dont  tous  les  fac- 
teurs sont  égaux  est  plus  grand  que  le  second»  c'est-à-<Ure 
que  l'on  a  a">  a/i,  d'où  a"  —  n>  w. 

5°  U  résulte  de  ce  qui  précède  que  lorsqu'on  a  n>'a, 
toute  solution  (a^,  ^t,  ^s,...,  a^,)  de  l'équatioa  (i)  doit 
comprendre  au  moins  un  nombre  égal  à  Tunivé  et  au 
moins  deux  nombres  supérieurs  à  l'unité. 

Pour  abréger,  nous  nommerons  solution  d'indice  i 
toute  solution  telle  que  (a^  a^,. . .,  a.,  i,  i,...,  i),  com- 
prenant/nombres  supérieurs  à  i  et  /t  — i  nombres  égaux 
à  I .  Nous  savons  déjà  que  la  limite  inférieure  de  l'indice  i 
est  a,  et  nous  allons  en  chercher  une  limite  supérieure. 

Pour  cela,  représentons  les  nombres  a^  Uf^ . ... ,  a;  par 
I  +  «1,  I  +  at9  •  •  • ,  I  +  «/•  Pour  que  la  solution 

(«„«„...,  a/,  I,  I,.. .,  i) 

convienne  à  l'équation  (i),  il  faudra  que  l'on  ait  l'égalité 

(H-a,)-h(H-«t)-h...-4-(l-+-«,)-h«  — / 
=  (i-|-a.){n-a,)    ,.(i4-a/), 

ou  la  suivante 

(a)     (l  +«i) {i  -*-  «j). . . (  I  -f-  «/)  —  (  a,  -H  «1+.  .  .  -h  a/)  =  il. 

,  Le  premier  membre  de  cette  dernière  étant  au  moins 
égal  k  a*  —  i,  il  faudra  que  Ton  ait 

2*— i^/i, 

En  donnant  à  i  les  valeurs  successives  a,  3,  4»  5,. .  « ,  et 
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formant  les  valeurs  correspondantes  de  a'  —  /,  la  valeur  / 
de  I  qui  donnera  la  plus  grande  valeur  de  a' —  /contenue 
dans  n  sera  la  limite  supérieure  de  <('*). 

Les  valeurs  successives  de  a'  —  i  peuvent  d'ailleurs  se 
déduire  les  unes  des  autres  d'après  une  loi  très-simple 
exprimée  par  Tidentité 

a*+«— (/  H-  i)  =  (2«_i)  X  2-4-  (f  —  I), 

qui  donne  le  tableau  suivant  : 

/=  I,  2,  3,   4*    5,    6,     7,. . ., 
2' — '=1,  2,  5,  12,  27,  58,  121,.... 

Dans  le  cas  où  n  est  égal  à  une  des  valeùi^  de  2'  —  /, 
par  exemple  à  2'  —  A,  on  satisfait  à  Téquation  (2)  en 
prenant  i  =:  A  et  faisant  ori  =  x,  =s . . . s=  a^  =:  i,  ce  qui 
réduit  le  premier  membre  a  2' — h.  Il  en  résulte  pour 
Téquation  (1)  la  solution 

(2,2,  2,...,  2,  I,  I,...,  i), 

et  cette  solution  est  la  seule  dHndice  2*,  comme  on  le  re- 
connaît facilement  en  se  reportant  à  Téquation  (2). 

6^  On  voit  que  par  les  propriétés  précédentes,  la  réso- 
lution de  Téquation  générale  (i)  est  ramenée  à  la  re* 
chercbe  des  diverses  solutions  d'indices  :  2,  3,  4i*  •  m  '• 

Nous  allons  appliquer  ces  propriétés  à  Téquation  par- 
ticulière 

qui  fait  le  sujet  de  la  question  714. 


(*)  La  limite  supérieure  des  valeurs  dex,,  x,,...,  x^  est  n;  et  la  limite 
supérieure  du  produit  X|  .x, .  .  .  x^  est  in.  Pour  m>  3,  la  limite  inré- 
Heure  de  ce  produit  est  n  h-  3 .  G. 
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Le  nombre  n  esl  ici  de  la  forme  n* —  i,  car  on  a 

5  =  2»  — 3; 

la  limite  supérieure  de  i  est  donc  3,  et  l'ë({uation  n'a 
qu'une  seule  solution  d'indice  3,  qui  est 

(2,2,2,1,1). 

Pour  obtenir  les  solutions  d'indice  2,  posons,  suivant 
les  notations  déjà  employées, 

(l  -h  «1)  +  (1  -h, a,)  -^  3  =  (1  +  a,)  (i  -h  «0» 

d'où,  en  réduisant, 

a,  a,  =  4* 

Décomposant  4  en  deux  facteurs  de  toutes  les  manières 
possibles,  on  n'a  que  deux  équations  : 

a,aa  =  2X2, 
et 

*ia»=4  Xi. 

On  satisfait  à  la  première  en  prenant  a^  =  2,  «t  =  2,  et 
à  la  seconde  en  prenant  «|  z=  4^  as  =  i ,  d'où  rësultentf 
pour  l'équation  (3),  les  deux  solutions 

(3,  3,  I,  I,  i) 
et 

(5,2,  I,  I,  1). 

Cette  dernière  est  celje  que  nous  avions  reconnue  à 
priori  en  considérant  l'équation  générale  (i). 

En  résumé,  l'équation  (3)  n'admet  que  trois  solutions 
en  nombres  entiers  positifs,  savoir  : 

(2,  2,  2,  I,  i),     (3,  3,  I,  I,  i),     (5,  2,  I,  I,  1). 
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Noie*  —  M.  de  Virieu»  professeur  à  Lyon»  démontre  q«e  le  nombre  des 

solutions  entières  et  positives  de  Téquation 

est  au  moins  égal  an  nombre  des  décompositions  différentes  de  n—  i  en 
deui  facteurs  entiers  et  positifs.  En  outre,  lA.  de  Tirien  donne  les  solu- 
tions de  cette  équation  pour  les  valeurs  de  n  comprises  entre  3  et  ao. 

M.  Barrère  (Alexandre),  élève  au  lycée  de  Nfmes,  a  trouvé  les  solutions 
de  Véquation 

en  remarquant  que  si  r^  représente  le  plus  grand  des  nombres  entiers  sa- 
tisfaisant à  l'équation  (i),  le  produit  x^  .x,. .  .x^_,  est  nécessairement  égal 
1  Tnn  des  nombres  a,  3, . . . ,  n—  i. 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  P.  Cagny,  élève  an  lycée  Louis- 
le-Grand  ;  Boutmy,  élève  au  lycée  Saint-Louis;  Rezionioo,  Agénor  Jonglet. 


Question  697 

(TOimérIe,  t.  m,  p.  140); 

Par  m.   Max  CORNU, 

Élève  de  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  MouUrd). 

U arête  de  rebroussement  de  la  surface  déi^eloppable 
circonscrite  à  deux  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  a  pour  projections^  sur  les  trois  plans  principaux 
des  deux  surfaces ,  les  développées  des  courbes  fo- 
cales.  (Moutard.) 

On  sait  que  la  surface  développable  circonscrite  aux 
deux  surfaces  du  second  degré 


est  la  surface  polaire  réciproque  de  la  surface  dont  Tarêic 
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de  rebrouMemeut  est  la  courbe  (IHntersectîon  des  sur- 
faces polaires  réciproques  des  proposées,  et  que  la  pro- 
jection de  Tarète  de  rebroussemeat  sur  ud  plau  quel- 
conque est  Tenveloppe  de  la  projection  des  génératrices 
de  la  surface  sur  le  plan  considéré. 

Je  prends  pour  sphère  de  transformation  celle  qui  a 
pour  équation 

les  deux  surfaces  deviennent 

(i)  à'a^  4-  h^x"  4- cH^  —  1  ==  o, 

(a)      (fl»  -è-  /»)x'  -♦-  (  A» 4-  t')t  4-  (c>  4-  /*)«»  —  I  =  o. 

Si  je  retranche  la  première  équation  de  la  seconde,  j'ob- 
tiens Téquation  d'une  troisième  surface 

Jc'4-r*4-i'  =  o 

qui  passe  par  la  courbe  d'intersection  des  deux  pre- 
mières^ on  voit  aussi  que  cette  courbe  est  conunune  à 
toutes  les  réciproques  des  surfaces  homofocales  aux  deux 
premières  et  qu'elle  est  imaginaire,  d  où  Ton  peut  con- 
clure que  toutes  les  surfaces  du  second  degré  homofocales 
sont  inscrites  dans  une  même  surface  développable,  et 
que  cette  surface  est  imaginaire, 

La  tangente  en  un  point  (x,  y^  z)  de  la  courbe  d'in- 
tersection a  pour  équations 

a'Xjr  4-  h^Xr  4-  ^'Zz  —  i  =r  o, 

{«'  4-  /*)Xx  -f-  (6»  -H  /»)T/  4-  (c»4-  /"JZa  —  i  =  o. 

La  polaire  réciproque  de  cette  droite  est  une  généra- 
trice de  la  surface  développable  cherchée,  et  celte  droite 
a  pour  équations 

•X-fl»^       Y  — ^'r       Z-r'« 
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Cette  équation  ne  dépend  pas  de  /*^  donc  on  a  une 
nouvelle  preuve  de  ce  fait,  que  toutes  les  surfaces  homo- 
focales  sont   inscrites'  dans  la   même  surface  dévelop- 
pable. 

Remarque.  —  La  ligne  de  contact  des  surfaces  avec 
lear  enveloppe  est  la  ligne  d'intersection  limite  de  deux 

surfaces 

j?»  y»  «' 


4-1  =  0; 


a'  -h  y'       b^-i-  q'       c'  -t-  y' 

Quand  ç  converge  vers  p,  la  projection  de  la  courbe  d'in- 
tersection sur  le  plan  des  xy  est 

si  ^  =  //,  il  vient 

courbe  imaginaire;  donc  la  surface  lieu  de  ces  courbes, 
dont  la  projection  sur  le  plan  des^^  est  imaginaire,  est 
elle-même  imaginaire. 

Je  projette  les  génératrices  de  la  surface  sur  Tun  des 
plans  principaux  ;  au  lieu  de  refaire  le  calcul  pour  cbaque 
plan  principal,  il  suffira  de  faire  la  permutation  tournante 
des  lettres  x,  y^  z  \  a,  h^  c. 

Je  projette  la  génératrice  sur  le  plan  des  xjr  :  Téquation 
de  la  projection  est 

(3)-  X-o^f^T-^^ 

X  y 

X  et  y  sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

(4)  («»  — c»)«>-h(^»~c»)j»— 1  =  0, 
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qu'on  obtient  en  éliminant  z  entre  les   équations  (i) 

et  (a). 

On  sait  que  lorsqu'on  a,  entre  deux  paramètres  u  et  v^ 

la  relation 

P» Q^  _ 

(P>  «.  Qi)«a»  "^  (  p'  —  Q')V      '  —  ^» 

la  droite  i/j:  +  (y^  +  i  =  o  est  normale  à  la  courbe 

L'équation  (3)  peut  s^écrire 

i  „       —  I 


X 


ar(A''  — a*)  j'(^»_a») 


L'équation  (4)»  qui  exprime  la  relation  entre  x  eX. y^ 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


a»  — c»  ^»  — r» 

4- 


ce  qui  montre  que  la  droite  considérée,  c'est-à-dire  la 
projection  d'une  génératrice  de  la  surface  développable 
sur  le  plan  des  xy^  est  constamment  normale  à  la  courbe 

•       •^  i=o. 


A»--c» 


qui  est  la  courbe  focale  relative  au  plan  des  3cy.  Donc 
cette  droite  enveloppe  la  développée  de  la  courbe  focale 
considérée. 

Démonstration  géométrique. 

On  sait  qu'un  foyer  est  une  sphère  de  rayon  nul  dou- 
blement tangente  à  la  surface  aux  points  où  la  directrice 
correspondant  à  ce  foyer  coupe  la  surface. 
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Considérons  deux  surfaces  homofocales  du  second  degré 
et  un  de  leurs  foyers  F  ;  à  ce  foyer  correspondra  une  di- 
rectrice différente  pour  les  deux  surfaces.  Imaginons  deux 
plans  tangents  aux  points  de  contact  de  la  sphère  avec 
chacune  des  deux  surfaces  :  ils  se  coupent  suivant  une 
droite  tangente  à  la  sphère  et  tangente  aussi  à  la  courbe, 
point  de  contact  de  chaque  plan  tangent  avec  la  sphère. 
Donc  la  droite  considérée  est  une  génératrice  de  la  sur- 
face développable  circonscrite  aux  deux  surfaces  homofo- 
cales ;  cette  droite  rencontre  les  deux  directrices  corres- 
pondant au  foyer  F  aux  points  où  elle  touche  chacune  des 
deux  surfaces;  donc  la  projection  de  cette  droite  sur  le 
plan  qui  contient  le  foyer  sera  la  droite  qui  joint  les  pieds 
des  directrices  ;  on  voit  d^ailleurs  que  les  pieds  des  deux  di* 
rectrices  et  le  foyer  sont  sur  une  même  ligne  droite,  pro- 
jection de  quatre  génératrices  de  la  surface.  On  sait  que 
la  ligne  qui  joint  un  foyer  au  pied  de  la  directrice  corres- 
pondante est  normale  à  la  conique  focale. 

Donc  la  projection  d'une  génératrice  de  la  surface  sur 
un  plan  principal  commun  aux  deux  surfaces  eweloppe 
la  développée  de  la  courbe  focale  relative  au  plan  prin- 
cipal considéré. 

ffote,  —  MM.  Albert  Sartiaux  et  Nouette,  élèTes  de  TÉcoIe  Polytech- 
nique, noue  ooi  adreaaé  des  démonstrations  analytiques  du-mème  théo- 
rème. 


Questions   700  et   719 

(Toir  p.  48)  ; 

Par  m.  h.  DURRANDE, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Ntmes. 

M.  Picart,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  a  donné 
dans  ce  recueil  (t.  III,  a^  série,  p.  53a)  une  très-élégante 
solution,  fondée  sur  des  considérations  de  Géométrie  infî- 
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nitésimale,  de  la  question  700,  posée  par  M.  Strebor.  Je 
trouve  aujourd'hui,  dans  le  numéro  de  janvier  i865,  une 
nouvelle  question  relative  à  la  même  surface,  et  qui  n*est 
qu'un  corollaire  de  la  précédente. 

Voici  une  autre  manière  d'arriver  à  ces  résultats;  elle 
est  fondée  sur  l'emploi  des  coordonnées  elliptiques. 

Soient 


\  7»        p^  —  V»       7»  —  V»  ' 

les  équations  d'un  systètne  triple  de  surfaces  homofocales 
et  ordiogonales  du  second  ordre;  p^  fij  v  sont  des  para- 
mètres variables,  et  ^j  y  des  constantes.  'On  supposera 
j3<7,  /5>7î0<f*<7»  e^  v<j3,  de  sorte  quelapre* 
mîère  des  équations  (i)  représente  un  système  d'ellip- 
soïdes homofocaux,  les  deux  autres  des  byperboloïdes  ; 
les  trois  surfaces  se  coupent  orthogonalement,  et  leurs 
intersections  sont  des  lignes  de  courbure  sur  chacune 
d'elles,  d'après  le  beau  théorème  de  M.  Ch.  Dupin. 

Par  chaque  point  (a:,  jr,  z)  de  l'espace  passent  trois 
surfaces  du  système  (i)  qu'on  obtiendrait  en  résolvant  les 
équations  du  système  (i)  par  rapport  à  p,  |x,  v,  et  en  ex* 
primant  ces  trois  quantités  en  fonction  des  coordonnées 
particulières  du  point  donné.  Réciproquement,  étant 
données  des  valeurs  de  |9,  |x,  v,  satisfaisant  aux  conditions 
ci-dessus,  on  en  déduit  les  valeurs  des  coordonnées  du 
point  (x^y^  z)  où  se  coupent  les  trois  surfaces  (p),  (|x), 
(v).  C'est  pourquoi  Ton  peut  considérer  les  paramètres 
variables  p,  |x,  v  comme  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'espace.  Toute  relation  entre  p,  fi,  v  représentera  une 
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surface,  dont  on  traduira  Véquation  en  coordonnées  rec- 
tilignes  en  remplaçant  p,  {ij  v  par  leurs  expressions  en 
x^jr,  Zj  tirées  des  équations  (i).  Ainsi  p  =c  représente 
un  des  ellipsoïdes  représentés  par  la  première  des  équa- 
tions (i)  \  de  même  fx  =  c',  v  =  c"  représentent  deux  hy- 
perboloïdes  homofocaux. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  trouver,  en  fonction  de 
p,  fi,  V,  Téquation  de  la  surface,  lieu  des  sections  circu- 
laires diamétrales  des  ellipsoïdes  (jo).  Pour  Tobtenir,  il 
suffit  de  remarquer  que  ces  cercles  sont  les  intersections 
des  ellipsoïdes  (p)  par  les  spbères 

»  ««-h^»4- «•  =  ?»  — PS 

ayant  pour  rayons  les  demi-axes' moyens  des  ellipsoïdes^ 
donc  on  obtiendra  Téquation  de  la  surface,  que,  pour 
abréger,  je  désignerai  par  S,  en  éliminant  p  entre  Téqua- 
tion  (a)  et  la  première  du  groupe  (i).  Mais  cette  élimi- 
nation se  fait  d'une  manière  très-élégante,  en  remarquant 
que  les  équations  (i)  donnent  la  relation 

^ -h  J^" -H  «*  =  p' -f- f*» -h  V»  —  p' —  7% 

qui,  combinée  avec  Téquation  (2),  donne 

(3)  ^>-t.v>  =  7'. 

Cest  précisément  Téquation  de  S. 

La  forme  seule  de  cette  équation  fournit  immédiate- 
ment la  démonstration  des  théorèmes  de  M.  Strebor. 

I®  La  surface  S  coupe  orihogonalement  les  ellip- 
soides  {p).  (Quest.  700.) 

On  sait  qne  pour  que  deux  surfaces 


Digitized 


by  Google 


(  "8) 
se  coupent  orthogonalement,  on  doit  avoir 

dx   dx       dy  df        dz    dz 
Or,  dans  le  cas  actuel,  cette  relation  devient 

]       ^Idx  dx^  dx  dr        dz   ds]\^ 

[  ^    Idx  dx^  df   df^dz   dz\  ] 

qui  est  identiquement  vérifiée  en  vertu  des  équations  (i). 

a^  Les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  communs 
à  la  surface  S  et  aux  ellipsoïdes  (p)  sont  les  lignes 
de  courbure  communes  aux  hyperboloïdes  (fx)  et  (v). 
(Quest.  719.) 

Désignons  par  c*  une  constante  comprise  entre  |3  et  7; 
pour  |x  =:  c'y  on  déduit  de  l'équation  (3) 

v»=r7«  — c'«  =  c"'; 

on  peut  disposA*  de  c'  de  manière  que  cf^  soil  <^  j3  ;  et  on 
voit  alors  que  les  équations 

représentent  deux  hyperboloïdes,  l'un  à  une  nappe  et 
l'autre  k  deux  nappes,  du  système  (1),  dont  l'intersection, 
qui  est  une  ligne  de  courbure  sur  chacun  d'eux,  est  tout 
entière  sur  la  surface  S.  D'ailleurs,  cette  intersection  est 
normale  à  tous  les  ellipsoïdes  (p)  *,  donc  elle  coupe  ortho- 
gonalement toutes  les  lignes  de  courbure  de  ces  ellipsoïdes, 
et  en  particulier  les  cercles  communs  à  la  surface  S  et  aux 
ellipsoïdes  (p). 
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TlidBlHB  SUR  L  VEXAGONE. 


Quand  un  hexagone  est  inscrit  dans  un  cercle,  le 
produit  des  diagonales  qui  joignent  les  sommets  oppo- 
sés est  égal  à  la  somme  des  produits  de  chacune  de  ces 
diagonales  par  les  deux  côtés  qui  n^ont  auec  elle  aucune 
extrémité  commune,  plus  le  produit  des  côtés  de  rang 
pair^  plus  le  produit  des  côtés  de  rang  impair. 

Démonstration.  —  Soit  ABCDEF  Thexagone  en  ques- 
tion. Je  construis  le  triangle.  ACE.  Appliquant  le  théo- 
rème de  Ptolémée  à  chacun  des  quadrilatères  qu'on  peut 
former  avec  deut  côtés  de  ce  triangle  et  deux  côtés  de 
l'hexagone,  j^ai  les  équations 

—  AD.ECH-DE.AC^-CD.AE  =  o, 
AB.EC—  BE.AC  -h  BC.AE  =  o, 
AF.EC  +  EF.AC  —  CF.  AE  =  o. 

Ces  équations  étant  homogènes  relativement  à  EC,  AC, 
AE,  il  en  résulte 


AD 

DE 

CD 

AB 

—  BE 

BC 

AF 

EF 

—  CF 

=  o, 


d'où 

AD.BE.CF  =  AD.BC.EF-hBE.AFXD-hCF.AB.DE 
-fAB. CD. EF4-BC.de. FA. 

Note.  —  Ce  théorème  fait  l'objet  de  la  question  431, 
résolue  t.  XVII,  p.  263.  La  démonstration  précédente 
semble  préférable  à  celle  qu'on  lit  à  Fendroit  cité,  parce 
qu'elle  n^ exige  que  trois  équations  au  lieu  de  quatre  et 

Ann.  de  Mathémal.,  a«  série,  t.  IV.  (Mars  i865.)  Q 
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qu'elle  donne  la  relalion  sous  forme  de  déterminant,  ce 
qui  est  très-précieux,  comme  chacun  sait. 

On  déduit  de  ce  théorème  une  relation  analogue  à  la 
précédente,  entre  les  aires  des  triangles  ayant  un. sommet 
commun  et  pour  bases  les  côtés  et  les  grandes  diagonales 
d'un  hexagone  plan  quelconque.  J'ai  donné  cette  relation 
t.  XV,  p.  378.  P. 


CORRESPONDMCB. 


1.  Nous  prions  les  personnes  qui  veulent  bien  nous 
envoyer  des  questions  pour  être  proposées  à  nos  abonnés, 
de  vérifier  chaque  énoncé  avec  le  plus  grand  soin.  Une 
expérience  récente  nous  a  appris  qu*on  pouvait  perdre 
beaucoup  de  temps  en  cherchant  &  démontrer  des  propo- 
sitions dans  lesquelles  un  mot  a  été  substitué  à  un  autre 
par  inadvertance  ou  dont  Ténoncé  pèche  par  l'omission 
de  quelque  condition  qui  en  limite  la  généralité. 

Nous  recommandons  à  nos  correspondants  d^écrire  lisi- 
blement et  de  mettre  sur  des  feuilles  séparées  les  diverses 
questions  qu'ils  résolvent.  Cela  nous  est  indispensable 
pour  le  classement.  Les  élèves  ne  doivent  pas  oublier 
qu'une  question  n'est  qu'à  moitié  résolue  lorsqu'on  n'a 
pas  discuté  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants. 

2.  M.  Mention  a  démontré,  en  décembre  x864»  que  le 
lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  tangentes  aux 
côtés  d'un  triangle  est  ce  qu'il  appelle  cercle  des  hauteurSy 
théorème  déjà  donné  par  lui  en  i85o  (voir  Nouvelles  An- 
nales^ t.  IX,  p.  7) .  M.  Mathieu  nous  écrit  à  cette  occasion  : 
«  Faute  d'avoir  examiné  d'une  manière  suffisante  le  cercle 
que  M.  Mention  nomme  cercle  des  liauteurs^  il  m'avait 
échappé  qu'il  se  confond  avec  le  cercle  conjugué  dans  le 
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cas  du  triangle  ohtusangle.  Dans  le  triangle  acutangle, 
c  est  antre  chose^  puisque  le  cercle  des  hauteurs  est  réel, 
tandis  i{ue  le  cercle  conjugué  devient  imaginaire.  Le  cer- 
cle conjugué  est  donc  bien  moins  général  que  le  cercle  des 
hauteurs,  et  il  conviendrait  sans  doute  de  se  servir  plu- 
tôt du  terme  de  cercle  conjugué  que  du  terme  de  cercle 
des  hauteurs  pour  représenter  un  lieu  qui  doit  devenir 
imaginaire  quand  le  triangle  devient  acutangle,  »  M.  Men- 
tion adhère  complètement  aux  vues  de  M.  Mathieu,  et 
sacrifie  une  dénomination  qu'il  n'avait  adoptée  que  pour 
ahr^er,  à  une  époque  où. les  propriétés  du  cercle  con- 
jugué n'avaient  pas  encore  été  étudiées  par  les  géomè- 
tres. Ajoutons,  pour  quelques-uns  de  nos  lecteurs,  qu'un 
c^xJe  et  un  triangle  sont  conjugués,  lorsque  chaque  som- 
met du  triangle  est,  relativement  à  ce  cercle,  le  pôle  du 
côté  opposé. 

3.  M.  Gerhardt,  élève  de  Sainte-Barbe  (classe  de 
M.  Moutard),  démontre  le  théorème  suivant  :  Si  par  un 
point  O  pris  dans  le  plan  d^une  conique  on  mène  quatre 
droites  y  OAa,  0B&,  OCc^  ODd  coupant  la  conique 
aux  points  A,  a,  B,  by  etc.,  le  point  de  rencontre  des 
droites  fr  A,  Kc  et  le  point  de  rencontre  des  droites  aB, 
cD  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  O. 

M.  Gerhardt  démontre  bien  simplement  son  théorème 
en  mettant  Péquation  de  la  conique  sous  la  forme 

ap— 7'=:o. 

Il  en  déduit  diverses  conséquences  et  un  théorème  corré- 
latif. 

Le  théorème  de  M.  Gerhardt  peut  encore  se  démontrer 
avec  une  grande  facilité  en  supposant  que  la  conique  se 
réduise  à  un  cercle  et  que  le  point  O  passe  à  l'infini.  Par 
la  méthode  des  pix>jections  on  étend  ensuite  le  théorème 
aux  autres  sections  coniques. 

9- 
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4.  Un  correspondant  qui  ne  veat  pas  être  nommé  nous 
adresse  quelques  réflexions  au  sujet  d*un  Rapport  fait  par 
une  Commission  chargée  d'examiner  les  copies  couron- 
nées au  concours  général  en  Mathématiques  spéciales  et 
eu  Mathématiques  élémentaires  depuis  i83o  jusqu'à  i863.. 

11  résulte  de  ce  Rapport  qu'on  a  obtenu  :  i*^  d'excellents 
résultats  lorsqu'on  a  posé  aux  candidats  des  questions 
intéressantes  et  de  nature  k  favoriser  l'esprit  d'invention  -, 
1^  des  résultais  médiocres,  quand  on  a  proposé  des  ques- 
tions du  cours,  ne  sollicitant  pas  assez  l'initiative  des 
candidats;  3°  des  résultats  très^mauvais,  quand  les  ques* 
tions  s'adressaient  seulement  à  la  mémoire  des  élèves, 
ou  exigeaient  des  calculs  très -laborieux.  Pas  n'était 
besoin,  ajoute  notre  correspondant,  de  réunir  des  gens 
d'esprit,  de  leur  faire  construire  des  courbes  et  calculer 
des  moyennes^  pour  arriver  â  de  pareilles  conclusions. 
Nous  sommes  parfaitement  de  son  avis.  Le  simple  bon 
sens  indique  combien  importe  le  choix  judicieux  des 
questions  posées  dans  un  concours.  M»  Terquem  n'avait 
pas  eu  besoin  de  statistique  pour  critiquer  les  composi- 
tions données  vers,i853,  et  où  le  mérite  des  candidats 
se  jugeait  sur  le  plus  ou  moins  d'habitude  qu'ils  avaient 
de  manier  les  Tables  de  logarithmes.  Les  concours  gé- 
néraux pouvaient  faire  croire  que  l'enseignement  mathé- 
matique avait  beaucoup  baissé  en  France  depuis  une  di- 
zaine d'années.  La  lecture  des  Nouvelles  Annales^  où 
tant  de  questions  difficiles  sont  habilement  résolues  par 
des  élèves,  prouve  heureusement  le  contraire. 

5.  M.  Réalis,  ingénieur  à  Turin,  nous  écrit  : 

((  M.  Catalan  a  parfaitement  raison  d'observer  que  le 
procédé  que  j'expose,  page  4^9  du  tome  précédent,  se 
trouve  indiqué  dans  le  Manuel  àes  candidats  à  F  École 
Polytechnique]  et,  certes,  si  j'avais  eu  cet  excellent  ou- 
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vrage  sous  les  yeux  lorsque  je  vous  ai  envoyé  ma  Note  sur 
la  décomposition  des  fractions  rationnelles,  j'aurais  sup- 
primé la  première  partie  de  cette  Note. 

»  Mais  qu'il  me  soit  permis  d'ajouter  que  ce  n'est  point 
contrairement  à  mon  opinion  que  le  savant  professeur 
dit  que  le  calcul  des  dérivées  successives  delà  fraction.... 
est  presque  toujours  fort  compliqué.  Si  Ton  veut  bien  se 
reporter  à  Farticle  cité,  on  verra  que  je  n'y  donne  point 
le  procédé  en  question  comme  constituant  une  méthode 
pratique  ou  nouvelle  de  décomposition  ;  je  rappelle  les 
formules  de  V  Algèbre  supérieure  et  je  dis  :  Cette  manière 
depan»enirà  F  expression  algébrique  des  numérateurs 

des  fractions est,  cerne  semble,  plus  expéditiife  et 

plus  simple  que  celle  qui  on  trouve  exposée  y  etc.  Mon  but 
n'était  donc  cpie  de  simplifier  la  démonstration  de  for- 
mules connues,  précieuses  au  point  de  vue,  théorique, 
mais  qui,  évidemment,  ne  se  prêtent  pas  commodément  à 
la  décomposition  effective.  Or,  cette  simplification  avait 
déjà  été  faite.  » 

6.  Extrait  d*une  lettre  de  M,  Mannheim.  —  «...  Vous 
pourriez  appeler  ratlention  des  élèves  sur  Tobscrvalion 
suivante  : 

»  On  n  altère  pas  le  résultat  de  la  solution  d'une 
question^  lorsquonjait  varier  les  éléments  qid  ne  sont 
pas  intervenus  dans  le  développement  de  cette  solu- 
tion. 

»  En  voici  une  application  :  Quel  est  le  lieu  des  centres 
des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  fixes? 

n  Soient 
(i)  S  =  o, 

(a)  S'=o, 

les  équations  de  deux  coniques  :  l'équatioii 

(3)  *  S.+  XS'  =  o 
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représente,  lorsqu'on  donne  k  X  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, le  faisceau  des  coniques  qui  passent  par  les  points 
communs  aux  deux  premières. 

»  Pour  déterminer  le  lieu  des  centres  de  ces  courbes, 
on  élimine  X  entre  les  dérivées,  prises  par  rapport  i  x  et, 
ky,  de  Téquation  (3). 

»  On  trouve  ainsi  que  le  lieu  est  une  courbe  du  se- 
cond degré.  Celte  courbe  passe  par  tes  points  de  ren- 
contre des  droites  qui  réunissent  deux  à  deux  les  quatre 
points  communs  à  toutes  les*  coniques  du  faisceau  et  par 
les  milieux  de  ces  droites.  Observons  maintenant  que 
les  termes  indépendants  dans  les  équations  (i)  et  (d)  ne 
sont  pas  intervenus  dans  les  dérivées  de  Téquation  (3). 
Diaprés  ce  qui  précède,  notre  lieu  ne  sera  pas  changé  si 
nous  modifions  ces  quantités  indépendantes,  et  si  nous 
prenons  pour  les  équations  des  deux  premières  coniques 

S-f-fi  =  o,    S'-i-v=:o, 

dans  lesquelles  ft  et  v  sont  deux  constantes  arbitraires. 
Interprétons  géométriquement  ce  résultat  analytique. 
L'équation 

S4-p  =  o, 

lorsqu'on  fait  varier  fx,  représente  des  coniques  concen- 
triques semblables  a  la  conique  dont  l'équation  est  (x)  et 
semblablement  placées  :  indiquons  ces  courbes  en  disant 
qu*elles  font  partie  du  faisceau  A. 

»  De  même,  indiquons  les  coniques  représentées  par 
Téquation  • 

S'-|-V=:0, 

en  disant  qu'elles  font  partie  du  faisceau  B. 

»  Le  résultat  de  notre  observation  peut  alors  $*énoncer 
ainsi  : 

»  Quelles  que  soient  les  deux  courbes  des  faisceaux  A 
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et  B  prises  pour Jlxer  quatre  points,  les  coniques  passant 
par  ces  quatre  points  auront  leurs  centres  sur  une  courbe 
unique  du  second  degré  (C). 

»  Si  les  deux  premières  courbes  des  faisceaux  Â  et  B 
sont  tangentes  entre  elles,  leur  point  de  contact  appar- 
tiendra à  (C);  donc  : 

»  Les  points  oh  les  courbes  du  faisceau  A  sont  touchées 
parles  courbes  du  faisceau  B  sont  sur  la  conique  (C). 

V  De  là  on  déduit  le  nombre  des  coniques  du  faisceau  B 
qui  touclient  une  conique  fixe. 

»  Si  les  courbes  du  fkisceau  B  sont  des  circonférences 
concentriques^  les  points  où  elles  touclient  les  courbes 
du  faisceau  A  ne  sont  autres  que  les  pieds  des  normales 
abaissées,  sur  ces  courbes,  du  centre  fixe  de  toutes  les 
courbes  B;  donc  : 

»  Lg  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d^un  point 
fixe  sur  des  coniques  concentriques  semblables  et  sem^ 
blablement  placées  est  une  conique» 

»  On  déduit  de  là  qu'on  peut  mener  quatre  normales  à 
une  conique  par  uin  point  pris  dans  le  plaA  de  cette  oottrbe. 

»  Fixons  une  conique  du  faisceau  A;  le  lieu  des  nà- 
Ueux  des  cordes  communes  à  cette  courbe  et  aux  courbes 
du  faisceau  B  est  la  conique  (C);  cette  courbe  est  aussi 
le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  cordes  communes, 

»  Il  serait  bon  d'engager  les  élèves  à  vous  envoyer  l'ex- 
tension, au  cas  de  l'espace,  des  considérations  qui  pré- 
cèdent^ ils  trouveront  ainsi  très-simplement  que  d'un 
point  on  peut  mener  six  normales  à  une  surface  du  se- 
cond degré. » 
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BULLETIN. 

(TouB  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouTent  à  la  librairie 
de  Gauthiet'-Yillars,  quai  des  Augustins,  55.) 


PoKCELET  (J.-V.).  —  jippUcations  d^Analyse  et  de 
Géométrie  qui  ont  serui  de  principal  fondement  au 
Traité  des  Propriétés  projectwes  des  figures,  avec 
des  additions  par  MM.  Mannheim  et  Moutard. 
Paris,  i86i-64«  a  vol.  in-8  de  xiv-564  et  Tiii-602 
pages.  Librairie  et  imprimerie  de  Gauthier-Villars. 
—  Prix  :  ao  francs. 

M.  Poncelet  est  du  petit  nombre  des  géomètres,  doués  de 
Tesprit  d'invention,  qui  ont  enrichi  la  science  de  méthodes 
neuves  et  fécondes.  L'un  des  premiers  parmi  nous  il  a  donné 
à  la  Géométrie  pure  ce  caractère  de  généralité  qu'on  croyait  ne 
pouvoir  appartenir  qu'à  l'Analyse.  Le  Traité  des  Propriétés  pro- 
jectiles des  figures  et  les  Mémoires  sur  la  théorie  générale  des 
polaires  réciproques^  sur  les  centres  clés  moyennes  harmoniques, 
sur  Vanaljse  des  transversales^  sont  des  modèles  d^exposition, 
où  les  vérités  naissent,  se  développent  et  se  multiplient  avec 
une  merveilleuse  facilité.  C'est  véritablement  un  charme. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  M.  Poncelet  s'est  révélé  géo- 
mètre méritent  d*étre  notées.  Sorti  depuis  deux  ans  de  l'École 
Polytechnique,  sous- lieutenant  du  génie,  il  faisait  partie  de  cette 
expédition  de  Russie  qui  devait  être  si  fatale  à  la  France,  lorsque 
le  sort  des  combats  le  rendit  prisonnier  des  Russes.  On  le  trans- 
porta dans  la  ville  de  SaratofT,  où  on  lui  donna  un  gîte  peu 
agréable  sans  doute,  mais  très- favorable  à  la  méditation.  Là, 
pour  se  distraire  de  ses  propres  malheurs  et  de  ceux  de  sa  pa- 
trie, le  jeune  sous- lieutenant,  sans  livres,  sans  secours  étran- 


Digitized 


by  Google 


(  «37  ) 
ger,  reprit  une  à  une  les  matières  de  ses  anciennes  études 
mathématiques,  dont  une  partie,  au  milieu  du  fracas  des  armes, 
a^ait  déjà  fui  de  sa  mémoire,  puis  il  aborda  des  sujets  nouveaux. 
Cest  dans  cette  captivité,  qu'on  nous  permettra  d'appeler  heu- 
reuse, que  M.  Poncelet  a  jeté  les  bases  de  ses  plus  remar- 
quables travaux*  Dès  Tannée  i8i3  on  peut  dire  que  le  Traité 
des  Propriétés  projeetipes  était  fait,  pour  le  fond  du  moins,  si- 
non pour  la  forme.  Certes,  en  lisant  ce  livre  célèbre,  où  les 
vérités  découlent  si  naturellement  de  quelques  principes  géné- 
raux, on  ne  se  douterait  pas  que  des  théories  si  faciles  sont 
le  résultat  de  calculs  immenses,  poursuivis  avec  cette  ténacité 
qae  peut  seule  donner  le  séjour  d'une  prison,  mais  aussi  avec 
une  sagacité  qui  révélait  déjà  un  géomètre  du  premier  ordre. 
Mais  une  fois  maître  des  résultats,  M.  Poncelet  a  compris  qu'il 
devait  exister  dés  moyens  simples  d'y  parvenir  :  il  les  a  cher- 
chés et  a  eu  le  bonheur  de  les  trouver.  On  s'extasie  quelquefois 
à  la  Yue  de  longs  Mémoires  où  s'étalent  des  calculs  sans  fin, 
et  l'on  y  voit  la  preuve  d'un  grand  travail  et  d'une  grande 
force  de  tête.  C'est  souvent  une  erreur.  L'auteur  s'est  presque 
toujours  borné  à  copier  son  cahier  de  pioche,  en  y  joignant 
quelques  phrases  pour  lier  les  calculs;  mais  il  ne  s'est  pas 
donné  la  peine  de  rédiger  et  de  coordonner.  Son  travail,  peut- 
être  utile,  ne  restera  pas  sous  sa  forme  actuelle  :  il  apporte  des 
matériaux  ;  d'autres  construiront  l'édifice. 

Les  méthodes  faciles^  simples,  qui  paraissent  naturelles,  sont 
comme  le  style  facile  :  on  y  arrive  difGcilement.  Telle  démons- 
tration qui,  dans  le  Traité  publié  en  1822,  se  réduit  à  quel- 
ques lignes,  a  peut-être  plus  coûté  à  son  auteur  que  tel  long 
développement  analytique  qui,  se  trouvant  trop  à  l'étroit  dans 
une  page  du  format  in-8,  occupe  tout  un  grand  tableau  annexé 
au  texte  (*). 

Après  un  laps  de  cinquante  ans,  M.  Poncelet  a  cru  devoir 
livrer  à  l'impression  les  cahiers  mêmes  où  il  avait  consigné  ses 
découvertes,  sous  leur  forme  primitive.  Malgré  leur  ressem- 


(*)  Voir  p.  170,  3 16,  339j  335  du  premier  volume. 
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sembknoe  inérilable  ayec  le  Traité  des  Propriétés  proJecUpes, 
les  Jpplicatàions  dû  Géométrie  et  éC Analyse  ocmstitiieat  on  on- 
vrage  nonveau  à  bien  des  égards.  Si  les  résnltau  sont  les 
mêmes»  le  point  de  vue  est  différent;  on  y  soit  la  marcbe  de 
l'invention,  et  jusqu'à  ses  tâtonzienients,  esposés  avec  la  plus 
entière  bonne  foi.  Les  professeurs  sanront  gré  à  Fauteur  de 
leur  offrir  un  grand  nombre  d'ezerdioes  propres  à  montrer  aux 
élèves  les  avantages  et  les  inconvénients  des  diverses  méthodes 
que  Ton  peut  employer  pour  résoudre  la  môme  question  (*)• 
Enfin  où  trouvera  dans  les  notes  critiques,  historiques  et  phi» 
losophiques  de  M.  Poncelet  d'utiles  renseignements  et  d'impor- 
tants sujets  de  méditation. 
Voici  le  contenu  des  deux  volumes  : 

Premier  volume. 

Premier  cahier.  —  Lemmes  de  Géométrie  synthétique  (i8i3). 

Deuxième  cahier. — Lemmes  de  Géométrie  analytique  (  1 8 1 3}. 

Troisième  et  quatrième  cahier.  *-  Propriétés  descriptives  des 
simples  coniques  (  1 8 1 3 }  • 

Cinquième  et  sixième  cahier.  —  Propriétés  descriptives  des 
doubles  coniques  et  principes  de  projection  centrale  qui  s*y 
rapportent*  —  Polygones  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  à  des 
coniques  (i8i3). 

Septième  cahier,  —  Extrait  résumé  des  précédents  cahiers 
(juin  i8i4). 

Souvenirs^  Notes  et  additions,  —  Ici  se  placent  trois  Notes 
intéressantes  :  Tune  de  M.  Blannheim,  sur  les  polygones  inscrits 
et  circonscrits  aux  courbes  planes;  les  deux  autres  de  M.  Mou- 
tardy  sur  le  rapprochement  entre  les  principales  méthodes  de 
Géométrie  pure  et  celles  de  l'Analyse  algébrique  et  sur  les  poly- 
gones à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  à  des  coniques. 


C*)  Gomme  problème  d^une  ^ande  difficulté  analytique  et  quo  Fau- 
teur arrive  à  traiter  complètement»  nous  citerons  la  recherche  du  lieu 
des  points  qui,  pris  pour  centre  de  projection,  permettent  de  projeter 
deux  coniques  auiirant  deux  cercles. 
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Deuxième  ^volume. 

Premier  eahicn  —  Application  des  principes  de  projection  et 
du  principe  de  continnité  à  la  recherche  et  à  la  démonstration 
des  propriétés  des  figures  pol^onales  mobiles  sous  diverses 
conditions  (i8i4  à  i8i5). 

Deuxième  cahier.  — -  Méthode  des  transversales  appliquée  aux 
courbes  géométriques  (i8i5  à  1816). 

Trahième  cahier,  -«-  Sur  la  loi  des  signes  de  position  en  Géo«- 
iiiétrie(i8i5  à  1817). 

Quatrième  cahier,  —  Considérations  philosophiques  et  tech- 
niques sur  le  principe  de  continuité  dans  les  lois  géométriques 
(i8i8ài8ig). 

Gnquième  cahier.  — >  Essai  sur  les  propriétés  projectivea  des 
sections  coniques.  (Présenté  à  l'Iustitut  le  i*'  mai  1820.) 

externe  cahier,  —  Articles  divers  extraits  des  Annales  de 
Gergonne  (1817  à  1822). 

Septième  et  dernier  cahier. —  Polémique  et  fragments  divers. 

Tel  est,  autant  que  le  peu  d'espace  dont  nous  pouvons  dbpo- 
ser  permet  de  l'indiquer^  l'ouvrage  du  profond  géomètre.  Nous 
ne  voudrions  mêler  aucune  critique  à  nos  éloges,  mais  il  nous 
est  impossible  de  passer  sous  silence  quelques  notes  chagrines, 
ou  Tauteur  se  montre  d'une  sévérité  excessive  envers  les  vivants 
et  les  morts*  Nous  regrettons  principalement  qu'il  se  soit  montré 
si  dnr  pour  Cauchy,  un  des  grands  mathématiciens  de  notre 
époque.  Mais  un  sentiment  que  le  lecteur  comprendra  nous  em- 
pêche d'insister  sur  ce  point  et  de  combattre  en  détail  le  plai- 
doyer de  M.  Poncelet  pro  domo  sud.  Il  7  a  sans  doute  dans 
Taction  de  se  plaindre  une  certaine  douceur  qui  nous  est  incon- 
nae,  puisqu'un  savant  illustre,  universellement  admiré  et  es- 
timé, parvenu  au  comble  des  honneurs  scientifiques,  se  plaint 
amèrement  de  ses  ccÉtradicteurs  comme  s'ils  l'avaient  empéclié 
de  parvenir.  P. 
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II. 

PoNCELET  (J.-V.).  —  Traité  des  Propriétés  projectiles 
des  figures^  ouvrage  utile  à  ceux  qui  s'occupeut  des 
applications  de  la  Géométrie  descriptive  et  d'opérations 
géométriques  sur  le  terrain.  Tome  P*".  a^  édition,  revue, 
corrigée  et  augmentée  d'annotations  nouvelles.  In -4 
de  xxxii-4a8  pages  et  12  planches.  1 865.  Imprimerie 
et  libraiVie  de  Gauthier-Villars.  —  Prix  :  4o  francs 
les  deux  volumes. 

Inutile  de  faire  Téloge  d'un  monument  scientifique,  dont  la 
réputation  est  universelle.  Le  livre  manquait  depuis  longtemps 
dans  le  commerce  et  atteignait  aux  ventes  publiques  des  prix 
extraordinaires.  Les  géomètres  accueilleront  avec  reconnais- 
sance ce  magnifique  ouvrage,  sorti  des  presses  de  M.  Gauthier- 
Villars.  Le  second  volume,  qui  s'imprime,  contiendra  :  les 
'théories  générales  des  centres  de  moyennes  harmoniques,  de 
réciprocité  polaire,  de  Tanalyse  des  transversales,  et  leurs  prin- 
cipales applications  aux  piopriétcs  projectivcs  des  courbes  et 
des  surfaces  géométriques.  P. 

m. 

AuDOYWADD,  professeur  au  lycée  de  Poitiers.  —  Cosmo- 
graphie très^élémentaire  et  purement  descriptiv^e^etc, 
'2*  édition 5  i865.  In-iade  viij-108  pages  et  10  pi. 

Ouvrage  destiné  aux  élèves  des  classes  littéraires  des  lycées 
et  aux  gens  du  monde.  La  clarté  et  Texactitude  sont  ]es  princi- 
pales qualités  de  ce  petit  Traité  qui  nous  paraît  très -bien  con- 
venir au  but  que  s'est  proposé  Tauteur.  P. 
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724.  Ëlant  donnés  un  point  quelconque  o,  ei  la  courbe 
d'îuterseclion  d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  or- 
dre, le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  o  et  pour  direc- 
trice la  courbe  donnée  coupe  la  sphère  suivant  une 
deuxième  courbe  située,  comme  la  première,  sur  une 
infinité  de  surfaces  du  second  ordre. 

Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  que  les  axes  de 
chacune  de  ces  nouvelles  surfaces  sont  parallèles  aux 
normales  que  Ton  peut  mener  en  o  aux  trois  anallag- 
maUques  du  quatrième  ordre,  passant  par  ce  point,  qui 
ont  Tpour  focale  la  courbe  donnée.  (  Moutàkd.  ) 

72S.  Résoudre  algébriquement  Téquatlon 

(Lebasteuk.) 

736.  Sur  la  surface  lieu  des  sections  circulaires  diamé- 
trales des  ellipsoïdes  appartenant  à  .un  système  homofo- 
cal,  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  cercles  sont  des 
courbes  dont  chacune  est  une  ligne  de  courbure  de  deux 
hyperboloïdeshomofocaux  avec  les  ellipsoïdes. 

(Streboe.) 

727.  Soit  AB  un  diamètre  d^un  cercle  et  C  le  centre,  et 

soit  pris  sur  ce  diamètre  CP  =  -^  AC.    Ayant  tiré  une 

droite  quelconque  par  P  rencontrant  la  circonférence 
en  Q,  R,  menons  les  droites  BR  et  QG,  et  soit  S  le  point 
de  rencontre  de  QC  prolongé  avec  BR.  En  désignant 
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Tangle  BSQ  par  <p,  et  Tangle  CBS  par  (f ,  il  faut  prouver 
que 

I  —  sin^»^^  /i  — sin^\* 

(SXREBOE.) 

728.  Soient  a,  |3,  y^  J,  c  les  racines  de  Téquation 
Si  l'on  a 

démontrer  que  la  racine  e  est  une  fonction  rationnelle  des 
coefficients  dé  Téquation  •  (  Micha£L  Robbats.  ) 

729.  Les  direcdons  des  axes  de  la  section  faite  par  le 
plan 

xcosa  -+- jcosp  -f-  ZC0S7  =  \, 

dans  la  surface 

Ax*-h  A'r*+ A'^a'-f-  ixByz  4-  2B'sr  +  aB'^a:^ 
-i-  aCa?  4-  2C>  4-  aC*  -H  D  =  o, 

sont  données  par  les  intersections  du  plan 

jTCOSa  4-J^cosp  -h  acos7  =  o 
avec  le  cône 

(Acos*p  4- A'cos'a  —  2B''oosacosp)  {«*sin»p— j^'sin'a) 
+(Acos*7  +  A^cos'a —  aB'cosacosY)  (i*  sînV  — ar»ain'7) 
+-(A'cos»7  -t-  A^cos'P  —  2  B  cosp  005  7)  (7'sin»7  —  z>  sin'P)=  0 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

730.  Supposons    que    5o,    ^19  •  •  m   représentent  les 
sommes  des  puissances  zéro,  première,  •  •  • ,  des  racines 
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•  -4-  «a,**-*  -f-  -^ «,«»-' 


1.3 


Si 


alors 


1.2.3 


<o, 


S%      Si      St 

'l    't   *» 

^        ^1        ^4 


>o. 


et  toutes  les  racines  de  la  dérivée  de  Tordis  {n  —  4)  ^^ 
cette  éqnatioD  sont  imaginaires. 

(MiCBÂEL  ROBE&TS.) 

73i*  Démontrer  qu'en  éliminant/ entre  les  équations 

4(«tf  —  4&rfH-  3<f»)(V-.  4«  -4-  ârf»)—  (tf/—  36<?  +  2crf)'=  o, 

3  [tfî(tft-.  ^)  4- 3ô^  (r/_  cA?)  +  4«^  (^— ce) 
+  a*"(if»— 6/)-h  5^»c«-t-3c^— 86c»J]  —  (ni?— 4W+3r»)»=o, 

on  est  conduit  à  Tun  ou  T  autre  des  résultats 

(a«  **  4^^+  3  €^Y  —  ^7  (flcstf  -f-  a  *crf  —  iwi'  —  tfè*  —  c^Y  =  o, 
a*(tfe-.4W+3e»)  — 3(A»  — iic)»=:o. 

(MiCHABL  RoSBftTS.) 

732.  En  posant 
H=5  «?  —  «««„ 
1  =  11,04 — 4^1^»+  3«J, 
J=a«03a«  +  aa,i7,a, — Otal^a^a^ — a\, 
K  =  4(ata4  —  4^1  <'•'+- 3  ^î)(^»''»'~'4^a«4  + 3^5) 

—  («o<I* 3aifl4+  auaéi,)*, 

L=raJ(ûJ fl,«i)4-3<loa,(/Ia<l»  — €I,fl4)  +  4^frta(ûî — o^a^) 
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démontrer  la  relation  suivante 

fl;L'  =  4H[H(P  — gP— 2lL-.HK)+tf.J(3L-P)] 

-*-ii;K(HI  +  a.JjH-//Jl(i2r-+-2lL  — P). 

(MiCHAEL  ROBEETS.) 

733.  Si  les  six  points  P,  Q,  A,  B,  C,  D  sont  sur  une 
même  conique,  les  points  d'intersection  des  droites  PA, 
QB-,  PB,  QA-,  PC,  QD;  PD,  QC  sont  sur  une  conique 
qui  passe  par  les  points  P  et  Q.  (Càylet.) 

734.  Trouver  la  condition  pour  qu'une  asymptote 
d^unc  conique  donnée  par  Téquation  générale  du  second 
degré  passe  par  l'origine.  (Sàlmon.) 

735.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  aux 
côtés  d'un  triangle,  et  telles,  que  les  normales  menées  par 
les  points  de  contact  se  rencontrent  en  un  même  point, 
est  une  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par  les  som- 
mets du  triangle,  le  centre  de  gravité,  le  point  d'intersec- 
tion des  hauteurs,  les  centres  des  cercles  inscrits  et  ezin- 
scrits,  1^  milieux  des  côtés,  les  milieux  des  hauteurs  (*), 

(Thomson.) 

736.  Soit  M  un  point  d'une  courbe,  et  M|  le  point 
correspondant  de  sa  transformée  par  rayon  vecteur  réci- 
proque par  rapport  à  un  point  O]  n,  rii  les  longueurs  des 
normales  à  ces  deux  courbes  comprises  entre  les  points  M 
et  Ml,  et  une  perpendiculaire  à  OM  menée  par  le  point  O  \ 
enfin,  p  et  pi  les  rayons  de  courbure  aux  points  M  et  Mf 
On  aura 

n      /i, 

P  Pi 

(NiCOLÀÏDÈS.) 

(*)  Cette  question  et  les  deux  précédentes  sont  extraites  du  journal 
The  educational  Timesy  août  1864. 
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ANALOGIKS  DB  LA  GÉOMÉTRIE  D«  PLAN  A  CBLLB 
DE  L'ESPACE; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


Les  problèmes  qui  font  Tobjet  de  cet  article  reçoivent 
an  double  intérêt  des  difficultés  analytiques  qu'ils  pré- 
sentent et  de  leur  construction  géométrique  jusqu'ici 
inachevée.  On  connaît  depuis  longtemps  cette  analogie, 
dont  le  premier  terme  est  dû  k  Newtou  :  «  Le  lieu  des 
centres  des  ellipses  inscrites  à  un  quadrilatère  étant  une 
droite,  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  inscrits  à  un 
système  de  sept  plans  est  un  plan  »  ;  et  cette  autre,  due 
pour  la  première  moitié  à  Steiner,  pour  la  seconde  à 
M.  Mention  :  «  Le  lieu  des  centres  des  ellipses,  inscrites 
à  un  triangle  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  de- 
meure constante,  étant  un  cercle;  le  lieu  des  centres  des 
ellipsoïdes  inscrits  a  un  système  de  six  plans,  et  dont  la 
somme  des  carrés  des  axes  est  constante,  est  une  sphère». 
n  restait  à  compléter  ces  analogies;  et,  comme  on  sait 
construire  dans  le  plan  la  droite  ou  le  cercle  des  centres, 
à  construire  aussi  dans  Tespace  le  plan  ou  la  sphère  des 
centres,  à  Taide  des  plans  donnés.  Question  difficile,  dont 
une  solution  imprévue  pouvait  naitre,  sans  doute,  de  la 
Géométrie,  ou  du  hasard  ;  mais  qui  paraissait  se  dérober 
au  calcul.  Si  Ton  aborde,  en  efiet,  par  la  voie  analytique 
ordinaire,  la  détermination  de  Tun  quelconque  des  lieux 
géométriques  précédents,  on  se  trouve,  dès  le  début,  en 
présence  d'éliminations  à  peu  près  irréalisables.  Et  bien 
que  Ton  puisse  en  venir  à  bout  à  Taide  de  certaines  rela- 
tions dites  d'identité,  calculées  d'abord  par  M.  Tcrquem 
Amm.  de  Haïkémat.,  2*  série,  t.  IV.  (AtHI  i865.)  lo 
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pour  les  courbes  du  second  ordre,  par  M.  Menlion  pour 
les  surfaces;  Textrème  complication  des  calculs  permet 
seulement  de  reconnaître,  dans  chaque  cas,  la  nature  du 
lieu.  C*est  ainsi  que  M.  Mention  a  pu  constater  l'exis- 
tence d'une  sphère  des  centres,  analogue  au  cercle  de 
Steiner;  mais  sans  apercevoir  la  position  du  centre  de 
cette  sphère  par  rapport  aux  six  plans  donnés. 

On  peut  traiter  tous  ces  problèmes  par  une  méthode 
directe,  n'exigeant  que  très-peu  de  calcul  et  prenant  son 
point  de  départ  dans  l'interprétation  géométrique  des 
équations  de  la  tangente  à  l'ellipse,  ou  du  plan  tangent  à 
Tellipsoïde,  rapportés  à  leurs  axes  de  figure;  équations 
bien  connues  et  que  Ton  peut  transporter  ensuite  à  des 
axes  quelconques.  On  est  ainsi  conduit,  pour  les  lieux 
analogues  de  la  Géométrie  des  courbes  et  des  surfaces  du 
second  ordre,  k  des  équations  de  même  forme,  telles  que 

y>P»=o  et    y\p>  =  o, 

OU  encore 

2]' XP»  =  fl' -h  ^'     et     ^\P*  =  a^'\-ij'^cK 

Et  cette  similitude,  déjà  remarquable  par  elle-même, 
présente  en  outre  ici  cet  avantage,  que  les  considérations 
à  l'aide  desquelles  on  peut,  dans  le  plan,  déduire  de  la 
seule  forme  de  son  équation  la  position  du  lieu  des  centres 
par  rapport  aux  données  géométriques  de  la  question,  se 
trouvent  naturellement  indiquées  comme  devant  être 
essayées  aussi  quand  on  aura  â  étudier  la  position  du  lieu 
correspondant  de  Fespace.  Or,  il  arrive  que  cet  essai 
réussit;  et  que  ces  mêmes  considérations  suffisent  pour 
faire  apparaître  tous  les  détails  de  position,  essentiels 
ici,  qui  paraissaient  d'abord  cachés  dans  l'équaiion  du 
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lieu.  On  parvient  de  la  sorte  à  une  première  solution  de 
oe  problème  :  Construire  le  centre  de  V ellipsoïde  défini 
par  neuf  pla  ns  tangents . 

I. 

1.  L'ellipse  (aa,  ^b)  étant  rapportée  à  ses  axes  de 
'figure,  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  peut  être  re- 
présentée par  Téquation  connue 


xcosa  -H  J^sina  =  P  =  y^a'cos^a  -|-  ^'sin'a  : 

et  désignant  Finclinaison  sur  Taxe  2 a  de  la  normale  cor- 
respondante N,  et  P  =  v^a*cos*a  -4-  A*sin*a  la  distance 
du  centre  de  Tellipse  à  la  tangente.  Traduisant  cette  va- 
leur de  P  en  langage  ordinaire,  on  peut  dire  que  le  carré 
de  la  distance  du  centre  de  V ellipse  à  l'une  quelconque 
de  ses  tangentes  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
produits  de  chacun  des  demi-axes  de  la  cow^be  par  le 
cosinus  de  V  angle  formé  par  la  direction  de  cet  axe 
apec  la  normale  correspondante  N  : 

P»  =  ««cos»  (N,  fl )  -t-  A»cos»  (N,  6); 

et  cette  formule  est  ensuite  applicable,  comme  nous  allons 
le  voir,  à  un  système  quelconque  d'axes  coordonnés. 

2.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  qua^ 
drilatère  donné.  —  Soient,  par  rapport  à  un  système 
quelconque  d'axes  rectangulaires, 

o  =  P,  =  P,  =  P,  =  P,, 

les  quatre  côtés  du  quadrilatère  donné  ^  chacune  des 
fonctions  P  étant  de  la  forme 

P=:Ajr-hBr — p. 
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où  A  et  B  désignent  les  cosinus  des  angles  formés  avec  ox 
et  oy  par  la  normale  N  a  la  droite  correspondante,  ou  les 
cosinus  directeurs  de  cette  normale. 

Si  Ton  désigne  de  même  par  a  et  /3,  a'  et  /E'  les  cosinus 
directeurs  de  chacun  des  axes  a  a  ou  2  &  d'une  ellipse 
tangente  aux  quatre  droites^  on  aura,  pour  le  carré  de  la 
distance  du  centre  (xjr)  de  cette  ellipse  à  chacune  de  ces 
droites,  cette  double  expression  : 

P»  =  {A*H-  Bj— />)»  =  a»cos'(N,£ï)-l-6»cos»(N,  6), 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

P«={A*-+-B^— /:?)«=  û»(Aa -h  Bp)» -h  i»»(  Aa' 4- Bp')». 

Appliquant  cette  relation  à  cliacune  des  quatre  tangentes 
données,  il  vient  : 

!•  P\  =  (A.4:  H-  B./~/?.)»  =  a'(A.a  4-  B.p)»  -i-  *'(A.«'-4-B,p')', 
2»  Pî  =  (A^  4-  B,r  —P^y  =  «^'Aaa  4-  B,p)»4- 6>(A,a'4- B,p')S 
3»  Pî  =(A,:r4-  B,j^-/7,)»  =  «»(A,«  +  Bap)'H-^*(A.a'-hB,p7, 
4»  P;  =  (A4X  -h  B,r  -  P^Y  =  «H A^a  -H  B,P)' -^  ^^( A,a'  H- B^P')», 

et  la  détermination  du  lieu  des  centres  est  ramenée  i 
l'élimination  entre  ces  quatre  équations  des  trois  para- 
mètres indépendants  auxquels  se  réduisent  les  six  variables 
a,  b,  «,  /3,  «',  /;'.  ^ 

Or,  cette  élimination  se  réalise  aisément,  en  vertu 
d'un  mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les 
équations  1^,  2^,  3^,  4^  et  d'après  lequel  les  quantités 

fl'a'     et     6«a'%     û'p»     et     b^p,     i/^ap     et     6>a'P' 

entrant  de  la  même  manière  dans  toute  combinaison  de 
ces  équations,  il  suffira  de  rendre  nuls  les  coefficients  des 
termes  en 

a^a\     2rt>ap,     é»»p> 
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daiu  Tëquation  résultant  de  cette  combinaison,  pour  voir 
disparaître  toutes  les  variables. 

Si  l'on  désigne,  dès  lors,  par  X|,  X^,  X|,  X4  quatre  coeffi* 
cients  indéterminés  dont  les  rapports  soient  définis  par 
les  relations  suivantes  : 

IX.AJ  +  >,AÎ  -h  >3 AJ  -h  >4 AJ  =  o, 
>,BJ-f-X,BÎH-X,B;+X,B;  =  o, 
>iA,B,+X,A,B,-t->sA,B,-h>4A4B4  =  o, 

et  qu'ayant  multiplié  les  équations  i®,  a®,  3°,  4**  respec- 
tivement par  X|,  Xt,X,,  X4,  on  les  ajoute  membre  à  membre  : 
le  second  meçibre  de  Téquation  résultante  sera  identique- 
ment nul,  en  vertu  des  relations  (X)  ]  tous  les  paramètres 
variables  se  trouveront  éliminés,  et  Téquation  du  lieu  sera 

1.  ( A,  JT  4- B.jr  — /,.  )»  +  X,  (  A,a: -H  B,jr  — /i,)2 
.  i       -f- >,(A»x -+-...)' H- X4(A4Jr -h... )'  =  o» 

ou      yXP^=:0. 

D'ailleurs,  et  en  vertu  des  mêmes  relations  (X)^les  termes 
en  a:',  jr*^  xy  disparaissent  d'eux-mêmes  du  premier 
membre  de  cette  équation  qui  représente,  dès  lors,  une 
droite;  et  Ton  a  ce  théorème  t 

Quatre  droites  étant  données 

p  =  P,  =  P,  =  P,  =  P,, 

le  lieu  des  cefUres  des  coniques  tangentes  à  ces  quatre 
droites  est  la  droite  unique  représentée  par  l  ^équation 

(1)  >.PÎ  -1-X.PÎ  -hXaPÎ  -HX4PÎ  =  O, 

rendue  linéaire  en  x,  j^  par  un  choix  convenable  des 
coeflBcients. 

Remarque  /.  —  Quels  que  soient  l'angle  des  axes  et 
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la  forme  des  fonctions  P,  la  droite  des  centres  demeure 
représentée  par  l'équation  (i)*,  ou,  en  choisissant  deuT 
des  quatre  droites  données  pour  axes  des  x  et  des  jr,  par 
celle-ci  : 

les  coefficients  a,  |3,  i,  X'  étant  toujours  choisis  de  ma- 
nière à  produire  la  disparition  des  termes  en  x^^y^  et  jr^. 
Il  serait  donc  facile  de  vérifier,  conformément  au  théo- 
rème de  Newton,  que  la  ligne  des  centres  se  confond 
avec  la  droite  des  milieux  des  diagonales  du  quadrila- 
tère formé  par  les  quatre  tangentes.  Mais  cette  vérifica- 
tion est,  en  réalité,  inutile j  et  la  position  de  la  droite 
des  centres  est  en  évidence  dans  l'équation  (i). 

Remarquons,  en  effet,  la  ligne  (i)  étant  traitée  comme 
une  courbe  du  second  ordre,  que  la  polaire,  prise  par  rap- 
port à  cette  ligne,  d'un  point  quelconque  [puPu  Pz^  P*)» 
est  représentée  par  l'équation 

X,/?, .  P,  4- >,/^ .  P, -♦- X,A?» .  P, -h  ^4 .  Pi  =  o, 

et  que  cet  te  équation  se  réduit,  par  l'hypothèse  o=pi=zp^^ 
à 

>3/'3.P3-|-^«/?4.P4=0. 

De  là  cette  conclusion  :  La  polaire^  prise  par  rapport  à 
la  ligne  des  centres  de  l'un  quelconque  des  sommets  du 
quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  (o  =  pi  =  ;7t). 
passe  par  le  sommet  opposé  {o  =  P5  =  P4). 

Or,  dans  toute  courbe  du  second  ordse,  les  rayons 
menés  du  pôle  à  la  polaire  sont  divisés  harmoniquement 
par  la  courbe  ^  et,  si  celle-ci  se  réduit  à  une  droite  D,  ou 
au  système  formé  de  cette  droite  D  et  de  la  divite  à  Vin- 
fini,  les  rayons  menés  du  pôle  à  la  polaire  sont  divisés 
en  deux  parties  égales  par  cette  droite  D.  Il  résulte  de  là^ 
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en  revenant  au  quadrilatère  précédent,  que  le  rayon 
mené  de  chaque  sommet  au  sommet  opposé  est  divisé  en 
deux  parties  égales  par  la  droite  des  centres  :  ou  que 
celle-ci  coïncide  avec  la  droite  des  milieux  des  diagonales 
du  quadrilatère. 

La  propriété  dont  nous  venons  de  faire  usage,  des  pôles 
et  polaires  par  rapport  à  une  droite^  résulterait  encore 
de  la  triple  substitution 

O  =^  a  :=.  b  ^::.  C 

introduite  dans  les  équations 

ax^  H-  2  bxy  -h  cjr^  -H  2rf-r  -^  ^ey  -+-/==  o, 

d^une  courbe  du  second  ordre  et  de  la  polaire  d'un  point 
(a/,  j^)  par  rapport  à  cette  courbe. 

Remarque  II.  —  Une  conique  étant  définie  par  les 
ciuq  tangentes 

«=P,  =  P,=  P,=  P,=  P„ 
l'équation 

rendue  linéaire  à  Taide  des  coefficients,  représente  le 
faisceau  des  diamètres  de  cette  conique. 

3.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un 
triangle  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  est  assu- 
jettie à  den%eurer  constante,  —  Les  côtés  du  triangle 
élant  représentés  par  les  équations 

o  =  P,  =  P,==P„ 

el  toutes  les  notations  du  numéro  précédent  conservées, 
la  détermination  du  lieu  des  centres  dépendra  de  Télimi- 
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Dation  des  trois  paramètres  indépendants^  auxqnek  se  ré- 
duisent les  six  variables  a,  b^  a,   P,  a\  ^  entre  ces 
quatre  équations  : 

!•  PÎ=(A,a:H-B,7— /?,)«=û«(A,aH-B.p)«-hi»>(A,a'-4-B.p')S 

3»  PJ  =:[K,x  -h  B^ -/>,)»=: «'(Aja -h B.p/-h^«(A,a'+B,p')% 
4**  a^-^b^=.  X*  =  const. 

Or,  si  Ton  désigne  par  X|,  X,,  X,  trois  coefficients  défiais 
•par  les  conditions  suivantes  : 

/     >,Aî-i-x,A;-f-x,A;  =  i, 
(>)  j     >..bj-4-îl,b;4.>,b;=:i, 

(  ^,A,B,-h>,AaB,H->,A,B,=:o, 

et  que,  multipliant  les  équations  i,  a,  3  respectivement 
par  les  nombres  actuellement  déterminés  X,,  Xt,  Xj,  on  les 
ajoute  membre  à  membre  :  le  second  membre  de  Téqua* 
tion  résultante  se  réduit,  en  vertu  des  relations  (X),  à 

toutes  les  variables  se  trouvent  éliminées,  et  Téquation 
du  lieu  est 

{  >.(A,a:-H-B,r— /',)'-+- ^a(A,j: H- B,/ —/?,)" 
fil)         )       -^^'(Ai-^-l-  B»r  —PiY  =  fl'4-  à^  =  coust., 
(  o"      V  XP«=:a'-h6'  =  consr. 

D'ailleurs,  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation 
se  réduisant,  en  vertu  des  mêmes  relations  (X),  k  x^-^j^^ 
le  lieu  considéré  est  un  cercle,  et  Ton  a  ce  tbéorème  : 

Etant  données  trois  droites 

o  =  P,  =  P^  =  P„ 
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le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  ces  droites^ 
et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  demeure  constante^ 
est  le  cercle  unique  représente  par  f  équation 

(a)  1,  P;  -h  >,P;  -h  >,p;  =  flf»  -h  6»  =  const., 

réduite  à  la  forme  circulaire  x'-h  j"'  -h...  par  un  choix 
convenable  des  coefficients» 

Remarque  /.  —  L'angle  des  axes  devenant  quelconque^ 
l'équation  précédente  est  encoi^e  applicable.  On  pourra 
donc  prendre  pour  axes  dos  x,  y  deux  des  trois  tangentes 
données;  et  le  lieu  des  centres  demeurera  représenté  par 
Téquation 

ramenée  toujours  a  la  forme  x'-f-j**-H2:r^co5(a:,j^)  +... 
par  un  choix  convenable  des  coeflScients.  La  détermina- 
tion du  centre  du  cercle  en  résulterait  aisément*,  et  Ton 
vérifierait,  conformément  au  théorème  de  Steiner,  quMl 
coïncide  avec  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  formé  par  les  trois  tangentes  données.  Mais  cette 
vérification  serait  ici  superflue,  la  position  du  centre 
étant  en  évidence  dans  Téquation  (2)  :  aussitôt,  du  moins, 
que  Ton  y  suppose  nulle  la  constante  a*  -h  6',  ce  qui  ne 
change  rien  k  la  position  du  point  que  Ton  cherche. 
Posons,  en  effet, 

a'  -+-  6»  =  o  ; 

Téquation  (2)  prend  la  forme  homogène 

5^.PÎ-f-X,PÎ4-X,P;  =  o. 

Or,  il  résulte   immédiatement  de  cette  forme  que  le 
triangle 

o  =  P.  =  P,  =  P, 
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est  polairement  conjugué  à  la  courbe  représentée  par 
cette  équation  :  celte  courbe,  d'ailleurs,  est  un  cercle; 
le  centre  de  ce  cercle  coïncide  donc  avec  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  de  ce  triangle. 

Remarque  IL  —  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles 
équilalères 

inscrites  à  un  triangle,  est  le  cercle  conjugué  de  ce  trian- 
gle :  ce  cercle,  d'ailleurs,  est  réel,  se  réduit  à  un  point, 
ou  devient  imaginaire,  suivant  que  le  triangle  proposé 
est  obtusangle,  rectangle,  ou  acutangle. 

Remarque  III.  —  Les  centres  des  hyperboles  équîla- 
tères  définies  par  quatre  tangentes  appartiennent  à  cha- 
cun des  quatre  cercles  conjugués  aux  triangles  formés  de 
trois  de  ces  tangentes.  Ces  quatre  cercles  se  coupent  dans 
les  deux  mêmes  points,  centres  de  deux  hyperboles  répon- 
dant à  la  question  ;  et  la  droite  qui  les  réunit  se  confond 
avec  la  droite  des  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère 
formé  par  les  quatre  tangentes. 

Remarque  IF.  —  Le  théorème  de  Newton  peut  être 
considéré  comme  une  conséquence  du  théorème  de  Steiner. 
Si  Ton  désigne^  en  effet,  par  a*  +  &*  la  somme  des  carrés 
des  axes  de  l'une  quelconque  des  coniques  tangentes  aux 
quatre  droites  o  =  Pi  =  Pi  =  P,  =  P*,  le  centre  de  cette 
conique  appartenant,  d'après  ce  dernier  théorème,  à  cha- 
cun des  deux  cercles 

fi,PÎ  -f-pt,P5  4-f*4PÎ  =  fl'-+-  ^% 

appartiendra  aussi  à  leur  axe  radical  représenté  par 
l'équation 

>.Pî-h(>.-/*OPî-«-(^^»— p»)P5-/*4Pî  =  o, 
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V,  Pî  -h  v.Pî  +  v,p;  4-x\p;  =0, 


et  le  lieu  des  centres  n'est  autre  que  la  droite  unique  et 
déterminée  représentée  par  cette  équation. 

Remarque  V,  —  Le  théorème  de  Steiner  admet  cette 
antre  démonstration,  indirecte,  puisqu'elle  est  fondée  sur 
des  considérations  empruntées  de  la  Géométrie  de  l'es- 
pace, mais  tellement  simple,  que  nous  croyons  pouvoir 
nous  y  arrêter  un  moment. 

On  sait,  suivant  le  théorème  de  Monge,  que  le  lieu  dé- 
crit par  le  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  circonscrit  â 


lellipsoïde  est  une  sphère  concentrique,  dont  le  rayon  est 
égal  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  de  rellîpsoïde  :  R  =  v/^a"-4-  é*-hc*.  Or,  si  le  troi- 
sième axe  ac  de  Tellipsoïde  "diminue  graduellement  et 
tend  vers  zéro,  le  théorème  subsiste  toujours  et  se  trans- 
forme, à  la  limite,  en  celui-ci  :  Le  lieu  décrit  par  le  som-- 
met  d'un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à  l^ ellipse  est 
une  sphère  concentrique  dont  le  rayon  est  égal  à  la 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de 
Velli'pse  :  R  =  V^M-Ï^.  C'est,  d'ailleurs,  ce  que  Ton 
vérifierait,  par  un  calcul  direct,  en  formant  Téquatioii 
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d*un  cône  quelconque  mené  suivant  la  courbe  : 

el  délerminant  la  position  du  sommet  de  ce  cône  par  la 
condition  que  trots  de  ses  plans  tangents  forment  un 
trièdre  trirectangle.  La  somme,  des  carrés  des  axes  d^une 
ellipse  est  donc  représentée  géométriquement  par  le  carré 
de  la  distance  du  centre  de  la  courbe  au  sommet  de  Tun 
quelconque  des  trièdres  tri  rectangles  circonscrits.  Si  Ton 
cherche,  dès  lors,  le  lieu  des  centres  o  des  ellipses  inscrites 
au  triangle  donné  ABC  et  dont  la  somme  des  carrés  des 
axes  est  assujettie  à  demeurer  constante;  on  verra,  le 
triangle  circonscrit  ABC  étant  donné,  qu'il  en  est  de 
même  du  sommet  M  du  trièdre  trirectangle  construit  sur 
ce  triangle  comme  base;  que  la  distance  Mo  =  V«*4-^* 
est  donnée^  et  que  le  centre  o  de  Tellipsc  inscrite  décrit 
un  cercle  ayant  pour  centre  la  projection  du  sommet 
fixe  M  suc  le  plan  ABC,  ou  le  point  de  rencontre  H  des 
hauteurs  du  triangle  ABC  :  ce  qui  est  la  partie  essentielle 
du  théorème  de  Steiner. 

La  somme  des  carrés  des  axes  d^une  ellipse  inscrite  à 
un  triangle  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  autre  repré* 

sentation.  De  l'égalité  a*+&'  =  olVf  ,  on  déduit,  en 
effet, 

ou,  en  remarquant  que  le  triangle  aMA  est  rectangle 
en  M,  et  que  les  segments  Ha,  HA  sont,  dans  la  figure, 
de  sens  opposés  ou  de  signes  contraires, 

û>-h  A»  =  ^'—  Ha  .  HA  =:7e  —  p»; 
^  désignant  le  rayon,  imaginaire  dans  la  figure,  du  cercle 
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conjugué  du  triangle  ABC.  Or,  le  centre  de  ce  cercle  étant 
le  point  H  lui-même,  la  relation 

eTprime  que  la  somme  des  carrés  des  axes  d'une  ellipse 
inscrite  à  un  triangle  est  mesurée  par  la  puissance  du 
centre  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle  conjugué  du 
triangle.  Et  c'est  ce  qui  résulte  immédiatement  deTcqua- 
tion  (sk). 

Remarque  VI,  —  L'ellipse  précédeutc,  de  centre  o, 
inscrite  au  triangle  ÂBC^  étant  projetée  sur  le  plan  de 
chacune  des  faces  latérales  du  trièdre  trirectangle  MABC, 
donne  naissance  à  trois  ellipses,  inscrites  à  chacun  des 
triangl(!S  rectangles  AMB,  BMC,  CIVIA,  ayant  respective- 
ment pour  centre  la  projection  du  centre  primitif  o  sur 
le  plan  de  chacune  des  faces,  et  dont  la  somme  des  carrés 
des  axes  est  mesurée  par  le  carré  de  la  distance  de  cette 
projection  au  sommet  M.  De  là,  en  désignant  par  o:^  j^,  z 
les  coordonnées  du  centre  primitif  o  par  rapport  au 
Irièdre  M;  p«r  â|,  hy\  ^t,  h^\  a»,  &s  les  demi-axes  des 
trois  ellipses  secondaires^  les  relations  suivantes  : 

et,  par  suite, 

relation  élégante,  que  Ton  doit  à  M.  Prouhet,  mais  qui 
n'avait  pas  été  établie  d'une  manière  aussi  simple. 

Remarque  Vil.  —  Le  théorème  de  Monge,  appliqué  à 
lellipse,  conduit  encore  aisément  à  la  solution  de  ce  pro- 
blème :  Un  triangle  variable  ABC  demeurant  inscrit  et 
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circonscrit  k  deux  coniques  fixes  («',  l/),  (a,  ft),  trouver 
le  lieu  décrit  par  le  point  die  rencontre  H  des  hauteurs  de 
ce  triangle  (Burnside-Salmon). 

Conservant,  en  eflet,  la  figure  et  les  notations  précé- 
dentes, on  a  d'abord 

ou,  en  appelant  x,  j  et  a,  /3  les  coordonnées,  relatives  à 
un  même  système  d*axes,  du  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs du  triangle  et  du  centre  o  de  Tellipse  inscrite, 

(i)  {x  -  ay -f-  (r  -  P)'  -+-  z'  =  a»  -H  b\ 

a  et  i  désignant,  en  outre,  les  axes  principaux  de  Tellipse 
inscrite;  et  x^y^  z  les  coordonnées  du  sommet  du  irièdre 
tri  rectangle  construit  sur  ABC  comme  base. 

D'un  autre  côté,  si  Ton  désigne  par  a\  V  les  demi-axes 
de  Tellipse  circonscrite  au  triangle  ABC,  et  que  Ton 
cherche  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
inscrits  à  cette  ellipse,  ou  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
s'appuyant  sur  Tellipse  (a',  V)  et  ayant  trois  de  leurs  gé- 
nératrices rectangulaires;  on  trouve,  pour  équation  de  ce 
lieu, 

les  axes  des  ar,  y,  indéterminés  jusqu'ici,  étant  mainte- 
nant les  axes  mêmes  de  l'ellipse  \a\  V), 

Le  sommet  x^z  du  trièdre  trirectangle  construit  sur  le 
triangle  variable  ABC  décrit  donc  dans  l'espace  la  courbe 
d'intersection  des  surfaces  (i)  et  (  2);  et  Téquation  de  la 
courbe  décrite  par  sa  projection  \xy^  sur  le  plan  du 
triangle  variable  ABC,  ou  par  le  point  de  ronconti*e  H  des 
hauteurs  de  ce  triangle,  résultera  de  rélimination  de  z 
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enire  les  équations  (i)  et  (2).  On  obtient  ainsi 

équation  d^une  conique,  semblable  à  Tell ipse  circonscrite 
an  triangle  oiobile,  dont  les  axes  majeur  et  mineur  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  axes  mineur  et  ma- 
jeur de  cette  ellipse;  et  dont  la  forme  et  la  position  ne 
dépendent  que  de  la  position  du  centre  de  Tellipse  inscrite 
au  triangle,  et  de  la  somme  des  carrés  de  ses  axes. 

[La  suite  prochainement,  ) 


SECTIONS  CIRGDUIRES  DU  TORB^ 

Par  m.  a.  GODART. 
O  est  le  centre  du  tore.  OA,  OB  sont  les  rayons  des 


cercles  de  la  section  par  le  plan  de  Téqualeur. 
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Sur  Â'B  comme  diamètre,  décrivons  un  cercle  dont  le 
centre  sera  &>.  Concevons  une  sphère  dont  &)  serait  un 
grand  cercle,  et  cherchons  la  courbe  dHntersection  de 
celte  sphère  avec  le  tore. 

Imaginons  une  des  sphères  génératrices  du  tore  dont  le 
pentre  serait  en  C,  et  qui  toucherait  le  tore  suivant  un 
cercle  projeté  sur  a|3. 

MN  est  la  projection  du  cercle  commun  aux  sphères  C 
et  0). 

Le  point  de  ce  cercle  projeté  en  P  appartient  à  Tinler- 
section  de  la  sphère  co  et  du  tore. 

Les  tangentes  en  /3  et  en  B  au  cercle  O  et  la  droite  MN 
se  coupent  en  un  même  point  I;  car  ces  droites  sont  les 
cordes  communes  aux  trois  cercles  O,  C  et  (k>. 

De  ce  que  le  point  I  se  meut  sur  une  droite  fixe,  nous 
concluons  que  MN  enveloppe  une  courbe  homologique  du 
cercle  O  (^),  le  point  O  étant  le  centre  et  BI  Taxe  d^ho- 
mologie. 

P  se  trouvant  sur  a/3  est  le  point  de  contact  de  MN  avec 
son  enveloppe. 

Le  lieu  des  points  P  est  donc  une  ellipse  tangente  en  A 
et  B  au  cercle  O. 

Cette  ellipse  est  la  projection  de  deux  grands  cercles  de 
la  sphère  O),  suivant  lesquels  elle  rencontre  le  tore. 

Le  plan  qui  passe  par  Tun  de  ces  cercles  contient  un 
second  cercle  du  tore,  décrit  sur  AB'  comme  diamètre. 

Ce  plan  touche  le  tore  aux  deux  points  d^intersection 
de  ces  cercles. 

Tout  plan  bitangent  coupe  donc  le  tore  suivant  deux 
cercles. 

(*)  PoifCELBT,  Traité  des  Propriétés  projectivet  des  figures.  Section  Hî. 
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SUR  us  CERCLES  RHANGENTS  a  une  CONIQUE; 

Pae  m.  V:-A.  le  BESGUE. 


La  considération  des  cercles  bi tangents  à  une  conique 
conduit  très-brièvement  à  la  détermination  des  axes 
principaux  en  grandeur  et  en  direction,  et  par  suite  a 
celle  des  foyers,  sans  quMl  soit  besoin  d'employer  une 
définition  analytique  qui  introduit  les  imaginaires  sans 
avantages  apparents. 

Soit 

(i)  Ax^-i-^Bxy -hCyzzzi 

l'équation  .d'une  conique  rapportée  k  dés  axes  faisant 
Fangle  0. 
Soit 

(a)  X»  4-  2  Jrr  COSÔ  H- J^*  =  1 

Véquation  d'un  cercle  de  même  centre.  En  égalant  les 
dérivées  de  y  fonction  de  jr,  prises  dans  les  deux  équa- 
tions, on  a 

^  '  xcos6-hj       Bjt^-Cj^' 

ce  qui  revient  à 

(4)  (CcosO  — B)j'— (A  — C)jrr  — (AcosO  -B)x»=o. 

Cette  équation  homogène  est  satisfaite   par  les  coor- 
données des  foyers  et  des  sommets  qui  sont  situés  sur  un 
même  axe. 
Si  l'on  pose  j^  =  ix^  on  a  Téquation 

(5)  (Ccose  — B)/*  — (A  — C)l  — (AcosÔ  — B)==o. 
Anm.  de  Uaihémat.^  a«  série,  t.  lY .  (ÀTril  i865.  )  l  l 
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CVst  réqualion  aux  direclions  des  axes  principaux.  Ces 
deux  racines  étant  t  et  t\,on  vérifie  immédiatement  la 

condition 

I  'h{t-\'i')cosB'htt'=Of 

qui  montre  que  les  deux  directions  sont  perpendicu- 
laires. 

La  résolution  donne 

2(Ccoi«  — B)/  — (A  — C) 


^criVlA  — C)»-h4(Acose  — B)(Ccos§  — B). 

En  remplaçant  (A  —  C)*  par  (A  —  C)*  (sîn'fl  +  cos^fl), 
on  a  pour  valeur  du  radical 


V'(A  —  C)»sin'6  -+-  [(  A  -+-  C)cosO  —  aB]% 

quantité  toujours  réelle. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  trouver  le  carré  r*  d'un 
demi-axe  principal,  c^est  d'écrire  Téqualion  (3)  sous  U 
forme 

Ax-hhx  ""  Bx-^Cx  ""  A  jr*  -h  nhxx  +  C j'  ""  '^  *     . 

la  troisième  expression  s'obtenant  en  multipliant  par  xles 
deux  termes  de  la  première  fraction,  par  y  les  deux 
termes  de  la  seconde,  et  ajoutant  ces  fractions  terme  à 
terme,  méthode  que  Cauchy  employait  souvent. 

L'équation  multiple  précédente  conduit  aux  deux  sui- 
vantes : 

(Br»  —  coiÔ)*  =:  (ï  —  Cr»)7,    (Br*  —  cos«)^  =  {\  —  Ar*)x; 

la  multiplication  membre  à  membre  donne 

(BH  — cose)»=(i  — Ar')(i  — Cr») 

ou,  réduction  faite, 

(6)     {AC  —  B*)r*  -.  (  A  -h  C  —  aBcosO)/-»  ^sîn^O  =  o. 
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11  est  à  reoiarquer  que  la  résolulion  donne  . 

,_A^C— !2Bcose±v^(A-HC  — 2Bco8e)'~4(AC-~B')sin^Q 

r 2(AC-B») 

Si  Ton  développe  le  carré  et  que  Ton  remplace  (  A  +  C)  * 
par  (A-hC)*(sîn*fl-+-cos*6),  on  trouve  encore  le  ra- 
dical 


V^(A  — Cysin>Ô-h[(A-f-C)cosô  — aBp. 

On  peat  remarquer,  en  passant,  que  pour  B  =  o  Téqua* 
tion  (6)  devient 

d'où    résultent    immédiatement    les    deux    théorèmes 
d'Apollonius. 

L^équation  (6)  donne  pour  diflférence  des  deux  va- 
leurs de  r*,  différence  qui  devient  une  somme  dans  le  cas 
de  r  hyperbole, 


V(A  —  C)»sin'e  -4-  [( A  -f-  C)  cose  —  aBf 
AC  — B«  • 

c'est  précisément  le  carré  de  la  distance  d'un  foyer  au 
centre.  On  a  donc 

(AC  — B»)(:r»-+-  axrcosô-hT-») 

=  V^(A--C)'8in»ô-h[(A  H-  C)cosÔ  —  ^Bf, 

ou  encore,  en  remplaçant  le  radical  par  sa  valeur  donnée 
plus  haut, 

'"  I  =:±[(Ccosô  — B)j^«-+.(AcosO  — B)*»], 

seconde  relation  entre  les  coordonnées  des  foyers* 

Si  dans  IVquation  (i)  A,  B,  C  étaient  fonctions  d'une 

II. 
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vai'iable  r//,  en  élîminani  cette  variable  au  moyen  des 
équations  (4)  ^l  (?)  ^^^  aurait  le  lieu  des  foyers. 

Soit  propose  comme  application  de  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  ayant  pour  équation 

~  + J  =  — T"' 

OU,  en  remplaçant  a  et  i  par  a  a  et  ihy 

bm .  ^  a  ^ 

et  supposant  d'ailleurs  que  les  aices  des  coordonnées  font 
Tangle  0. 

L'équation  (4))  où  Ton  fera  B  =  o,  donnera  d*abord 

C  "" -c(jrcoseH-r)' 
et  par  suite 

b   x{xcosÔ4-j^)' 
puis,  Féquation  (7)  devenant 

ACxr(ar» -h  aJ^rcosO  +  j»)  =  ±(Cj»  4- Ax»)cose, 

donnera,  par  la  substitution  des  valeurs  de  A  et  C,  et 
en  supprimant  le  facteur  jr*  +  aj^cosO  -f-/'  commun 
aux  deux  membres, 

«>•(  jrcosô  -h/)(j  COSO  -+-  x) 

(a*^  b'  \ 

cosG      "^  / 

c*est-à-dire,  au  double  signe  près,  l'équation  donnée  à  la 
page  36a  du  tome  III  (2*  série)  des  Nouvelles  Annales. 
Il  est  à  remarquer  que  cette  équation  est  du  troisième 
degré  en  x  et  j"^  en  se  donnant  x,  y  prendra  une  valeur 
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réelle,  quel  que  soil  le  signe  adoplë:  de  là  une  valeur 
réelle  pour  m,  de  sorte  que  les  équations  (4)  et  (7)  se 
trouveroDt  satisfaites. 

Il  serait  bon  d*cxaniincr  si  la  définition  du  foyer  (un 
cercle  de  rayon  nul,  etc.)  peut  donner  leS  deux  signes, 
bien  qu'un  seul  se  trouve  dans  la  solution  qu'a  dounée  de 
ce  problème  un  de  nos  savants  professeurs. 


ks  éfuti«is  foi  cntieiieit  des  foictiois  liiéaires  de  coerdeinées 
recliligaes  \ 

Par  m.  dieu,. 

Professeur  à  la  Faculté  des  Seicnces  de  Lyon. 


On  discute  les  équations  où  il  n'entre  que  trois  foui - 
lions  de  la  forme  ox  -+-  A/  -f-  C2  -+-  rf,  comme  si  ces  fonc- 
tions étaient  de  simples  coordonnées.  Cela  peut  s'étendre 
à  des  équations  contenant  des  fonctions  de  cette  espèce 
en  nombre  quelconque. 

Soit 

F(X„  Xî,.. .,  X„)  =  0 

Téqualion  proposée,  Xi,  Xs,. . .  désigoanl  les  fooclioiM 
linéaires 

GtX  -h  btjr  +  Cis-h^'ï ,     «aJP  H-  l^tjr  -h  c^z  -f-  r/,,. .  .. 
I.  Supposons  d'abord  que  trois  au  moins  des  plans 

A.|  ^=  Of      3vj  s^  O^  ■  •  •  ^ 

passent  par  un  même  point.  Si 

X|  =  0^    Xi  =  o^     X|  =  o 
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remplissent  celte  condition,  on  aura 

X»=a'X,-t-p.'X,-4-7'X,  +  (î', 


quels  que  soient  x,  y^  z^  en  prenant  pour  a,  /3,..., 
a',  PS  •  •  •  la  solution  des  équations 

a,a-hfl,p-f-<îâ7  =  «<> 

c,a-4-  r,p  -h  ^87=^4, 
*  =  ci  —  </,a  —  rfjp  •—  ^37» 

et  celles  des  systèmes  qui  se  déduisent  de  celui-ci  par  le 
changement  de  a^^  b^^  C4,  d^  en  a»,  &b,  Cg,  ^b,  etc. 

Tous  ces  systèmes  sont  possibles  et  k  solution  unique, 
car  le  déterminant  des  trois  premières  équations  de 
chacun,  dont  la  quatrième  seulement  contient  â^  d',.  *  * 
ou  df'***^  est  précisément  le  déterminant  des  équations 

X|  =  09     Xs  ==  0|     Xs  =  Of 

lequel  diflCère  de  zéro  diaprés  Thypothèse  faite  sur  les 
plans  que  ces  équations  représentent. 

Il  est  clair  que  la  substitution  a  X4,.  • .,  X»  de  leurs 
expressions  en  Xi,  Xs,  Xs  conduira  à  uue  équation  ne 
contenant  plus  que  ces  trois  fonctions. 

II.  Supposons  à  présent  que  parmi  les  plans 

Al  SIS  Of        Jki  ^^^  0|  •  •  •f 

il  ne  s'en  trouve  pas  trois  qui  passent  par  un  même  point, 
mais  que  deux  au  moins  de  ces  plans  ne  soient  ps 
parallèles.  Si  les  plans 

X|  =  o,    X]  =  o 

se  coupent,  un  des  autres  plans  sera  parallèle!  à  Tun  ou 
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à  Taulre,  ou  bien  les  coupera  tous  deux  suivant  des 
droites  parallèles  à  leur  intersection. 

Dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  c'est^-à-dire  quand 
Xs  =  o  sera  parallèle  à  Xi  =  o,  par  exemple,  on  aura 
évidemment,  quels  que  soient  x^y^  z, 

X,  =  «X.-f-p 

pour  de  certaines  valeurs  de  «,  ^. 
Lorsque  Xt  =  o  coupera  Xi  =  o  et  Xs  =;=  o,  on  aura 

X^  =  aX,T+-pX, -h7, 

quels  que  soient  or,  y^  z^  en  prenant  t>our  a,  (3  la  solu- 
tion des  équations 

et  pour  7  la  valeur 

si  loo  a 

a%h^  —  ^iHs^o. 

Dans  ce  cas,  en  elTet,  Tbypo thèse  sur  les  plans 

X|  =  o,    X]  =  o,    Xs  =  o 
conduit  à 

d  où  il  suit  que  les  valeurs  en  question  de  a,  |3  satisfont  à 
la  condition  d^identilé  qui  reste,  savoir  : 

Si  Ton  a 

Ai  63  —  h\  fij  ^  o, 

on  doit  avoir  aussi 

fl,6j—  ^,0,  =  o, 
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car  rintersectîon  des  deux  premiers  plans  étant  parallèle 
au  plan  xy^  il  doit  en  être  de  même  de  Tin tersec lion  du 
premier  et  du  troisième  \  les  équations 

se  réduisent  doue  i  une  seule.  Mais  alors  on  a 

car  sans  cela  les  plans 

Xi  =  O9     Xs  ^=  o 

seraient  parallèles  *,  a  et  j3  seront  donc  déterminés  par  les 
équations 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  â  X4,  X»,. .  .\ 
ainsi  i'équation  proposée  se  ratnènera  &  une  autre  ne 
contenant  que  Xi,  Xs. 

Enfin,  on  voit  que  si  tous  les  plans 

X.|  es  Oj      Xa  îi:^  O9  •  .  •  )^ 

étaient  parallèles  entre  eux,  on  aurait 

X,  =  «X|-f-p,     X3  =  a'Xi4-p',..., 

en  sorte  qu'on  arriverait  à  une  équation  ne  bontenant 
que  Xj  • 
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iêimm  w  ooESTioNs 

nOPOStBS  DANS  LES  NOinTELLES  ANNALES. 


Question  619 

(voir  t*  lérie,  t.  I,  p.  170); 

Par  m.    E.   COLOT. 

i®  La  surface  représentée  par  le  système  des  trois 
équations 

*-"      bc      RH-R'' 


r  = 


R- 


*  ■"         c  R  -+.  R' 

est  une  cycUde;  R,  R'  sont  les  rayons  de  courbure  prin- 

cipaux  de  la  surface  au  point  x,y,  z* 

a^  Supposons  quune  famille  de  courbes  situées  sur 

cette  cyclide  soit  représentée  par  V équation  differen-- 

tietle 

pdK  -f-  qdK'  =  o, 

les  courbes,  coupant  orthogonalement  celles  du  système 
donné,  seront  représentées  par  V équation 

dR  tiK' 

=  o. 


/>R>(6»—  R»)        ^R'»(R'3_c') 

3°  L'équation  en  coordonnées  elliptiques  de  la  cyclide 
dont  il  s'agit  est 

(Staebor.) 
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i"  Les  équations  de  la  surface  donnent  pour  les  rap- 

ports  -^  et  —  les  valeurs- 


X»       c»— ^»      R"     ' 

R  ne  dépend  que  du  premier  de  ces  deux  rapports,  et  R' 
que  du  second;  par  conséquent,  on  obtiendra  les 
courbes  R  =  const.  et  R'  =  const.  en  coupant  la  surface 
par  deux  systèmes  de  plans  passant  par  Taxe  OZ  et  par 
Taxe  OY. 

Les  équations  précédentes  reviennent  à 

et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'une  des  trois  équations 
données,  conduisent  à  Téquation  de  la  surface 

(x'-hx*-^  «')'  —  a(c«  -h  *')*'  —  2(c»  —  b^)x^ 

-*- 2{c»  — ^»)z» -+.  (c»  —  6»)«  =  ©• 

On  peut  se  faire  une  idée  assez  exacte  de  cette  surface 
en  étudiant  quelques-unes  de  ses  sections  planes. 

Le  plan  YOZ  ne  contient  que  deux  points  Â  et  B  de  la 
surface;  ils  ont  pour  coordonnées  : 

A . . . .     X  =  o,    ^  =  —  v^c'  —  ù\     «  =  o, 
B .  . . .     x=  o,    X  =1  -{-  ^r:*  —  ù\     z  =  o. 

Le  plan  ZOX  la  coupe  suivant  les  deux  circonfé- 
rences 

X=^Oy     (xipc)»-hz'=^% 

et  le  plan  XOY  suivant  les  deux  circonférences 
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Les  plans  y^^x  taDg(f  qui  passent  tous  par  l'axe  OZ 
déterminent  dans   la  surface  deux   sections  circulaires 
ayant  pour  équations  dans  leurs  plans 


z»  +  («qpv'c»  — A»sin»ç)'  =  6'cos> 

(OU  est  la  trace  du  plan  y^=^x  tangf  sur  le  plan  XOY  )  \ 
ce  sont  les  courbes  R  =  const. 

De  même,  les  plans  z  =  a:tang4'  donnent  les  couples 
de  circonférences 

^H-fcq^V^/^»  — c»sin»4»)'=c«oos»^ 

(OV  est  la  trace  du  plan  z  =  x  tang^  sur  le  plan  ZOX)  ; 
ce  sont  les  courbes  R'  =r  const. 

Le  lieu  géomëlriqne  des  centres  des  courbes  R  =  const . 
a  pour  équations 

c'est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de 
Tellipse* 

»'=  o,     c'a?» 4-  (c»  —  h^)y-'  =  c»(c»  —  h% 

en  prenant  l'origine  comme  pôle  et  cv'c*  —  5*  pour  para- 
mètre de  transformation.  Ce  lieu  est  aussi  la  podairc  de 
Tellipse 

X»  r» 

Le  lieu  géométrique  des  centres  dès  courbes  R^  =  consl. 
a  pour  équations 

J  =  o,     {x?  +  z»)'  =  ^»ar»  —  (c'  —  h^)  a»  ; 
test  la  transformée  de  l'hyperbole 
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ou  la  podaîre  de  l'Iiyperbolc 


:  I. 


A  Taidc  de  tous  les  résuhau  que  nous  venons  d^obtenir, 
on  voit  facilement  que  la  surface  a  la  forme  de  deux  fu- 
seaux recourbés  de  manière  à  avoir  leurs  pointes  en  con- 
tact aux  poinu  A  et  B,  leurs  parties  renflées  autour  des 
points  a:  =  rp  c,  j^  =  o,  z  =  o,  et  dont  les  axes  s^appli- 
queraient  sur  la  courbe 

a=o,    (*»  -f-r')'=c'*'  -^  (^'  ■+-  **)j'- 

La  surface  proposée  est  la  transformée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  d'un  cône  de  révolution  ;  celte  trans- 
formation s'opère  en  prenant  pour  pôle  le  point  A  et 
2  v^c"  —  b^  pour  puissance.  Le  cône  ainsi  obtenu  a  son 
sommet  au  point  R,  son  axe  parallèle  à  OX,  et  ses  géné- 
ratrices font  avec  Taxe  un  angle  u,  tel  que 

b 
tangu  =  — « 

^  slc--b' 

Le  cône  est  l'enveloppe  des  sphères  inscrites  ou  Tcn- 
veloppe  de  ses  plans  tangents.  La  surface  est  l'enveloppe 
des  transformées  des  sphères  inscrites  ou  de  celles  des 
plans  tangents  au  cône  ^  c'est  donc  une  c^cAV2e  pour  la- 
quelle, dans  le  premier  mode  de  génération,  les  trois 
sphères  fixes  sont  les  transformées  de  trois  plans  tan- 
gents, et  dans  le  second  celles  de  trois  sphères  inscrites. 
Les  centres  de  ces  deiix  séries  de  sphères  sont  sur  l'ellipse 
et  sur  l'hyperbole  que  nous  avons  déjà  rencontrées  ; 


«=0, 

,,        r'     _ 

6t       c^— ^>~" 
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on  peut  le  démontrer,  soit  par  le  calcul,  soit  par  des  con- 
sidérations géométriques  très-simples  empruntées  à  la 
théorie  des  courbes  du  second  ordre.  Ces  deux  courbes 
sont  V  ellipse  focale  el  Yhyperbole  ombilicale  du  système 
de  surfaces  homofocales  dn  second  degré  que  nous  au- 
rons à  considérer  pour  établir  l'équation  de  la  surface  en 
coordonnées  elliptiques. 

La  cyclide  a  deux  plans  tangents  singuliers  qui  la 
louchent  suivant  deux  circonférences;  ces  plans  passent 
par  Taxe  OY  et  font  avec  le  plan  XOY  des  angles  égaux 
à  co.  Aux  points  Â  et  B  il  y  a  deux  cônes  de  tangentes  : 
Tun  est  le  cône  de  révolution  que  nous  avons  trouvé  en 
transformant  la  surface,  et  Tautre  est  le  cône  symétrique 
du  premier  par  rapport  au  plan  ZOX.  Celte  cyclide  jouit 
encore  d^une  propriété  remarquable  :  elle  appartient  à  la 
classe  des  siu*faces  que  M.  Moutard  a  proposé  de  nommer 
anallagmaiigues  (p.  So^).  En  effet;  en  prenant  l'ori- 
gine comme  pôle  et  c'- —  b*  comme  paramètre  de  trans- 
foraiation,  on  retombe  sur  la  surface  elle:même  (*). 

Les  lignes  de  courbure  du  cône  sont  lc&  génératrices 
et  les  sections  circulaires;  les  transformées  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  ces  lignes  seront.  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  proposée. 

Les  génératrices  donnent,  par  la  transformation,  des 
circonférences  qui  passent  parles  deux  points  A  cl  B; 
les  plans  de  ces  circonférences  passant  tous  par  Taxe  OY, 
elles  se  confondent  avec  les  courbes  R'=  ronst. 

Quant  aux  sections  circulaires  du  cône,  elles  ont  pour 


(*)  Cette  remarque  a  été  faite  par  M.  Mannheinii  dans  sa  belle  élude  sur 
les  cyclîdes,  avant  que  le  mot  anaUagmatitfuc  fût  Inventé.  Moi  aussi  j'ai 
fsit  dea  anal lagma tiques  sans  le  savoir,  car  la  surface  do  qualriôme  de- 
{Té,  namérotée  (8),  -2*  série,  t.  Il,  p.  i3(i,  et  dont  Tiiuersection  avec  Tçl- 
lipsoide  donne  la  lif^nc  des  courbures  semblables,  est  une  surface  anal- 
la^rmatique  du  quatrième  ordre.  P. 
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transformées  des  circonférences  symétriques  par  rappoii 
au  plan  XOY.  Leurs  plans  passent  tous  par  l'ave  OZ  (*). 
Ce  sont  les  circonférences  R  =  const. 

Représentons  maintenant  par  Ri  et  R'.  les  rayons  de 
courbure  principaux  correspondant  aux  lignes  de  cour- 
bure R  =  const.  et  R'  ==  oonst. 

Le  plan  J^=x  tangf  coupe  la  surface  sui¥ant  deux 
cercles  ayant  pour  rayons  icosf ,  et  faisant  avec  la  sur- 
face  un  angle  6,  tel  que 

sin  ô  =  -  sin  9  ; 

c       ^ 

en  appliquant  le  théorème  de  Meunier  on  aura  donc 


^  .  /         ^^sin'(p 

^»  "~  c«  —  b'sin^ff  "^  Cor» -h  (c»  —  6»)^»  "" 

Le  plan  2  =  x  tangip  coupe-  la  surface  suivant  deux 
cercles  ayant  pour  rayons  ccos^,  et  faisant  avec  la  sur- 
face un  angle  t  donné  par  la  relation 

par^uite, 

n'a  ^  . US =  R'J. 

Donc,  les  deux  variables  R  et  R'  représentent  bien  les 


(*)  On  le  démontra  on  remarquant  qu*ii  suffit  de  prouver  que  lea  traces 
de  ces  plans  sur  XOY  passent  par  rori^ine,  ce  qu'on  fait  faeilement  en 
s'appuyani  sur  èe  théorème  de  Géométrie  plane  élémentaire  :  Urne  cireom^ 
férenee  tan^mte  à  ta  corde  commune  de  deux  circofiférencet  égaies,  enmndet 
poinu  communs  à  ces  deux  circon/érenees,  les  coupe  en  deux  points  fui  soM 
en  ligne  droite  avec  le  milieu  de  la  ligne  des  centres. 
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rayons  de  courbure  principaux  au  poini  jr,  j,  z  de  la 
cyclide. 

a^  Les  courbes  R=:const.,  R'  =  const.,  étant  les 
lignes  de  courbure  de  la  surface,  sont  orthogonales  ;  en 
désignant  par  ds  l'arc  d^une  courbe  quelconque  tracée 
sur  la  surface,  on  aura  l'équation 

où 


£ 

Cl 


<'  =  (55-')'+(ra-')'+(5ï)'' 


et  Tangle  £  que  fait  cette  courbe  avec  R  =  const.  aura 
pour  tangente 

\/KdK 

tanci  =  — = • 

On  trouve  sans  difficulté 

et  par  suite 

f»— ^*     /     R'»       ,„,  R»       ,„,\ 

Cela  posé,  en  désignant  par  a  et  ^  les  angles  que  font 
avec  R  =  coust.  les  courbes 

/>«/R-4-7//R'=o, 
et 

dR dK'  __ 

pK^b'  —  R})       7R"(R'»-r)""®' 
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/E  a 
.anga:=-y/--. 


et  par  suilc 


tangatanj^p  =:   -^^; 


donc,  les  deux  familles  de  courbes  sont  orthogonales. 

3°  Eniîn,  pour  trouver  Téquation  de  la  surface  en 
coordonnées  elliptiques,  il  suffit  de  rappeler  que  drs 
équations  des  trois  familles  de  surfaces  homofocalcs  du 
second  ordre  : 


.t' 

4- 

r' 

-h 

z» 

If 

f 

p'- 

b- 

p' 

— 

c» 

x' 

-4- 

1^ 

— 

2» 

^—  '  > 

f*' 

c» 

— 

P' 

x" 

y' 

J8> 

=  I. 

6»  — v'         <?>  — v> 


V  O'  —  V'  f  —  V- 


on  déduit 

JT»  4-  r'  4-  «'  -H  ^'  4-  c*  =  p'  4-  ft'  +  vS 
^*c»  4-  {If^  4-  c*)x'  -h  c»^»  -4-  ^»z»  =  pi»v«  -f.  v»p*4-pV*; 

car  réi|uation  de  la  cyclide,  mise  sous  la  forme 

'(a:>4-7»-»-«'4-^*4-c')» 
—  4[ô^c»  4- ( *'4- c»)x»4-c»^V4- ^'»']  =  o, 

devient,  à  Taide  des  relations  précédentes, 

(p>4-fA'4-v')'  — 4(pS'  -HvV'4-p>*)=^o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  se  décompose  en 
quatre   facteurs  du   premier  degré;  la   surface  a  donc 
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quatre  nappes 

p  4-fA  -I-  V  =  O, 
f*—  V— p  =  0, 

p  — f*  — ^  =  o; 

la  dernière  équation  représente  â  elle  seule  la  partie 
réelle  de  la  surface  proposée-,  la  première  et  la  troisième 
donnent  des  surfaces  imaginaires,  et  la  seconde  ne  repré- 
sente qae  les  points  A  et  B. 


Question  708 

(▼otrf  •érie.tlll.p.  Ul); 

pAa  MM.  LE  BEL  xt  TALATRACH, 
tXèrm  da  lyeëe  Charlemagne  (cUmb  de  M.  Hauser.) 

On  sait  que  si  d'un  point  quelconque  P.  d'un  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC,  on  mène  des  perpendi- 
culaires aux  trois  côtés  du  triangle,  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  sont  sur  une  même  droite^  Démontrer 
que  cette  droite  est  également  distante  du  point  P  et 
du  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs  du  triangle. 

Appelons    a,    |3,   y    les   pieds    des   perpendiculaires 


abaissées  du  point  P  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABC, 

iwi.  de  Btathémat.,  7'  série,  t.  IV.  (Avril  i865.)  12 
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et  considérons  le  quadrilatère  complet  ABajSCy.  D'après 
une  proposition  connue  [Noui^elles  Annales ^  t.  V,  p.  i3, 
et  t.  VI9  p.  196),  les  points  de  rencontre  des  hauteurs 
des  triangles  A^y,  Ca^,  ABC^  sont  en  ligne  droite-, 
soient  Ht,  Ht 9  H  ces  points,  H  se  trouve  donc  sur  H|H,. 
Mais  la  figure  P/S/Hi  est  un  parallélogramme,  de  même 
que  la  figure  Pa^Ht  ;  donc  la  distance  de  P  à  la  droite 
oL^y  est  la  même  que  celle  des  points  Bi,  Ht  à  cette  droite, 
et  par  suite  que  celle  de  H.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Ce  théorème  démontre  que  dans  tout 
triangle  ABC  circonscrit  à  une  parabole,  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  du  triangle  est  sur  la  directrice. 

Car  le  point  P  peut  être  considéré  comme  le  foyer 
d'une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  ABC,  laquelle 
aurait  pour  tan^nte  au  sommet  1a  droite  aj3y;  d'après 
ce  qui  précède,  la  droite  HjHt  en  serait  la  directrice. 

iVofe.  ^  MM.  i^Dgrand,  élôre  dû  lyoée  ^Sutni-Lcnils  (elasse  d«  M.  Vac- 
qnant);  Rondeaux,  dv  lycée  Charlemaçne,  et  Heurteau,  de  Sainte-Barbe, 
donnent  une  solution  peu  différente.  MM.  G.  Puel,  du  Prytanée  de  la 
Flèche;  Eknpremnçér,  du  lycée  de  Bordeaux;  A.  Worel,  dn  lycée  Lovîs-te- 
Orand  ;  Ro^es,  dn  53*  tl'htfûntârie,  a*appoient  ewr  la  pfit)|)riété  de  la 
parabole,  démontrée  comme  corollaire  dans  la  solution  précédente. 
Autres  solutions  géométriques  de  MM.  Marini,  maître  répétiteur  au  lycée 
Lottis4e-<9rand  \  A-.  Graber»  de  Zurteh  ;  A.  D.  et  R.,  élèves  do  TÉcole  Cen- 
trale; de  Vignera). 


,      Question  710 

(Totrp.  US); 

Par  m.  L.  LACAUCHIE, 
Élève  de  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  MouUrd.) 

Soient  a,  J,  c  les  milieux  des  cotés  d'un  triangle  ABC  5 
ûi,  il,  Cl  les  pieds  des  Iiauteurs^ 

*»  Pî  7î  «19  Pi,  y,  les  points  dHntersection  (bcx^  ci,), 
(cfli,  acx)y  (ai,,  ia,),  (ic,  i,c,),  (ac,  rt,c,),  (ai,  a,i,); 
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M  le  centre  du  cercle  circonscrit  j 

B  le  point  d'intersection  des  hanteurs; 

O  fe  centre  dii  cercle  des  neuf  points. 

Cette  notation  admise  : 

i^  Les  points  a,  f3, 7  sont  sur  ta  ligne  droite  HM. 

a^  Les  droites  Aa,,  BPi,  C71  sont  parallèles  entre 
elles,  et  perpendiculaires  à  HM. 

3*  Les  quatre  points  a,  jSj,  71,  A  sont  en  ligne  droite. 
Il  en  est  de  même  des  quatre  points  /3,  7^,  «i,  B,  et  des 
ipmtre  points  7,  «i ,  |3t ,  C. 

4^  ^19  j^M  7i  '^'^^  ^<^^  sommets  d^un  triangle  conjmgué 
au  cercle  des  neuf  points  (O). 

5®  Les  droites  ûai,  Jpi,  ^7^  prissent  par  un  même 
point  P;  et  pareMement  tes  droites  ^t,«i,  b^Pu  <?i7i 
passeni  par  un  point  V^, 

6*  Les  denx  points  P  t?ê  Pi  appartiennent  an  oercie 
des  neuf  points. 

5®  Les  points  d'intersection  (AB,  «jpi),  (BC,  <5i7i), 
(AC,  «i7i)  ^ont  une  même  droite  qui  passe  par  P,  P,. 

(ScRKOETtR.) 

J'appelle  ei^  if  y  </les  points  milieux  des  disiaïices  HA, 
HB,  HC  par  lesquels  passe  le  cercle  des  neuf  points.  On 
sait  que  les  droites  aa%  hV^  cd  sont  des  diamètres  de  ce 
œrde. 

t*^  Si  je  considère  Thexagone  hc^dch^Vh  inscrit  au 
cercle  des  neuf  points,  les  points  a,  H,  O,  intersections 
des  côtés  opposés,  sont  en  ligne  droite.  En  considérant 
les  hexagones  ac^d cajola  et  ahit/ba^ala^  on  démon* 
trerait  de  même  que  les  points  ^  et  7  sont  sur  la  droite  OH, 
qui  n'est  autre  que  MH. 

a®  Si  nous  considérons  le  quadrilatère  inscrit  CC|&,&, 
la  polaire  du  point  a  où  se  coupent  les  diagonales  est  Afft; 
de  même,   les  droites  BjSj,  Qy^   sont  les  polaires   des 
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points  P  et  y.-  Les  points  a,  jS,  y  étant  sur  une  même 
ligne  droite  (Mli)  qui  passe  parle  centre,  les  droites  Aoci, 
B^o  Cyi  seront  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires 
à  la  droite  MH. 

3^  L'hexagone  b^cabcxaibi  étant  inscrit  au  cercle,  les 
points  a,  Pt,  y^  sont  en  ligne  droite.  On  d^piontrerait,  en 
considérant  les  hexagones  aicbac^b^a^^  et  ab^Cxaibca^ 
qu'il  en  est  de  même  pour  les  points  P,  a^  y^  et  les 
points/,  at,(3i. 

Or,  les  polaires  des  points  j3,  ot^^  y^  sont  les  droites  A|3|, 
A  a,  CPi,  elles  se  coupent  au  même  point,  donc  A  a 
passe  par  j^i,  et  les  points  a,  /3i,  yi,  A  sont  en  ligne 
droite.  On  démontrerait  de  même  que  /3,  y^,  a^,  B  et 
7>  ^1)  Po  Cl  sont  respectivement  en  ligne  droite. 

4^  La  polaire  Aa  du  point  ai  passant  paj:  /3||  y^^  celle 
de  ^1  par  a^,  yi,  le  triangle  «i  ^i/i  est  conjugué  au  cercle 
des  neuf  points  (O). 

5*^-6^  Si  l'on  joint  B,  P,  on  détermine  sur  le  cercle  (O) 
un  point  P  tel,  que  la  droite  qui  le  joint  au  point  a  passe 
par  ai.  On  a,  en  effet,  un  quadrilatère  inscrit  ac&P;  cb 
coupe  la  polaire  de  ^i  en  ai;  donc  aP  passera  en  ai.  De 
même  ab  coupe  cette  polaire  en  71,  donc  CP  passera 
par  7,. 

On  démontrerait  de  la  même  façon  que  HiCt,,  £i/3i, 
Ciyi  se  coupent  en  un  même  point  Pi  situé  sur  le  cercle 
des  neuf  points. 

7^  Soient  Ai,  Bi,  Ci  les  points  d'intersection  (AB, 
ffiPi),  (BC,  fiiytfit  (AC,  ai7i)*  Pa  et  Pi^t  se  coupent 
en  «1,  donc  aai^  ou  BC,  et  PPi  se  coupent  en  un  point  Af 
de  la  polaire  de  «i ,  ou  ^i  yi .  Donc  A 1  est  sur  la  droi  te  PPi . 
11  en  est  de  même  de  Bi  et  Ci. 

On  peut  encpre  tirer  d'autres  conséquences  de  ces  pro- 
priétés. 

8^  Soient  âr„  j3t,   7t   les   points   d'intersection    deç 
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droites  (Pa,  P^a,),  (P6,  P,i,),  (Pc,  P,c,)  ;  et  «„  /3„  7, 
les  points  d'interseclion  des  droites  (Bi^i,  Ciyi),  (Ai«i, 
C17,),  (A,(x,,  Bij3|). 

Les  points  Ai,  Bi,  Ci  ont  pour  polaires  ai^t,  ^ijSti 
7i7t  ;  ces  droites  se  coupent  donc  en  un  même  point,  c|ui 
est  le  pôle  de  PPi . 

9^  «t  ^t  un  point  de  la  polaire  de  ol^  ce  point  est  donc 
sur  la  droite  Aa/3iyi  Al •  Les  points  |3„  y,  sont  de  même 
respectivement  sur  les  droites  B(3aiyiBi  et  Cyai^iGi. 

10^  L'hexagone  cbi  Pcj  iPi  c  étant  inscrit  au  cercle  des 
neuf  points,  les  points  oe,  /3t,  y%  sont  en  ligne  droite.  U  en 
est  de  même  de  /3,  «i,  y^  et  de  y,  ««,  ^t. 

Il®  Les  polaires  de  a,  ^^  ^^  7f  étant  les  droites  A^i^ 
Bt/3,,  Ci^i)  le  point  a^  sera  sur  la  di*oile  Aoc^y  et  sera  le 
pdie  de  la  droite  a^iyt.  De  même  jSg  et  ys  sont  sur  les 
droites  6j3i  etCyi,  et  seront  les  pôles  des  droites  /3aiy, 
etya,(3,. 

iQ?  En  appelant  a^,  ^4,  y»  les  points  de  rencontre  des 
droites  affi,  |3|3i,  yyi  deux  à  deux,  on  voit  que  le  triangle 
«4^474  est  le  triangle  conjugué  de  ABC  par  rapport  au 
cercle  des  neuf  points.  Les  polaires  de  ai,  ««,  a^  étant 
^iju  Ai^i,  BC  qui  se  coupent  en  A],  ces  points  sont  en 
ligne  dix>ite.  Il  en  est  de  même  de  ^i,  (3„  jS^  et  de  yi, 
yt,74. 

Donc^  en  résumé,  on  a  :  quatre  droites  contenant 
chacune  six  points  :  (M0Ha/3y) ,  (AaPiyiAiat) , 
(B|3aiyiBiPt),  (Cyai|3iCiyt)  *,  une  droite  en  contenant 
cinq  (PPiAiBiC])',  neuf  droites  contenant  chacune  trois 
points  :  (a|3,y,),  (|3a,y,),  (y«,P,),  («la.a*),- (^i^t/S*), 
(717*7^)9  (Aaïas),  (B^iP»),  (C7iy8)  :  ces  trois  der- 
nières droites  sont  de  plus  perpendiculaires  à  MH  ; —  trois 
groupes  de  trois  droites  passant  par  un  même  point  : 
(a«i),  (4|3,),  (cy^)  parle  point  P^  (ajai),  (i,P,),  (c,y,) 
parle^K)iutPr,  («!««),  (pi/îj),  (yi7t)  par  le  pôle  de  PP, 5 
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—  enfia  deux  triangles  :  a^jS^^v»  conjugué  de  ABC  ptr 
rapport  au  cercle  (O),  et  «i ^i/i  conjugué  de  ce  cercle. 

Note.  ^  Solutions  analogues  par  le  P.  AuteC^ge  et  par  MM.  Le  Bel  et 
Talaynch. 


BULLETHL 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dana  ce  BuUetin  sf  trouvent  à  U  librairie 
de  Gauthier-Villars,  quai  des  Augnstlns,  55.) 


IV. 

TmiTÉ  DE  GéoMÉTRiE  DEscuiPTiYE,  par  JuIcs  de  la 
Gournerie,  Ingénieur  en  chef,  etc.  Troisième  partie. 
xx-ai6  pages,  et  Atlas  de  46  planches.  Paris,  i864« 
chez  Gauthier- Villars. 

La  troisième  Partie  da  Cours  de  Géométrie  descriptive  se  eom- 
pose  de  trois  Livres  consacrés  à  la  théorie  de  la  courbure  des 
surfaces,  aux  surfaces  hélicQïdales  et  aun  snifaccs  topogru" 
phiques. 

Pour  exposer  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces»  M.  de 
la  Gournerie  part  du  théorème  de  M.  Bertrand  sur  la  déviation 
de  la  normale.  Il  en  déduit  la  formule  d^Euler,  Tindicatrice  de 
M.  Dupin  et  les  surfaces  osculatrices  du  second  degré. 

L'auteur  discute  ensuite  la  formule  d'Eùler  dans  les  plus 
grands  détails;  il  fait  voir  qu'en  général  une  surface  se  divise 
en  deux  régions  caractérisées  par  des  indicatrices  elliptiques  ou 
hyperboliques  séparées  par  une  courbe  dont  les  points  ont  pour 
indicatrices  des  paraboles* 

Après  avoir  étudié  les  courbures  des  sections  normales,  ou 
détermine  celles  des  sebtions  obliques  k  Faide  du  théorème  de 
Meusnier.  Lorsque  le  plan  sécant  devient  tangent,  ce  théorème 
donne  pour  le  rayon  de  courbure  une  valeur  indéterminée. 
Pour  ce  cas,  M.  de  la  Gournerie  établit  une  formule  nouvelle 
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foodée  sur  la.  relation 

dans  ^quelle  £  est  l'aiDgle  de  contingence  de  1§  sectioa  normale 
passant  par  l'une  des.  asymptotes  de  rindicatrice,  t  i'apgle  de 
contingence  de  la  branche  de  conrbe  située  dans  le  plan  tangent 
et  tangente  à  la  même  asymptote  de  l'indicatrice,  et  i  la  dévia- 
tion de  la  normale  à  l'extrémité  de  l'a^e  considéré. 

Comme  exemple.  M,  de  la  Gournerie  étudie  les  surfaces  de 
révolution  et  les  surfaces  gavclies.  Pans  (es  premières,  les  sec- 
ûons  principales  sont  la  courbe  méridi^pine,  et  la  section  nor- 
male qui  lui  est  perpendiculaire;  les  rayons  4^  courbure  prin- 
cipaux sont  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  et  la  portion 
de  la  noroiale  comprise  ^ntre  le  poîn^  ^nsidéré  et  l'axe  de  la 
surface. 

Les  surfaces  gauches  %ont  à  courbures  opposées,  et  la  géné- 
ratrice qui  passe  en  un  point  est  unç  de%  asymptotes  de  Tindi- 
catrioe  eu  ce  poin(.  L'autre  asymptote  est  U  génératrice  de 
rbyperK^o|oîd(?  osculateur- 

Deux  surfaces  gauches  qui  ^  raccordent  le  long  4*une  géné- 
ratrice sont  osculatriçes  en  deux  points  de  cette  génératrice. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  surface  gauche  corres- 
pondant aux  divers  points  d'une  même  génératrice  est  en 
général  |ine  courbe  gauche  du  qi|a|rième  (Ugré,  qui  est  Tin  ter- 
section  du  paraboloide  formé  par  les  nc^rm^les,  et  4* un  hyper- 
boloide  à  une  nappe^ 

Lorsque  la  génératrice  considérée  est  singulière,  le  parabo- 
loîde  des  normales  devient  un  plau»  et  le  Ueu  des  centres  de 
courbure  e^  alors Ai|ie  courbe  du  second  ^cgré. 

Comme  application  de  cette  théorie,  Ut  4e  1^  Gournerie 
étudie  la  surface  gauche  formée  par  les  normales  à  une  même 
surface  menées  par  les  différents  points  d\ine  courbe  tracée  sur 
cette  surface.  Pour  exposer  plus  simplement  les  résultats  aux- 
quels il  est  parvenu  par  l'analyse,  M.  de  la  Gournerie  a  recourt 
à  la  considération  ingénieuse  de  la  droite  auxiliaire,  due  à 
M.  Mannheim. 
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Si  par  le  point  central  A  d'une  génératrice  on  élève  sur  cette 
droite  une  perpendiculaire  AA',  égale  au  paramètre  de  distri- 
bution, Tangle  sous  lequel  on  voit  du  point  A'  un  segment  BC 
de  la  génératrice  est,  égal  à  l'angle  que  forment  les  plans  tan- 
gents en  B  et  C.  Soit  O  un  point  quelconque  de  la  génératrice, 
menons  par  le  point  A'  une  perpendiculaire  PQ  à  A'O,  et 
soient  en  outre  B'  et  C  les  points  de  PQ  qui  se  projettent  en 
B  et  C  :  l'angle  WOC  est  égal  à  l'angle  que  font  entre  eux  les 
plans  tangents  en  B  et  C.  D'après  cela^  quand  on  connaît  les 
plans  tangents  en  trois  points  0,  B,  C  d'une  même  génératrice, 
il  est  facile  de  construire  la  droite  auxiliaire  PQ,  relative  au 
point  O,  d'où  Ton  déduit  le  point  central  et  le  paramètre  de 
distribution. 

Dans  le  second  Chapitre,  M.  de  la  Gouinerie  fait  voir 
comment  on  peut,  à  l'aide  des  théorèmes  d'Euler  et  de  Meusnier, 
déterminer  le  plan  osculateur  et  le  centre  de  courbure  d*une 
courbe  donnée  par  ses  deux  projections. 

Lorsque  deux  surfaces  sont  tangentes  en  un  point,  en  gé- 
néral elles  se  coupent  suivant  une  courbe  dont  deux  branches 
passent  par  ce  point.  Pour  obtenir  les  tangentes  à  ces  deux 
branches,  il  suffit  de  tracer  les  diamètres  communs  aux  indica* 
trices  des  deux  surfaces. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  M.  de  la  Goumerie  démontre  le 
théorème  de  M.  Dupin  sur  les  tangentes  conjuguées;  ensuite  il 
étudie  les  courbes  d'ombre  des  surfaces  gauches  dans  différents 
cas  particuliers,  et  arrive  à  des  résultats  nouveaux  et  intéres- 
sants. 

Enfin,  M.  de  la  Goumerie  discute  avec  le  plus  grand  soin 
les  parties  réelles  et  les  parties  virtuelles  des  courbes  d'ombre, 
et  obtient  ce  théorème  général  : 

Quand  sur  une  surface  la  courbe  d'ombre  propre  ei  la 
courbe  d'ombre  portée  se  rencontrent,  Icur^  tangentes  sont  con- 
juguées. 

Lorsqu'une  surface  est  osculée  par  un  plan,  le  théorème  de 
M.  Dupin  ne  donne  plus  la  tangente  à  la  courbe  d  ombre  qui 
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passe  par  ce  point  ;  cela  tient  à  ce  que,  dans  ce  cas,  la  courbe 
d'ombre  a  deux  tangentes;  on  détermine  ces  droites  à  Taide  du 
théorème  suivant,  dû  à  M.  de  la  Gournerie  : 

Quand  une  surface  est  osculéepar  un  plan  en  un  points  si  elle 
est  éclairée  par  un  point  lumineux  situé  dans  ce  plan^  le  point 
tPosculation  appartient  deux  fois  h  la  courbe  d^ombre^  et  les 
deux  branches  sont  tangentes  aux  deux  droites  qui  forment  le 
diamètre  de  l'indicatrice  du  troisième  ordre^  par  rapport  à  la 
direction  du  rayon  de  lumière. 

Le  quatrième  Chapitre  est  consacré  aux  lignes  de  courbure. 
Pour  déterminer  celles  des  surfaces  du  second  ordre,  M.  de  la 
Coamerie  démontre  le  théorème  de  M,  Dupin  sûr  les  surfaces 
orthogonales,  et  le  théorème  de  Binet  sur  les  surfaces  homofo- 
cales  du  second  degré.  11  résulte  de  ces  deux  théorèmes  que  les 
lignes  de  courbnre  d*une  surface  du  second  degré  sont  les  sec- 
cioDS  faites  dans  cette  surface  par  les  surfaces  homofocales.  Les 
projections  de  ces  lignes  sur  les  plans  principaux  de  la  surface 
considérée  sont  des  courbes  du  second  degré. 

Sar  une  surCace  quelconque,  on  appelle  ligne  asymptotique 
oelle  qui  touche.en  chacun  de  ses  points  une  des  asymptotes  de 
Tindicatrioe.  Son  plan  oscnlateur  est  tangent  à  la  surface.  M.  de 
la  Gournerie  étudie  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches  et  des  surfaces  de  révolution. 

En  général,  le  cercle  osculateur  d'une  section  normale  à  une 
surface  n'a  qu'un  contact  du  second  ordre  avec  cette  section; 
mais  pour  certaines  positions  du  plan  sécant  le  contact  s'élève 
an  troisième  ordre.  On  dit  alors  que  ces  sections  sont  sur> 
osculées  par  des  cercles.  En  un  point  d'une  surface  quelconque 
il  y  a  trois  sections  normales  surosculées  par  des  cercles.  Pour 
une  surface  du  second  degré,  ces  sections  sont  les  deux  généra- 
trices, et  la  courbe  dont  le  plan  est  conjugué  du  diamètre  qui 
passe  par  le  milieu  de  la  normale. 

Sur  une  surface  quelconque  on  peut  concevoir  une  courbe 
qui  soit  en  chacun  de  ses  points  tangente  à  une  section  nor- 
male surosculée  par  un  cercle.  Pour  une  surface  du  second 
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degré,  une  telle  courbe  esi  U  )ign«  <lç  coutaiot  de  la  surface  aTec 
une  développable  qui  est  circoi^scrite  à  la  foiç  à  cette  swriace  et 
à  une  sphère  concentrique.  Ces  courbes»  quci  V-  Poiosot  a 
appelées  polliodiesy  se  projettent  sur  les  plans  principaux  de  la 
surfaoe,  considérée  suivant  des  coniques  semblables  et  sembla- 
blement  placées. 

Le  second  Livre,  relatif  aux  surfaces  hélicoldes,  est  divisé  en 
cinq  Chapitres. 

Dans  le  premier  Chapitre,  M.  de  la  Gournerie  définit  d'une 
manière  générale  la  surface  hélicoide  comme  le  lieu  des  hélices 
de  même  axe  et  de  même  pas  qui  passent  par  les  différents  poinu 
(fune  hélice  donnée.  Il  complète  cette  définition  en  remarquant 
que  cette  surface  peut  être  engendrée  par  la  diret^rice  tovrnmt 
autour  de  l'axe  d*un  mouvement  uniforme,  et  ayant  en  ménie 
temps  un  mouvement  uniforipe  de  translation  parallèlement  à 
cette  droite.  L«  courbe  directrice  est  appelée  méridienne  lors- 
qu^elle  est  plane  et  que  son  plan  passe  par  Taxe.  J^e  rapport  de 
la  vitesse  de  translation  à  la  vitesse  angulaire  de  ro^on,  qui 
est  un  élément  très-important  de  la  surface,  n*avait  jusqu'à 
présent  reçu  aucune  dénomination  particulière;  U*  de  la  Gour- 
nerie le  désigne  sous  le  nom  de  pm  réduit^  expft^p  heureu- 
sement choisie,  car  ce  rapport  n*est  autre  cHo^  que  le  pas 
commun  des  hélices  divisé  par  2ir. 

Lorsque  la  directrice  est  une  droite,  ea  général  la  surface  est 
gauche.  L*hélice  qui  passe  par  le  pied  de  la  plus  courte  dis- 
tance de  Taxe  à  la  génératrice  est  appelée  hélice  de  gorge. 
Quand  la  génératrice  coupe  l'hélice  de  gorge,  la  surface  est 
gauche,  et  quand  la  génératrice  touche  l'hélice  de  gorge,  la 
surface  est  développable. 

Désignons  p^r  6  le  rayon  de  Thélice  dégorge,  par  k  son  pas 
réduit,  par  p  l'angle  que  sa  tangente  fait  avec  un  plan  perpen- 
diculaire à  Taxe,  et  par  a  l'angle  que  la  génératrice  fait  avec  le 
même  plan.  Ces  quatre  quantités  définissent  complètement  la 
surface,  mais  elles  ne  sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres, 
car  on  a  la  relation 
(i)  /i  =  ^Ungp. 
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Sur  un  hdicoîde  gauche  la  ligue  4e  striction  est  T  hélice  de 
gorge.  Toutes  les  génératrices  ont  le  même  paramètre.  I«a  va- 
leur de  ce  paramètre  e$t 

(a)  k  =  ^(tenga  —  tangp). 

Pour  que  deux  hélîcoïdes  puis^^n  t  s'appliquer  Vnfk  mf  raulre, 
il  faut  que  le  paramètre  des  génératrices  soit  le  méine,  et  que 
CCS  droites  coupent  l'hélice  de  gorge  sou9  le  même  angle  c,  ce 
(jui  donne  la  relation 

(3)  «  — p  =  «. 

k  et  t  étant  donnés»  tous  les  héliooîdes  dont  les  éléments  sa^ 
tisToot  aux  trois  équatituis  (i),  (^}y  (3)  scmt  applicables  les 
uns  sur  les  autres.  En  éliminant  «  et  ^  entre  ces  trois  relations, 
oa  trouve 

Si  l'on  regarde  b  et  h  commç  les  coordonnées  rectangulaires 
<ran  point  variable,  cette  écjuation  représente  un  cercle.  Ce 
cercle,  indiqué  par  M.  Bour  dans  son  Mémoire  sur  la  dàforma- 
iion  des  surfaces  y  permet  de  déterminer  immédiatement  deux 
<ics  trois  quantités  h^  h  et  a,  lorsque  l'une  d'elles  est  donnée. 

Tous  les  hélicoîdes  de  même  axe,  correspondant  à  un  même 
système  de  valeurs  de  A  et  de  a,  ont  les  mêmes  plans  tangents 
à  rinfini.  Celui  qui  a  pour  rayon  A  cota  est  développable,  il 
est  donc  la  développable  asymptote  de  tous  les  autres. 

Lorsque  la  génératrice  se  déplace  en  décrivant  la  surfilée, 
elle  rencontre  une  infinité  de  fois  sa  position  primitive;  pfir 
chacun  de  ces  points  passe  une  hélice  double.  L'hélicpîde 
possède  donc  une  infinité  d'hélices  doubles  ayant  des  rayons  de 
pius  en  plus  grands. 

Le  second  Chapitre  renferme  la  théorie  de  l'héllcoïde  déve^ 
ioppable. 

Un  hélicoîde  développable,  déterminé  par  son  arête  de  re-- 
broasseroent,  a  pour  trace,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
une  développante  de  cercle.  Cette  surface  est  d'égale  pente,  car 
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son  cône  directeur  est  de  révolution.  D*après  cela,  on  résout 
facilement  les  divers  problèmes  relatifs  aux  plans  tangents  de 
rhélicoïde  développable. 

Pour  trouver  les  sectipns  planes  de  cette  surface,  on  peut 
construire  les  projections  d'un  certain  nombre  de  génératrices, 
et  déterminer  les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  le 
plan  sécant.  Mais  il  est  préférable  d*em ployer  une  méthode  re- 
marquable par  son  élégance  et  sa  simplicité,  due  à  M.  Bour, 
et  qui  s'applique  à  toutes  les  surfaces  dont  les  génératrices  font 
un  angle  constant  avec  le  même  plan. 

Soit  AB  la  trace  horizontale  d'une  surface  réglée  dont  les  gé- 
nératrices foiit  avec  le  plan  horizontal  un  angle  constant  a.  Soient 
PQ  la  trace  horizontale  du  plan  sécant  et  6  l'inclinaisoD  de  ce 
plan.  Soient  CM  la  projection  horizontale  d'une  génératrice  de  la 
surface,  et  CQ  la  perpendiculaire  à  cette  droite,  G  étant  la  trace 
horizontale  de  la  génératrice  et  M  la  projection  horizontale  du 
point  où  cette  droite  rencontre  le  plan  sécant.  Abaissons  MD  per- 
pendiculaire sur  PQ;  si  nous  désignons  par  Z  la  hauteur  du 
point  d'intersection  au-dessus  du  plan  horizontal,  nous  aurons 

Z  =  MG  tanga  =  MD  tangO. 

Dès  lors  la  question  revient  à  trouver  sur  la  droite  MO  un 

point  tel,  que  le  rapport  de  ses  distances  aux  droites  données 

soit  égal  à  un  rapport  donné.  Pour  cela  il  suflit  de  porter,  à 

partir  d'un  point  fixe  0,  deux  longueurs  0£  et  OF  respecti- 

OE 
vement  parallèles  à  CQ  et  PQ,  dont  le  rapport  -rr-  soit   égal 

à  ;  la  ligne  EF  est  parallèle  à  MQ. 

Si  la  surface  considérée  est  développable,  la  droite  CQ  est  la 
trace  horizontale  du  plan  tangent,  et  |>ar  suite  la  droite  MQ  est 
la  projection  horizontale  de  la  tangente. 

Pour  faire  le  dévelop|)ement  d'un  hélicoîde  développable,  il 
suffit  de  remarquer  que  l'arête  de  rebroussement  ayant  un 
rayon  de  courbure  constant,  la  transformée  de  cette  courbe  est 
un  cercle. 
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Le  sujet  du  troisième  Chapitre  est  la  surface  de  la  vis  à 
filets  triangulaires,  qui  est  un  hélicoïde  gauche  dans  lequel  la 
directrice  rectîligne  rencontre  Taxe  obliquement.  L'hélice  de 
striction  se  réduit  à  Taxe,  et  le  paramètre  des  génératrices  est 
égal  et  de  signe  contraire  au  pas  réduit.  Le  cône  directeur  est 
de  révolution. 

Pour  déterminer  une  surface  de  vis  à  filets,  triangulaires,  il 
soifit  de  se  donner  une  hélice  et  Tangle  a  que  la  génératrice 
fait  avec  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe. 

La  trace  de  la  surface  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe 
est  une  spirale  d'Archimède. 

Pour  construire  le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface,  il 
suffit  de  déterminer  la  tangente  à  Thélice  qui  passe  par  ce  point, 
et  de  mener  un  plan  par  cette  droite  et  par  la  génératrice.  De 
cette  construction  on  déduit  la  suivante  :  par  la  trace  horizon- 
tale de  Taxe  et  du  côté  oà  s*étend  la  spirale  d'Archimède,  on 
élève  une  perpendiculaire  à  la  projection  de  la  génératrice, 
égale  à  Aeota  ;  la  droite  qui  joint  rextréroité  de  cette  perpen- 
diculaire à  la  projection  du  point  donné  est  perpendiculaire  à 
la  trace  horizontale  du  plan  tangent  cherché. 

Pour  construire  la  courbe  d'ombre  dans  le  cas  de  rayons 
parallèles,  par  chaque  génératrice  on  fait  passer  un  plan  pa- 
rallèle aux  rayons  lumineux,  et  on  détermine  le  point  de  con- 
tact par  la  méthode  précédente.  M.  Poncelet  a  simplifié  cette 
construction  en  remarquant  que  la  droite  qui  donne  la  projec- 
tion horizontale  du  point  de  contact  passe  par  un  point  fixe. 
M.  de  la  Goumerie  a  modifié  cette  construction  de  manière  à 
obtenir  un  tracé  plus  rapide  et  plus  exact. 

Dans  le  cas  de  rayons  divergents,  on  fait  passer  des  plans 
par  le  point  lumineux  et  les  diverses  génératrices,  et  on  déter- 
mine les  points  de  contact. 

Les  tangentes  et  les  asymptotes  des  courbes  d'ombre  se  dé- 
terminent à  Taide  du  théorème  des  tangent^  conjuguées,  qui 
conduit,  dans  ce  cas,  à  une  construction  facile,  car  Tune  des 
asymptotes  de  l'indicatrice  est  la  génératrice  elle-même,  et 
l'antre  se  déduit  aisément  de  la  proposition  suivante  : 
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Quelle  que  soit  la  génératrice  que  Von  considère,  si  on  élève 
h  sa  projection  horizontale  une  perpendiculaire  égale  à  2>  A  cota, 
par  h  pied  de  Vaxe  et  du  côté  où  s'étend  là  branche  de  la  spirale 
d^Jirhimède  sur  laquelle  est  sa  trace^  VeJttrémitê  de  cette  droite 
appartient  aux  projections  horizontales  dâi  secondes  asymptotes 
des  indicatrices  des  différents  points  de  cette  génératrice. 

Comme  application  de  ces  théories,  M%  de  la  Gouraerie 
donne  la  construction  des  ombres  d'utte  vis  à  filets  triangulaires 
et  de  son  écron.  Il  termine  ce  Chapitre  en  faisant  ^oir  qae  dans 
certains  cas  la  surface  de  la  vis  à  filets  tnangulairei  peut  être 
«mplojée  comme  surface  de  raocordement.  Il  donne  comme 
exemple  la  surface  gauche  lien  des  normales  à  un  cône  de  révo- 
lution, menées  par  les  divers  pointe  d'une  section  plane  de  cette 
surface. 

Le  quatrième  Chapitre  concicni  la  éhéorie  de  la  surface  de  la 
vis  à  filets  carrés^  c*est^à-dîre  de  la  surface  engendrée  par  le 
mouvement  hélicoïdal  d'une  droite  aatonr  d*un  axe  qnNelle 
rencontre  à  angle  droit.  Cet  kélicoîde  est  tout  à  la  fois  nne  va* 
riété  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires  et  un  conoïde 
droit.  On  peut  y  tracer  des  hélices,  dites  hélices  exoentiîques, 
qui  résultent  de  Timerseclion  de  la  surface  par  des  cylindres 
de  révolution  doni  une  des  génératrices  coïncide  avec  Taxe  de 
la  surface. 

Four  déterminer  une  surface  de  vis  à  filets  carrés,  il  suffit  de 
«donner  Taxe  et  nne  hélice  directrice.  Le  plan  tangent  en  tin 
point  quelconque  le  détermine  à  Taide  d'un  paraboloîde  de  rac- 
cordement. Les  sections  planes  «'obtiennent  en  prenant  les 
points  de  rencontre  d'un  certain  nombre  de  génératrices  avec  le 
plan  sécant.  On  construit  les  courbes  d'ombre  en  faisant  passer 
des  plans  lumineux  par  les  génératrices  et  déterminant  les 
points  de  contact.  Dans  le  cas  de  rayons  parallèles,  la  courbe 
d^ombre  est  nne  hélice  excentrique. 

La  sutface  de  la  vis  à  filets  carrés  est  la  seule  surface  ganche 
dont  les  rayons  de  courbure  soient,  en  diaque  point,  éganx  et 
de  signes  contraires. 
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Le  cinquîcttie  Chapitre  eét  coktsâcl-é  aux  surfaces  hélicoïdes 
non  réglées. 

Une  sdrfeoé  de  ce  gente  est  donnée  par  son  axe,  par  son  pas 
et  par  on«  diredlice  cUrviligAe.  On  déteninine  l'inteiiBection  de 
la  surface  par  un  plan»  en  prehant  les  traces,  sur  ce  plan,  d'un 
nombre  aiufllsant  d'hélices.  Les  plans  tangents  et  les  lignes 
d'ombre  se  consmtisem  à  Tàide  des  surfaces  de  vis  à  filets  trian- 
gulaires de  raccordement,  engendrées  par  les  tangentes  de  la 
courbe  nftéridté^ne. 

Si  Ton  oônisidère  uti  axe  fixe  OZ,  une  courbe  AB  située  dans 
iM  pkti  passftiit  pà^  Cet  ài^,  un  point  M  de  cette  courbe,  et 
les  cKfTénMtl^  SiH*fâtes  héliisoidales  quis  peut  engendrer  la 
cottirbtt  AB  M^  se  mouvant  autour  de  Taxe  OZ,  les  asymptotes 
des  indicatrices  de  «es  surfaces  correspondant  au  point  M 
(«HiMénl  nn  côïie  du  second  dlegl*é.  Ce  cône,  d6nt  la  considéra- 
ti^ia  est  due  à  M.  de  la  Ûournerie,  est  symétrique  par  rapport  au 
plan  ZOM  ;  Tune  de  ses  génératrices  est  parallèle  à  Taxe,  les 
asymptotes  de  rittdicatirioe  de  la  stirPace  de  révolution  engen- 
drée par  AB  sont  éenx  antres  génératrices  de  ce  cône.  Il  est 
en  outre  facile  de  trouver  un  plan  qui  coupe  ce  cône  suivant 
une  ellipse  dont  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  soit  un  cercle.  Dès  lors,  on  peut  aisément  trouver  Tinter- 
section  de  ce  cône  par  un  plan  quelconque,  ce  qui  permet  de 
déterminer  Tindicatrice  d*une  quelconque  des  surfaces  héli- 
coïdales produites  par  le  déplacement  de  AB  autour  de  OZ. 

Le  tieinaier  Livre,  relatif  aux  surfaces  topographîques,  se  com- 
pose de  deux  Chapitres. 

Le  premier  contient  les  solutions  des  principaux  problèmes  re- 
latifs à  ces  surfaces,  résolus  par  la  méthode  des  projections  cotées. 

Dans  le  second  Chapitre,  M.  de  la  Gournerie  fait  voir 
comment  un  tableau  graphique  peut  représenter  une  table  nu- 
mérique à  double  entrée.  Dans  certains  cas,  au  lieu  de  construire 
la  figure  qui  correspond  à  la  formule  donnée,  on  construit  celle 
qui  correspond  à  la  formule  obtenue  en  prenant  des  variables 
auxiliaires.  Cette  nouvelle  figure  est  dite  Vanamorphose  de  la 
première. 
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On  voit  par  cette  analyse  que  le  nouvel  ouvrage  de  M.  de  la 
Gournerie  est  un  grand  et  beau  travail,  où  l'on  trouve  les 
théories  les  plus  nouvelles  et  les  plus  intéressantes.  Aussi  nous 
conseillons  la  lecture  de  ce  traité,  non-seulement  aux  personnes 
qui  s'occupent  spécialement  de  Géométrie  descriptive,  mais  i 
tous  ceux  qui  étudient  la  Géométrie  de  l'espace;  ils  y  trouve- 
ront les  découvertes  les  plus  récentes  exposées  avec  la  plus 
grande  clarté. 

M.  de  la  Gournerie  a  le  plus  grand  soin  de  citer  les  géomètres 
qui  se  sont  avant  lui  occupés  du  même  sujet,  et  d'indiquer  les 
sources  où  il  a  puisé.  Aussi,  nous  nous  sommes  fait  un  devoir 
de  signaler  les  parties  de  l'onvrage  qui  sont  le  résultat  des  re- 
cherches personnelles  de  M.  de  la  Gournerie*  Si  nous  avons  fait 
quelques  omissions,  elles  sont  tout  à  fait  involontaires. 

Enfin,  un  point  très-important,  et  auquel  M.  de  la  Gonmerie 
a  donné  toute  son  attention,  ce  sont  les  constructions  gi-m- 
phiques;  il  a  toujours  choisi  les  plus  simples  et  les  plus  exactes 
nu  point  de  vue  de  l'exécntion,  et  les  épures  qui  accompagnent 
le  texte  sont  de  véritables  modèles  de  l'art  du  trait. 

L.  Gaos. 


Mécanique  RàTio»»«LLE;  parP.-/.-jE'.  Finch,  professeur, 
chevalier  de  la  Légion  d'honneur. 

La  première  Partie  comprend  la.  Cinématique  pure;  la 
deuxième,  la  Mécanique  du  point  matériel;  la  troisième,  la 
Mécanique  des  corps. 

Il  sera  rendtu  compte  de  cet  ouvrage. 
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âlfALOGHS  m  U  fifiM^RIE  MI  PLAN  A  CILLE 
DE  L  ESPACE 

(Totr  IMfe  IW)  ; 

Pak  m.  Paul  SERRET. 


IL 


4.  On  sait  que  l'équation  générale  des  plans  tangents 
de  lellipsoïde 


rapporté  à  ses  aices  de  figure,  est 


aor-t-  Pr +  7*=P=  \/a'a'-*-  *'p'-f- c'y'»; 

P  désignant  la  distance  du  centre  de  la  surface  au  plan 
tangent  considéré-,  et  a,  |3.  y  les  cosinus  des  inclinaisons, 
sur  les  axes  aa,  ai,  ac  de  l'ellipsoïde^  de  la  normale  cor- 
respondante N.  Traduisant  en  langage  ordinaire  la  for- 
mule qui  donne  la  valeur  de  P,  on  peut  dire  que  le  carré 
de  la  distance  du  centre  de  V ellipsoïde  à  Vun  quel- 
conque  de  ses  plans  tangents  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  produits  obtenus  en  multipliant  chacun  des 
demi'-axes  a,  b,  c  £2e  r  ellipsoïde  par  le  cosinus  de  F  angle 
formé  par  la  direction  de  cet  axe  avec  la  normale  cor- 
respondante N  : 

P»=  tf«cos>(N,  fl)  4-  6»cos'(  N,  6)  -f-  c'cos*(N,  c). 

5.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  sept  plans»  —  Soient^  relativement  a  un 

iljtii.  de  Uatbémat.,i*9éT\^yX.  IV.  (Mai  i8G5.)  l3 
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système  quelconque  d'axes  rectangulaires, 
o=P,  =  P,=  ...  =  P„ 

les  sept  plans  donnés  :  chacune  des  fonctions  P  étant  de 
la  forme 

P  =  Aa:  -f-B/H-Cï  —  py 

où  A,  By  C  désignent  les  cosinus  directçurs  de  la  nor- 
male N  menée  de  l'origine  au  plan  P,  et  p  la  distance  de 
Forigine  à  ce  plan. 

Soient^  en  outre,  (jr,  j^,  z)  le  centre  d'un  ellipsoïde 
langent  aux  sept  plans  donnés-,  a,  i,  c  les  longueurs  de 
ses  demi-axes  \  et 

a,    p,  7    les  cosinus  directeurs  de  l*axe  na^ 

D'après  la  remarque  précédente,  on  aura  cette  double 
expression  de  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  à  Tun 
quelconque  des  sept  plans  tangents  : 

P'=  (Ax -4- Bjr +  Ca —./?)» 
=  fl'cos»(N,  a)  -f-  ô»cos«(N,  b)  -f-^cos»(N,  c), 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

(Ax-hB/-+-Cz— /?)>  =  ii»(A«-4-Bp4-C7)» 
-f.ô'(Aa'-hBf-+-C7')»-hc»(Aa''-hBp"-hC7'^)'. 

De  là,  en  appliquant  cette  équation  à  chacun  des  plans 
Pi»  Pf)«  •  •>  P7? 

,0   (      (A«*+K«r  +  C,«— /?.)»  =  fl«(A.a4.B.p  +  C,7)' 
I   H.^«(A,a'4-B.p'  +  C.7')»  +  r»{A.a"-hB,p''H-C,7'')S 

^*  i  -h^>(A,«'4-B,p'-4-C.7')«-hC(A,a''-|.B,p''-|-C.7'')', 
'     r-h^«(A,«'-hB,p'H-C,7')'H-r»(A,«"4-B,p''-hCY)S 
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el  la  détermination  du  lieu  des  centres  (or,  j,  z)  serait  ra- 
menée à  Téliminalion  des  douze  variables 

^fà.e;     a,  p,  7  ;     a',  p',  7'  ;     a",  p",  j" 

entre  les  sept  équations  que  Ton  vient  d'écrire  et  les  six 
relations  que  Ton  sait  exister  entre  les  neuf  cosinus  rela- 
tifs à  trois  directions  rectangulaires.  Mais  il  arrive  ici  que 
Télimination  peut  s'effectuer  indépendamment  de  ces  six 
relations.  Au  point  de  vjae  analytique,  cela  résulte  d'un 
mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les  équa- 
tions 1®,  a®,  3*^,. . .,  7®;  et  d'après  lequel,  les  quantités 

a'oL\      b^a''        et     c«a*'>; 

a*7%       ^'7'^         »      c'y"*; 

fl»ap,      A'a'p'     et     c»a"p^; 
fl»P7,     6>p'7'      .      c^p'y"; 

entrant  de  la  même  manière  dans  toute  combinaison  de 
ces  équations,  il  suffira  de  rendre  nuls  les  coefficients  des 

termes  en 

fl«a%  fl'P%   fl»7>;     fl'ap,  a*^^  a^ocy 

dans  Téquation  résultant  de  cette  combinaison,  pour  voir 
disparaître  toutes  les  variables. 

Egalons  donc  â  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  ces 
quantités  dans  l'équation  qui  résulterait  de  l'addition  des 
équations  i,  2,  3,...,  7  multipliées  respectivement  par 
les  nombres  indéterminés  >i,  Xs,  Xt, . . . ,  X,  ;  il  vient 

i,  Af  H-  x,a;  + . . ,  4-  ).,a;  =  o, 
x,B;-f-x,B; -♦-... -h  x,b;=o, 

^c]  -hX,c;-h...-f-x,c;  =  o, 

^  ^  »  X.A.B, -hX,A,B,H-...-+-l,A,B,  =  o, 

À.BiC  4-5^,B,C, -f-...-f-^B,C  =  o, 

îi,  A.C,  4-  5^,  A,C  -+-. . .  4-  >,  A,C  =  o. 

i3. 
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Or  si,  multipliant  les  équations  i°,  a**,  3**, . . . ,  y^  res- 
pectivement par  les  nombres  .actuellement  déterminés  Xi, 
2i,..  .^  X7,  on  les  ajoute  membre  à  membre;  le  second 
membre  de  Féquation  résultante^  ordonné  par  rapport 
aux  dix-huit  quantités  telles  que  a* a*,  a*/3*,  «*7*i  û'^Pi 
a^jSy,  a' «7,  a  tous  ses  coefficients  nuls  et  est  lui-même 
identiquement  nul.  L*élimination  des  douze  variables  se 
trouve  donc  effectuée,  et  le  lieu  des  centres  est  repré- 
senté par  Téquation 

>,{A,4r-f-B,r-HC,«— /?,)'-|->,(AaJr-|-B,r-f-C,s— /?,)>H-... 
H-  >,  (A,^  4-  B,7  +  C,8  —  /?,)'  =  o, 


ou 


2>p'=. 


D'ailleurs,  et  en  vertu  des  mêmes  relations  (X),  les  carrés 
et  les  rectangles  des  coordonnées  x,  y^  z  disparaissent 
d'eux-mêmes  du  premier  membre  de  cette  équation  qui 
s'abaisse  au  premier  degré.  Le  lieu  des  centres  est  donc 
un  plan,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  sept  plans 

o  =  P.  =  P,  =  ...=  P, 

ast  le  plan  unique  représenté  par  V équation 

l  >,Pf  4-x,Pî-f....H-5^,p;=:o, 

''^  \  ou     2>^'  =  «>. 

rendue  linéaire  par  un  choix  convenable  des  coefficients. 

Remarque  I.  —  On  sait  que  le  lieu  des  centres  des 
ellipsoïdes  inscrits  à  un  octaèdre  hexagonal  est  le  plan 
mené  par  les  points  milieux  des  trois  diagonales.  Ce  plan, 
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rapporté  a  sept  quelconques  des  Cem^s  de  l^octaèdre,  peut 
donc  être  représenté,  de  huit  manières  différentes,  par 
une  équation  de  la  forme 


2>= 


o. 


Remarque  II.  —  Développant  Féquation  du  plan  gé- 
néral des  centres,  on  trouve 

-+-«(X./^i.C,  4-...)-»-H  =  o; 
de  la,  pour  la  normale  menée  de  l'origine  a  ce  plan, 
f _. r 

z 
^i/'i . Cl  -+- • .  '-h  ^ipi . Cl 

La  normale  au  plan  des  centres  coïncide  donc  avec  la  ré- 
sultante d'un  contour  polygonal  dont  les  côtés  successifs 
seraient  représentés  eu  grandeur,  direction  et  sens  par 
les  perpendiculaires  pi,  ^79, . . . ,  /i?,  menées  de  rorigine  à 
chacun  des  sept  plans  donnés,  respectivement  multipliées 
par  les  nombres  ^1,  X^, .  • . ,  X7. 

U  est  remarquable  que  les  changements  apportés  dans 
ce  contour  par  le  déplacement  de  Torigine  laissent  inva- 
riable la  direction  de  sa  résultante. 

Remarque  III,  —  L'équation 

subsiste  toujours,  quelle  que  soit  Tobliquité  des  axes* 

Choisissant,  par  exemple,  trois  des  sept  plans  tangents 

'  pour  plans  des  x^  y,  z\  le  plan  général  des  centres  de- 
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meurera  représenté  par  l'équation 

rendue  linéaire  en  jt,  y^  z  par  un  choix  convenable  des 
coefficients. 

Remarque  IV.  —  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  tangentes  aux  huit  plans 

o  =  P,  =  P,=:...  =  P,=:P, 

est  évidemment  une  ligne.  Cette  ligne,  d'ailleurs,  est 
droite,  puisqu'elle  doit  être  contenue  en  particulier  dans 
chacun  des  plans 

et  il  est  aisé  de  voir  que  l'équation 

2>p'=o. 

rendue  linéaire  à  Taide  des  coefficients,  représente  tous 
les  plans  menés,  en  nombre  infini,  par  la  droite  générale 
des  centres^  ou  la  série  des  plans  diamétraux  communs  a 
toutes  les  surfaces  considérées. 

Remarque  F.  —  L'équation 

2>p'=o 

représenterait  de  même  tous  les  plans  menés  par  le  centre 
unique  de  la  surface  du  second  ordre  définie  par  les  neuf 
plans  tangents 

o  =  P.  =  P,  = . . .  =  F,  =  P„ 

ou  le  système  des  plans  diamétraux  de  cette  surface. 
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Remarque  FI.  —  Il  resterait  maintenant  à  déduire 
de  l'équation  principale 

<•)  2'iP'=o. 

convenablement  interprétée,  la  construction  même  du 
plan  général  des  centres. 

Que  si,  essayant,  comme  le  veut  l'analogie,  les  consi - 
dérations  utilisées  déjà  dans  la  question  analogue  de 
Géométrie  plane,  on  forme  Téquation  du  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  (c7,,  cft,. ..,  gt?)^  par  rapport  au 
plan  des  centres  assimilé  à  une  surface  du  second  ordre 
par  Tadjonction  du  plan  à  V infini  :  on  trouvera  toujours 
ce  plan  polaire  représenté  par  Téquation 

^iCj|.Pi  H->it3,.P,  4-. .  .-+-  X,cr,.r,  =  o; 

fît  Ton  reconnaîtra  encoce  que  les  rayons  vecteurs  menés 
du  p6le  à  ce  plan  sont  divisés  en  deux  parties  égales  par 
le  plan  général  des  centres.  Mais  si  «  plaçant  le  pôle  en 
Tun  des  sommets  du  solide  formé  par  les  sept  plans,  on 
pose,  par  exemple, 

O  ^^  Of  ^^  CTs  ^^  8F7  î 

Téquation  du  plan  polaire  correspondant 

(2)  >iBri.Pi  -h  X,ij,.P,  ■+■  XjCTs.Ps  -H  X4CT«.P4  =  o 

n'admet  plus  aucune  solution  connue.  Quoique  toujours 
parallèle  au  plan  des  centres,  le  plan  polaire  ne  nous  laisse 
apercevoir  aucun  de  ses  points;  et  ne  nous  montre  plus, 
dans  le  milieu  de  la  droite  qui  réunirait  ce  point  au  pôle, 
un  point  du  plan  que  nous  cherchons. 

L'analogie  parait  donc  interrompue;  et  bien  que  Ton 
puisse  y  suppléer,  comme  nous  le  verrons,  et  définir 
géométriquement  le  plan  des  centres  ;  une  autre  définition 
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serait  à  désirer,  uniquement  fcmdëe  sur  l'équation  (t)  . 
et  le  parallélisme  de  tous  les  plans  polaires.  Il  est  Timi- 
semblable  que  le  plan  serait  la  seule  surface  i  employer 
dans  la  construction  qui  en  résulterait;  tandis  que  la 
sphère  intervient  seule  dans  celle  que  nous  allons  ex- 
poser. 

6.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre, 
tangentes  à  six  plans  j  et  dont  les  carrés  des  axes  con- 
servent une  somme  constante.  —  Les  six  plans  donnés 
étant 

o=P,=:P,  =  ...  =  Po 

et  toutes  les  notations  du  numéro  précédent  étant  con- 
servées, on  aura  à  associer  la  relation 

a»  4- ^a -4.  cJ  =  ^î  =  const- 

aux  six  premières  des ' équations  1%  a^,  3^,...,  7^  du 
n^  5*,  ou  à  éliminer  les  douze  variables  entre  les  sept 
équations 

^1       (Aia?-hB,r4-C,«— /7,)»  =  fl»(A.a-i-B.p-hC,7)* 


,       {A,x  +  B,/-4-Ca«  — /?.)»=  a>(A««-|-B,p-+- C.7)» 


t. 


4-  b^  ( A,a'  +  B,|l'  +  C,/)'  -*-  ^  (A««'  +  B.p-'  +  C7-')', 
•^^  fl»  4.  ^»  4-  «»  =  A^  =  const.; 

et  les  six  relations  existant  entre  les  neuf  cosinus.  Or, 
rélimination  peut  encore  s'effectuer  indépendamment  des 
trois  relations  qui  résultent  de  Torthogonalité  des  axes 
2a,  ai,  a c  de  l'ellipsoïde. 
Soient,  en  effet,  ^j,  Xt, . . . ,  A^  six  coefficients  définis 
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par  les  conditions  suivuites  : 


(1) 


1,AJ-1-X.AÎ-|-., 

..+».a;  =  i. 

l,BÎH-i,BÎ-|-.. 

.4.x.b;=i, 

i,c;h-x,cî+.. 

,.-|-l.CÎ=i; 

X,  A.B,  +  1,A,B,  H-. .  .4- >,A,B,  =  o. 

i,B,C,  +  1,B,C  +. . .  +  1,B,C  =  0, 

1,  A.C,  +  1,A,C  H-. .  -|->,A,C  =  o. 

Les  équations  i^,  a^, . . . ,  6®  étant  respectivement  mul- 
lipBées  par  les  nombres  X|,  Xs, . .  • ,  ^^  ainsi  déterminés, 
et  ajoutées  membre  â  membre;  les  neuf  termes,  tels  que 
a*a^,  a*^^  ofcny^  disparaissent  d'eux-mêmes  du  second 
membre  de  l'équation  résultante;  les  termes  en  a' a*, 
a*(3*^  û*7*î  ayant  des  coefficients  égaux  â  Tunité,  se  ré- 
duisent à  af  (a*  +  P*  -H  y*)  =  a*  ;  les  termes  en  J'ct", 
i*/y*,  4«7'«  se  réduisent  à  i*;  les  termes  en  cV",  c*p''% 
c*7^  à  c';  et  l'ensemble  de  ces  termes  se  réduit  à 
a*  -H  4*  -f-  c*  ou  *•,  en  vertu  de  la  relation  7®.  Toutes 
les  variables  ont  donc  disparu  ;  et  Ton  a,  pour  le  lieu 
cherché, 


(U) 


-I- >«(A««  +  B,/ +  Cz  — />,)»  =  fl» -h  ^* -h  c»  =  consL, 
ou     y  XP*a=a»4-A*-hc»  =  coDSt. 


D'ailleurs,  les  rectangles  des  coordonnées  disparaissent 
d'eux-mêmes  du  premier  membre  de  cette  équation,  en 
vertu  des  relations  (X)  ;  les  coefficients  de  a:*,  j^*,  z^  y 
sont  égaux  à  l'unité  ;  le  lieu  des  centres  est  une  sphère 
dont  le  centre  est  indépendant  de  la  valeur  assignée  à  la 
constante  iji^  -^-li^  '\'  c*  (Mention);  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre, 
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tangentes  aux  six  plans 

et  dont  les  carrés  des  axes  conservent  une  somme  con- 
stante, est  la  sphère  représentée  par  r équation 

X,  (  A.a: -h  B, j- 4- C,z  — /^.  ;» -f- .  .  . 
(II)  ;  -+"^(^«^-+-^0'-+-(;iZ— /?,)»=«*  4- A» -hc>  =  coosL, 

ou     ^  àP»  =  «»  -h  6»  +  C  =  oonst.y 

ramenée  à  la  forme  x*"-4-^'  -f-  z*  -f- . . .  =  o,  par  un  choix 
convenable  des  coeflicients. 

Remarque  /.  —  On  trouve  aisément,  pour  les  coor- 
données du  centre, 

X=lX,/?,.Ai  -+-. .  .-f-Xe/^s.A*, 
j  =  >,/?,. B,  +...4-V..B,, 
2r=X,/i,.C,  -h. .  .-h >«/>•. C«; 

et  l'on  voit  que  le  centre  de  la  sphère  des  centres  coïncide 
avec  Textrémité  d*un  contour  polygonal  dont  le  point  de 
départ  serait  à  Forigine,  et  dont  les  côtés  successifs  se- 
raient représentés  en  grandeur,  direction  et  sens,  par  les 
perpendiculaires  pi,  pi,...,  ^e  menées  de  Torigine  aux 
six  plans  donnés,  respectivement  multipliées  par  les 
nombres  ^i,  At, .  • . ,  X^  :  les  changements  apportés  dans  ce 
contour,  par  le  déplacement  de  Torigine,  laissant  son 
extrémité  immobile  au  même  point. 

Remarque  II.  —  L'équation  (II)  subsisterait  toujours, 
quelle  que  fut  Tobliquité  des  axes.  On  pourrait,  par 
exemple,  choisir  pour  plans  des  x,  y  y  z  trois  des  six  plans 
tangents  donnés;  et  la  sphère  des  centres  serait  encore 
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représentée  par  l'équation 

=  fl*  -+-  A*  -h  C*  =  CODSt., 

ramenée  toujours  a  la  forme 

j:*  H- j* -+- a* -h  ax7C0s(a:7)  H- . .  .  =  o, 

par  on  choix  convenable  des  coefficients. 

Remarque  III,  —  Il  serait  aîsé  de  déduire,  du  théo- 
rème actuel,  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  sept  plans. 

Soit,  en  effet,  af  •-\-b^  -^  c*  la  somme  des  carrés  des 
axes  de  Tun  quelconque  des  ellipsoïdes  tangents  aux  sept 
plans  o  =  P|  =  Pt  = . . .  =  P7.  Le  centre  de  cet  ellip- 
soïde devant  appartenir,  en  particulier^  à  chacune  des 
sphères 

y  >  p'  =  «»  H-  b^  4.  c\ 

et 

appartiendra  également  au  plan  radical  de  ces  sphères, 
représenté  par  l'équation 

ou  au  plan  unique  et  déterminé 

2'vP=o, 

ce  qui  est  le  théorème  du  numéro  précédent. 

Remarque  IF,  —  Toutes  les  sphères  représentées,  on 
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nombre  infini,  par  Tnne  des  équations 

2>p'=o, 
2y=o 

ont  le  même  plan,  le  même  axe  ou  le  même  centre  ra^ 
dicalf  à  savoir  :  le  plan  ou  la  droite  des  centres  des  el- 
lipsoïdes tangents  aux  plans  donnés,  ou  le  centre  unique 
de  l'ellipsoïde  tangent  aux  neuf  plans 

o  =  P,  =  P,=...  =  P,. 
Remarque  V.  —  Revenons  à  la  sphère  principale 
(H)  y  ^P'  =  «*H-^' -4- c»  =  const. 

et  chercbons  à  en  déterminer  le  centre. 

Remarquons,  à  cet  effet,  toutes  les  sphères  répondant 
aux  diverses  valeurs  de  la  constante  étant  concentriques, 
que  Ton  peut  supposer  cette  constante  nulle.  Le  lieu  con- 
sidéré devient  alors  le  lieu  spécial  des  centres  des  hyper- 
boloïdes  équUatèreSy 

'  à  une  ou  à  deux  nappes,  tangents  aux  six  plans  donnés  \ 
et  la  sphère  particulière,  dont  on  doit  déterminer  le 
centre,  est  représentée  par  l'équation  homogène 

(III)  2\p»  =  o. 

Or,  le  plan  polaire,  i*clatif  à  la  sphère  (III),  d'un  point 
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quelconque  (oi,  C7|,. .  .cfc),  a  pour  équatiou 
X,  w, .  P|  -+-  \jUx .  Pi  -f- .  .  .  -+•  Xccr«.  Pc  =  G  ; 

et  si,  au  lieu  de  laisser  ce  point  quelconque,  on  le  place 
en  Vun  des  sommets  du  polyèdre  formé  par  les  six  plans 
donnés,  en  posant,  par  exemple, 

(»)  0  =  04  =  0|=:cy«, 

on  a,  pour  le  plan  polaire  correspondant 

(n)  X,|!T,.P,  +  ^W,.P,-hX,CTs.P,=  0: 

équation  d'un  plan  passant  par  le  sommet  -  opposé  du 
polyidre. 

Deux  sommets  opposés  quelconques  du  polyèdre  formé 
par  les  six  plans  donnés  sont  donc  poUUrement  conjugués 
par  rapport  à  la  sphère  particulière  (III). 

D'un  autre  côté^  deux  points  étant  polairement  con- 
jugués  par  rapport  à  une  sphère,  et  la  droite  qui  réunit 
ces  points  étant  prise  pour  diamètre  dune  seconde 
sphère  :  on  sait  que  ces  deux  sphères  sont  orthogonales. 

La  sphère  des  centres  (III)  et  la  sphère  décrite  sur 
fune  quelconque  des  diagonales  du  polyèdre  des  six 
plans,  prise  pour  diamètre  y  sont  donc  orthogonales.  La 
détermination  que  l'on  avait  en  vue  se  trouve  réalisée,  et 
Ton  a  cette  suite  de  théorèmes  : 

i^  Un  système  de  six  plans,  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  Tespace,  donne  lieu  à  dix  diagonales  réunis- 
sant le  point  de  concours  de  ti'ois  de  ces  plans  au  point 
de  concours  des  trois  autres*,  et  à  dix  sphères  décrites  sur 
chacune  de  ces  diagonales  comme  diamètre  :  ces  dix  sphères 
ont  le  même  centre  radical  et  la  même  sphère  orthogo- 
nale. Nous  nommerons  celle-ci  la  sphère  conjuguée  des 
six  plans. 

a®  Le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères 
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(a*  ziz  />•  —  f*  =r  o),  à  une  ou  à  deux  nappes,  tangents  k 
six  plans,  est  la  sphère  conjuguée  des  six  plans,  repré- 
sentée par  Féquation 

3^  Sept  plans  étant  donnés,  les  sept  sphères  conjuguées 
de  six  de  ces  plans  se  coupent  dans  un  même  cercle,  le 
cercle  conjugué  des  sept  plans;  ce  cercle  est  le  lieu  géo- 
métrique des  centres  des  hyperholoïdes  équilatères,  un- 
gents  aux  sept  plans  donnés  ;  et  son  plan,  qui  coïncide 
avec  le  plan  général  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  tangentes  k  ces  sept  plans,  est  représenté  par 
l'équation 

4°  Huii  plans  étant  donnés,  les  huit  cercles  conjugués 
de  sept  de  ces  plans  se  coupent  dans  les  deux  mêmes 
points;  ces  points  sont  les  centres  des  deux  hyperholoïdes 
équilatères  tangents  aux  huit  plans  donnés-,  et  la  droite  qui 
les  réunit,  ou  Vaxe  conjugue  des  huit  plans,  coïncide  avec 
la  droite  générale  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  tangentes  à  ces  huit  plans.  Cette  droite 
n'est  autre,  d^ailleurs,  que  la  commune  intersection  de 
tous  les  plans  contenus,  en  nombre  infini,  dans  l'équa- 
tion 

5^  iVieu/ plans  étant  donnés,  les  neuf  axes  conjugués  de 
huit  de  ces  plans  se  coupent  dans  un  même  point  :  le 
centre  de  la  surface  du  second  ordre  tangente  aux  neuf 
plans,  et  le  point  de  commune  intersection  de  tous  les 
plans  contenus  dans  Téquation 

2>=<- 
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7.  Parmi  les  conséquences  géométriques  du  théorème 
précédent,  on  peut  citer  celles-ci  : 

Si  quatre  des  diagonales  d^un  système  de  six  plans  ont 
leurs  points  milieux  dans  le  même  plan  :  les  points  mi- 
lieux des  dix  diagonales  sont  dans  un  même  plan  repré- 
senté par  Téquation 

VxP  =  o. 

Si  quatre  des  plans-hauteurs  menés,  par  l'un  des  som- 
mets  d*un  système  de  cinq  plans,  perpendiculairement  à 
V arête  opposée,  se  coupent  en  un  même  point  :  les  dix 
plans  analogues  se  coupent  au  mêiçe  point. 

On  doit  noter  encore  cette  traduction  géométrique  de 
réqnation  (II)  • 

Six  plans  tangents  et  le  centre  d'une  surface  du  second 
ordre  étant  donnés,  la  puissance  de  ce  centre,  par  rap- 
port à  la  sphère  conjuguée  des  six  plans,  mesure  la  somme 
des  carrés  des  axes  principaux  de  la  surface. 

m. 

8.  La  méthode  que  Ton  vient  de  développer  n^esl  pas 
limitée  à  la  détermination  du  lieu  des  centres  des  courbes 
ou  des  surfaces  du  second  ordre  assujetties  à  certaines 
conditions.  Le  principe  sur  lequel  elle  est  fondée  inter- 
viendrait encore  utilement  dans  la  recherche,  par  exem- 
ple, du  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  à  un  quadri- 
latère., en  conduisant,  pour  l'équation  du  lieu,  à  une 
forme  abrégée  remarquable  et  qui  se  prêterait,  bien 
mieux  que  l'équation  ordinaire,  à  sa  construction  défini- 
tive. Mais,  laissant  de  côté  ces  applications,  d'ailleurs 
très-secondaires,  de  notre  méthode,  nous  indiquerons en- 
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oore  quelques  formules  simples  qui  en  résultent  immë- 
diatement. 

9.  Trois  tangentes  et  le  centre  d'une  conique  étant 
donnés,  Véquation  aux  axes  principaux  de  la  courbe  est 


(i)        '  «VA'— a'-l-^VÂ^— ^H-cVA»  — 7»=o: 

a,  &,  c  désignant  les  trois  côtés  du  triangle  des  trois  tan- 
gentes; a,  0,  y  les  distances  du  centre  à  ces  côtés;  etÂ 
Tuu  quelconque  des  demi-axes  de  la  courbe. 

10.  Trois  points  et  le  centre  d^une  conique  éunt  don- 
nés, Téquation  aux  axes  principaux  est 


(î)    aa  Va»  —  a'*  -♦-  b^  ^A»—  p"  +  cy  y/K^  —  y'*  =  o  : 

a,  i,  c  et  a,  jS,  y  désignant  encore  les  côtés  du  triangle  des 
trois  points,  et  les  distances  du  centre  i  ces  côtés;  tandis 
que  â/,  f/,  y  désignent  les  distances  du  centre  aux  sommets 
du  triangle,  ou  aux  points  donnés. 

11.  Étant  donnés  quati^e  plans  tangents  et  le  centre 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  ;  Taxe  double  aA,  ou  le  dia- 
mètre du  cercle  principal  de  la  surface,  est  défini  par  l'é- 
quation 

(I)  ^ûn(:iSi).y/A'--P]  =  oi 

P],  Pi,  Ps,  P«  désignant  les  distances  du  centré  aux  plans 
donnés^  et  sin  (  ^34)  1^  sinus  de  V angle  solide  formé  par 
les  normales  de  trois  de  ces  plans. 

12.  Étant  donnés  quatre  points  et  le  centre  d'un  ellip- 
soïde de  révolution  ;  Taxe  double  2 A  de  la  surface  est  dé- 
fini par  l'équation 


(II)  Vsin(p,p,..).Î^^L_fl  =  o 

^"l  Pi 
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Pi 9  pty  ^«9  Ph  désignant  1(?8  demi-diamètres  menés  du  centre 
aux  quatre  points  donnés ^  et  sin  (ptptph)  le  sinus  de 
Fangle  solide  formé  de  trois  de  ces  demi-diamètres. 

[La  suite  prochainement, } 

SDR  UNI  CLASSE  D'ÉQUATIONS  RÉSOUIIS  PAR  lOIVRE 
ET  LEURS  DftRIVtES; 

Pau  m.   s.   REALIS. 

1 .  Soit  l'équation 

(i)  y-h^x"-Hy»*=o» 

dont  les  an  racines  sont  comprises  dans  Texpression 


="v/-l*v/î-'-' 


où  Ton  doit  donner  à  a,  successivement,  les  n  valeurs  qui 
vérifient  l'équation  binôme 

a* —  I  =s:o. 

On  supposera  constamment;  dans  ce  qui  va  suivre, 
que  le  nombre  désigné  par  p  est  positif.  Dans  cette  hypo- 
thèse,  l'équation    (i)    demeure    la    même  lorsqu'on   y 

change  y  en~;  dW  il  suit  qu*elle  admet  n  diviseurs  du 

second  degré  exprimés  par  la  formule 

dans  laquelle  on  attribuera  i  x  les  n  valeurs  de  la  fonc- 

P 
tion  Y  H- -  • 

D'après  cela,  divisons  l'équation  par  j^",  ce  qui  la  met 
iljM.  de  Méitltéméit.,  a*  lérie,  t.  lY.  (Mai  i865.)  l4 
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sous  la  forme 


et  faisons 


On  aura 


^'"-^^-+-^=0' 


X 


P"  .      ^(n — 3)    .       ,      n{n — â)(n — 5) 


n(n-^S)(fi—6)ifi  —  '])  - 


ou  bien 


p»  ,       n(n  —  3)     .  "T" 


selon  que  n  sera  un  nombre  pair  ou  impair.  Pour  abré- 
ger, on  représentera  parPt^p^x""**  un  terme  intermé- 
diaire quelconque  du  développement  qu^on  vient  d'é- 
crire, laissant  toutefois  en  évidence  le  deuxième  terme 
où  Pj  =  —  n.  La  loi  de  formation  des  coejficients  P  est 
connue,  et  je  ne  m'y  arrêterai  pas  [voir  V Algèbre  supé- 
rieure àeM.  Serret,  a*  édii.,  p.  194  et  44*)- 

Au  moyen  de  ce  développement,  l'équation  (i)  divisée 
par  Y  sera  transformée  dans  la  suivante  : 

(2)  Jî"  — /f/^x"-»4-P4/>*«*^-f-. .  .-hP>A//x*-»*4-..  .4-7  =  0; 

et  les  n  racines  de  celle-ci  seront  comprises,  d'après  la 
relation  entre  x  et j^,  dans  Texpression  ' 

V      a     V4     '^         7    ^        ,j^ 
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ou  bien  dans  Texpression  équivalente 


a  étant  racine  de  Téquation 

Les  équations  de  la  forme  (2),  dont  la  résolution  est 
réduite  par  ce  qui  précède  au  dernier  degré  de  simplicité, 
rentrent  dans  celles  que  Moivre  avait  résolues  dans  les 
Transactions  philosophiques  pour  Tannée  1707.  Ces 
équations  ont  été  ensuite  traitées  par  Euler, .  qui  a  vé- 
rifié à  posteriori  les  solutions  que  Moivre  avait  données 
sans  démonstration,  et  les  a  complétées  par  Tintroduc- 
tion  des  racines  de  Tunité  (voir  le  tome  VI  des  anciens 
G>mmentairesdePétersbourg  :  Deformisradicumœqua" 
tionum^  ou  bien  le  Complément  des  Éléments  d^  Algèbre 
de  Lacroix,  6*  édit«>  p.  i4y)» 

*  On  reconnaît  aisément,  d'après  les  formules  ci-dessus, 
que  selon  que  Ton  aura 

j— i^<o,    ou     i.— ^->o, 

Téquation  (2)  aura  toutes  ses  racines  réelles,  ou  toutes 
imaginaires  (à  l'exception  de  celle  qui  correspond  à  âr=i, 
quand  n  est  impair,  et  de  celles  qui  correspondent  à  a  =  1 
et  a  = — I ,  quand  n  est  pair  et  q  négatif) . 
Dans  le  cas  spécial  de 

Féquation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  égales  deux  k 
deux  (avec  une  distincte,  quand  n  est  impair  ^  et  deux  ne 
différant  que  par  le  sigme,  quand  n  est  pair  et  q  négatif) 

.4. 
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Ce  cas  mérite  une  attention  particulière,  à  cause  des  cir* 
constances  qu'il  présente,  et  des  conséquences  qu*on  en 
déduit  relativement  anx  racines  de  Téquation  et  a  celles 
de  sa  dérivée.  C'est  ce  que  je  me  propose  de  développer. 

Remarque,  — .  L*équation      » 

traitée  comme  il  vient  d'être  dit,  conduit  sur-le-champ  à 
la  résolution  et  à  la  discussion  complète  de  l'équation  gé- 
nérale du  troisième  degré 

«*  —  3px  H-  y  =:  o, 
au  moyen  de  la  formule 

où  a  doit  recevoir,  successivement,  les  trois  valeurs  de 
la  racine  cubique  de  l'unité. 

Dans  le  cas  particulier  où  ~  —  p'  =  o,  les  trois  valeurs 
de  X  sont 

x.  =  («  +  «»)y^-|  =  .r„ 

ou  bien,  mettant  le  signe  négatif  hors  du  radical,  et  fai- 
sant attention  que  les  racines  cubiques  imaginaires  a  et  a' 
donnent  a -4- a*  =  —  i, 


'-''\/?-'=(-'vi)('-;i)'- 


On  a  en  effet 
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oa,  ce  qui  revient  au  même, 

le  radical  ^  devant  être  pris  avec  le  signe  de  q. 

2.  Rappelons  ici  que  si  /z  est  un  nombre  premier  et 
que  a  soit  une  racine  imaginaire  quelconque  de  Téqua- 
tion  a" — 'i  =  o,  les  n  racines  de  cette  équation  sont  re-^ 
présentées  par 


a,  a%  a', . 


et  que  si  n  est  un  nombre  composé,  il  existe  telle  racine  a 
(et  même  plusieurs  racines)  qui  jouit  également  de  la 
propriété  de  reproduire  toutes  les  autres  par  ses  diverses 
puissances  successives.  Les  racines  ayant  cette  propriété 
sont  désignées  sous  le  nom  de  racines  primitwes  ou  racines 
absolues  de  Téquation  binôme  a" —  i  =  o.  On  peut  voir, 
pour  ce  qui  les  concerne,  la  Note  XIII  de  Pouvrage  de 
Lagrange  sur  les  équations  numériques,  ou  la  XIIP  leçon 
de  y  algèbre  supérieure  de  M.  Serret. 

Maintenant,  reprenons  Téquation  (â),  et  considérons 
séparément  les  cas  du  degré  impair  et  du  degré  pair. 

Soit  d'abord  n  impair,  et  posons 

n  — I 

Prenant  pour  a  une  racine  absolue  quelconque  de  l'équa- 
tion a" —  I  =  o,  les  n  racines  dey*(a:)  =  o  seront  four- 
nies par  la  formule 


(3)  ,,=.*v/-2^y/|-^4-a-!/-|-y/f:;, 

où   Ton   donnera   à   k    les    valeurs   successives    i,    3, 
3,. . .,  n. 
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Le  cas  qu'il  importe  d'eicaminer  est  celui  où  i-— /?■= o. 
Alors  le^  valeurs  de  a:  se  partagent  par  groupes  de  ra- 
cines doubles,  au  nombre  de >  de  la  manière  sui- 

vante  :  

•  •••••• ......^ 


"  3 


tandis  que  la  racine  isolée,  c*est-à-dire  celle  qui  répond 
à  la  valeur  réelle  a'*  =  i ,  sera 


Il  —I         WH-I 

Et  comme  les  couples  a,  a^"*;  a*,  a""**; ...-,«    *   ,  a   * 
se  composent  tous  d'expressions  imaginaires  conjuguées 
et  réciproques  deux  i   deux   et  donnant  des  sommes 
réelles,  les  couples  des  valeurs  égales  de  x  seront  réels, 
comme  on  l'a  annoncé  plus  haut. 
On  aura  donc 

x(.-^(/-î)'...(,-,^v/ziy. 


Digitized 


by  Google 


(  2i5  ) 
en  ayant  soin  de  prendre  ^  avec  le  signe  de  q\  (Sj, 

Pj,«  •  • ,  ^n  —  \  désignent  les     "     valeurs  (toutes  réelles) 

a 
que  prend  la  fonction 

en  y  faisant  successivement  /i  =  i,  a, ...  ; »  après  y 

avoir  mis   pour  a  une  racine   absolue  quelconque  de 
Téquation 

«"  —  I  =  o. 

Ces  valeurs  de  ^  se  déduisent  l'une  de  l'autre  au  moyen 
des  relations  connues  • 


P*=P,  — ^P,    ^ 1 — P,     -•••» 

et  ne  sont  autre  chose  que  les  différentes  racines  de 
Fëquation  qu'on  obtient  en  posant 


I 

a 


dans  Féquation 

a"  — I 


=  o, 


d'après  la  méthode  ordinaire  d'abaissement  des  équations 
réciproques.  On  peut  voir,  relativement  à  la  formation 
à  l'équation  en  P,  V Algèbre  supérieure  déjà  citée, 
p.  i86  et  197. 

OU  posé,  considérous  la  dérivée  dey(x),  et  lappe- 
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lons-nous  que  réquation 

doit  avoir  les  racines  Xi,  Xt,  Xs, . . .  ^  jr„_  ^  en  commuD 

•X 

avecy  [x)  =  o.  Nous  aurons 

/'(*)  =  l,(x-hp.v'?3(*^-^v^).•Y^^-pJ^--_,^/^^x, 

X.  désignant  un  polynôme  du  degré qu'il  s'agit  de 

déterminer. 

Cette  dérivée,  dont  le  degré  est  n  —  i ,  ne  contiendra 
pas  de  terme  de  degré  impair  par  rapport  à  x,  en  sorte 
que  ses  racines  seront  égales  deux  k  deux  et  de  signes 
contraires.  C'est-à-dire  que  si  l'on  désigne  par  aj,  a,, 
as»*»-»  ^ii-i  les  racines  (toutes  réelles)  de  J'[x)=.o 
rangées  par  ordre  de  grandeur  algébrique  croissante,  on 
aura 

Substituons  ces  quantités  à  la  place  de  x  dans  /*(x), 
et  supposons  d'abord  que  q  soit  positif;  nous  aurons,  à 
cause  des  racines  communes  entre  f(x)  =  o  et 
/'(x)  =  o, 

/(a.)  =Aa,)  =/{a,)  =. .  .  =  /(«^.)  =  o. 

Si  i/  était  négatif,  ce  qui  ne  changerait  rien  à  la  dé- 
livée,  on  aurait 

Or,  il  est  clair  que  si  g  est  positif,  on  passe  au  cas  de  q  né- 
gatif en  retranchant  de  /(x)  la  quantité  2^,  et  si  q  est 
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nëgadf,  on  passe  au  cas  de  q  positif  en  ajoutant  le  double 
de  la. valeur  absolue  de  ^  à  f(x)  3  d'où  il  suit  que,  pour 
^^o,  on  aura  simultanément 

I         /(«!*)  =   O, 

Cl,  pour  ^  <  o,  on  aura 

]      /(«,*)  =  27. 

Dans  ces  formules,  â,A+i  désigne  une  quelconque  des  ra- 
cines de  rang  impair  ai,  â|,.  • .,  a,^t,  et  a^^  une  quel- 
conque des  racines  de  rang  pair  at%  Oi,^.  >  .^  ^«-i-  On 

n  —I 

peut  mettre,  au  lieu  de  ^,  sa  valeur  ^y^,  ou  iip  ^  \lp^ 
en  prenant  le  radical  avec  le  signe  de  q. 

Ce  qui  précède  donne  le  moyen  d^évaluer  les  racines 
deTéquation  X  =s  o,  c'est-à-dire  les  racines  dey'(a:)  =  o 
qui  n'annulent  pas  f(x).  Elles  ne  sont  autres^  en  effet, 
que  les  racines  communes  à  f[x)  =  o  et  à  f'(x)  =  o, 
prises  en  signes  contraires.  Cela  résulte,  soit  de  ce  que  l'on 
a  Al  4- a,»_i(  =  o,  comme  on  a  vu  plus  haut,  soit  de  ce 
que  l'on  doit  avoir /(a)  =  a^y,  a  étant  racine  de  X  =  o*, 
ce  qui  revient  à  chranger  le  signe  de  q  dans  f{x)  =  o 
après  avoir  écrit  a  au  Heu  de  x,  et  par  conséquent  a 

prendre  les  racines  ci-dessus  de     J.     =  o  avec  des  signes 

contraires. 
Il  vient  donc 

ei  par  conséquent 

/'(x)=„(,'_?î^)(*'-p;;,).../x'-p„\_,/,y 
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On  a  tinsî,  dans  le  cas  de 

une  méthode  générale  d^abaîssement  et  de  décomposidon 
des  équations 

/(a:)  =  o    et   /'(x)  =  o, 

au  moyen  de  Téquation  en  ^  qui  donne  les  sommes  des 
racines  réciproques  de  Téquation  binôme  du  degré  n. 

3.  Cette  décomposition  n'a  plus  lieu  pour  l'équation 

/(«)  =  0 

quand  on  a 

mais  elle  a  toujours  Heu  pour  la  dérivée,  car  celle-ci  de- 
meure invariable  quelle  que  soit  la  valeur  de  q.  Mais  dans 
tous  les  cas  [n  étant  impair)  on  a,  entre  f[x^  et  les  ra- 
cines de  la  dérivée»  les  relations  très^remarquables  qui 
suivent  : 

4 

I     /(«,*)  =  — r^; 

/(«»*+.)=  H- rS 


I 
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On  résume  ce  qui  précède  en  disant  que  : 
Pour 

y=-+-2V^±:r">o, 
OD  a 

/(fl^»)=:-f-4V^±rS 

Pour 
on  a 

Remarque.  —  Dana  le  cas  particulier  de  ^  ss  o,  on 
aurait 

r.  =:(a  -  a-')  v/^  =  —  x,_., 
X,  =  (a»— a— ')  V^  =  —  JCn^u 

et 


X. 


r-'M' 


il  y  aurait  donc  une  racine  égale  à  zéro,  tandis  que  les 
autres  seraient  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires; 
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ce  qui  doit  être  d'après  la  forme  de  Téquation.  Touies  les 
racines  d'ailleurs  seraient  réelles,  puisque,  p  étant  pcaitif. 

on  aurait  nécessairement  y-^p"<o;  ce  qui  résulte 

aussi  de  ce  que  la  valeur  de  la  fonction  a*  —  o""^  est 
toujours  de  la  forme  R  y^— -  i  • 

Par  la  substitution  des  racines  a  dansy*(x),  il  vient  en 
ce  cas 

/(fl,A+.)  =  —/(«a*)  =  -f-  2  V^/?. 

(La  suite  prochainement,) 


KOTB 

sir  II  4éleraiiiiioi  4es  f oints  4e  eostict  4s  cercle  qsi  fasse  par  les  nlim 

4es  trois  cités  4'ii  triaagle,  et  4es  cercles  lageats  à  ces  cités. 


Parmi  les  nombreuses  et  intéressantes  questions  réso- 
lues dans  le  Traité  des  Sections  coniques  de  M.  Salmon, 
on  trouve  plusieurs  démonstrations  analytiques  de  la  pro- 
position relative  au  contact  du  cercle  passant  par  les 
milieux  des  côtés  d'un  trianglç  et  des  cercles  inscrit  et  ex- 
inscrits {*  )  ',  Tune  de  ces  démonstrations  (p.  299),  qui  est 
due  â  M.  Hamilton,  a  conduit  à  un  moyen  très-simple  de 
construire  les  points  de  tangence  des  cercles  mentionnés. 
Cette  construction  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle 


C*)  Cette  proposition  a  été  démontrée  de  bien  des  manières  différentet. 
Voir  les  Nowelles  Annules  (t.  I  et  IX,  1842  et  i85o),  et  les  recueils  inti- 
tulés: 

The  Quarlerlj  Journal  ofpure  and  applied  Malkematics  (  t.  IV  el  \,  1S61 
et  1862); 

Giornale  di  Malemaiichc  ad  uso  degli  sludcnli  délie  Vnivcrsilà  Uabtnt 
(t.  I,  i863). 
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n  exige  que  Temploi  de  la  règle  :  les  points  cberchés  s'ob- 
tiennent sans  qu^il  soit  nécessaire  de  décrire  une  seule 
circonférence,  il  suflSt  pour  les  déterminer  de  connaître 
les  milieux  des  côtés  du  triangle,  et  les  points  auxquels  ces 
côtés  sont  touchés  par  les  cercles  inscrit  et  ex-inscrits. 

L'objet  principal  de  celte  Note  est  d'établir,  au  moyen 
des  principes  de  la  Géométrie  élémenuire,  la  conslruc- 
lion  dont  il  s'agit. 


o, 


Je  nommerai  a,  &,  c  les  milieux  des  côtés  BC,.CA,  AB 
du  triangle  ABC  : 

a\  b\  c'  les  points  de  contact  de  ces  côtes  et  du  cercle 
inscrit  dans  le  triangle; 

M  Tintersection  des  droites  ab,  a!b'  \ 

D  l'intersection  des  droites  BM,  AC  ; 

T^d'  une  droite  menée  du  point  D  tangente  en  d'  à  la 
circonférence  (a'fc'c')  inscrite  dans  le  triangle. 

Je  vais  démontrer  que  la  circonférence  (aie),  qui  passe 
par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC,  touche  au  point 
d  la  circonférence  inscrite  (a'b'  c'). 
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Soit  prolongée  la  tangente  D^' jusqu'à  ce  quelle  ren- 
contre les  droites  BC,  BA  en  des  points  E,  F  •,  il  en  résul- 
tera un  quadrilatère  complet  ABEDFC,  ayant  pour  dia- 
gonales AE,  BD^  FC,  et  dont  les  côtés  AB,  BE,  ED,  DA, 
touchent^  respectivement)  en  c',  a\  d\  h'  la  circonférence 
inscrite^ 

Les  deux  diagonales  AE,  BD,  et  les  deux  cordes  de  con- 
tact a!b\  c'd^  se  coupent  en  un  seul  et  même  point  (^); 
or,  BD  et  à^b'  se  coupent  au  point  M,  donc  AE  et  c'd* 
passent  par  ce  point. 

De  même,  les  cordes  de  contact  b'  d\  c'a^  concourent 
au  point  G,  intersection  des  diagonales  AE,  FC;  et  les 
cordes  a'd\  c'  b'  se  rencontrent  au  point  H,  intersection 
des  diagonales  BD,  FC. 

En  outre,  les  points  c,  a,  G  sont  en  ligne  droite,  et  il 
en  est  de  même  des  points  c,  &,  H.  Cela  résulte  des  consi- 
dérations suivantes  : 

La  diagonale  FC  étant  divisée  barmoniquement  par 
les  deux  autres  diagonales  AE,  BD  (**)^  les  quatre  droites 
BF,  BC,  BH,  BG  forment  un  faisceau  harmonique.  Mais 
les  trois  premières  divisent  en  deux  parties  égales  la  trans- 
versale CMN  *,  donc  la  quatrième  BG  est  parallèle  â  la 
transversale  CMN  (**♦). 

Par  les  points  G  et  a,  je  mène  la  droite  G  a,  que  je 
prolonge  jusqu  à  la  rencontre  de  CN  au  point  O.  Les  deux 
triangles  GaB,  OâC  sont  égaux^  à  cause  du  parallélisme 
des  droites  BG,  CO  et  de  Tégalité  des  côtés  Ba,  Ca\ 
ainsi  la  droite  GO  est  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  a.    Mais  les  quatre  droites  CG,  CM,  CE,  GA 


(*)  Yoir  VexceUent  Traité  de  Géoméirie  élémentaire  de  MM.  Roucbc  et 
de  ComberouBse  (p.  316). 
(**)  Page  913  du  Traité  de  Géométrie  éiémëntaire^  déjà  cité. 
(***)  Page  311  du  même  ouvrage. 
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forment  un  faisceau  harmonique^  donc  la  transversale 
Ga  est  parallèle  à  CÂ,  et,  par  conséquent,  elle  passe  par 
le  point  c.  En  d'autres  termes,  les  points  c,  a,  G  sont  en 
ligne  droite. 

On  prouvera  de  même  que  ÂH  est  parallèle  à  CN,  et 
qne  Hb  est  parallèle  à  CB.  Les  trois  points  c,  &,  H  sont 
donc  aussi  en  ligue  droite. 

Actuellement,  soient  S  et  P  les  points  où  la  tangente 
Drf'  rencontre  ab  et  ac  prolongées  s'il  est  nécessaire.  Je 
dis  qu'on  aura 

S^*  =  S^XS*     et     ¥d''  =Vax:^c. 

En  effet,  dans  le  triangle  EBF,  la  droite  EA  divise  en 
parties  proportionnelles  la  base  BF,  et  sa  parallèle  aS; 

dODC 

SM_FA 

s«"~fb' 

La  droite  DÂ  divise  aussi  en  parties  proportionnelles  la 
base  BF  du  triangle  DBF,  et  sa  parallèle  MS,  d'où 


II  s'ensait 

SM 

FA 
■"FB* 

Or, 

SM 

SaXS^. 
=  Sd', 

car  le  triangle 
Fc'd\  conséqu 

SMd'  est 
emment 

semblable 

:StfXS^. 

au  triangle 

isocèle 

La  droite  AC  étant  parallèle  a  la  base  cG  du 
FcG,  on  a 

PG       DC 
Pc"~DA' 

triangle 
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de  plus,  la  similitude  des  triangles  aEG,  AEC  donne 


Va       DC 
PG~"DA 

là, 

Pg'=PoXP«'. 

is 

* 

PG=9d\ 

parce  que  Pd'G  et  D^'&' sont  des  triangles  semblables, 
et  que  le  dernier  est  isocèle;  donc 

p7''  =  P«XPc. 
Les  égalités 

SàP'  =  SaxSb    et     P^'=P«XP<? 

montrent  que  les  circonférences  abd\  acd! ^  qui  ont  le 
point  a  commun,  sont  Tune  et  Tautre  tangçntes  à  la  droite 
Dd'  au  même  point  d'  '^  donc  elles  coïncident  et  se  con- 
fondent avec  la  circonférence  abc.  II  en  résulte  que  cette 
dernière  est  tangente,  au  point  d'^  à  la  circonférence 
a'b*  c*  inscrite  dans  le  triangle  ABC.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontreré 

Pour  trouver  le  point  de  contact  d\  il  n'est  pas  néces- 
saire de  décrire  la  circonférence  a'  i'  c'.  On  déterminera 
d'abord  l'un  des  trois  points  M,  G,  H  ;  par  exemple  M, 
intersection  des  droites  ab^  a'  V.  Puis,  des  extrémités  A, 
B,  du  côté  AB  parallèle  k  ab^  on  mènera  au  point  M  les 
droites  AM,  BM,  qui,  par  leurs  rencontres  avec  BC,  AC, 
donneront  les  sommets  E,  D  du  quadrilatère  ABED. 
L'intersection  du  côté  DE  de  ce  quadrilatère  et  de  la  droite 
c'  M  sera  le  point  d'  cherché. 

Une  construction  semblable  détermine  les  points  de 
contact  de  la  circonférence  abcy  et  des  cercles  ex-inscrits 
au  triangle  ABC  considéré.  G. 
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SMBTidR  DS  «lilSTHMIS 
PROPOSAIS  DANS  US  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  378 

(  TOlr  tome  XTl,  p«r»  il*)  : 

PiUL  M.  A.  GRASSAT» 

Élèreda  lycée  de  Lyon. 

Dettx  droites  fixes  A  et  A'  et  deux  points  fixes  oetof, 
sont  donnés  dans  un  même  plan.  Une  molécule  M  par- 
court  la  première  droite  a^ec  un  mouvement  représenté 
par  V  équation 

ez^a-h  ht; 

et  une  molécule  M' parcourt  la  deuxième  droite  A!  a%fec 
un  momfement  représenté  par  V équation 

e^za'-^b't. 

e  désigne  l'espace,  t  le  temps,  et  a,  b,  a',  V  sont  des  con-- 
stantes  données,  S  et  S' étant  deux  positions  simultanées 
des  deux  molécules,  on  demande  :  i^  de  trouver  V équa- 
tion du  lieu  géométrique  de  Vintersection  des  deux 
droites  oS,  o'S'5  a**  V  équation  de  V  enveloppe  de  la 
droite  SS'5  3®  dé  démontrer  quil  existe  une  relation 
homographique  entre  les  points  S  et  S, 

1^  Je   prends  pour   axQs  de   coordonnées   les  deux 
(Iroiies  A  et  A'.  Soient  a,  /3  ;  0/9  |3'  les  coordonnées  des . 
deux  points  fixes  o,  o^'^  k  et  A^  les  distances  des  positions 
initiales  des  deux  mobiles  à  Forigine^  les  coordonnées  des 
positions  siDiultanées  S,  S' seront 

^/  —  X^  et  o;     o  et  b't--  k\ 
Ânn,  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  IV.  (Mai  i865.)  l5 
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Donc  les  deux  droites  oS,  o'S'  auront  pour  équation 


a-i-  k  —  be 


(x-h^  —  àe). 


y  —  h't+k'  =  ^  , X. 

CL 

On  obtiendra  le  lieu  demandé  en  éliminant  t  entre  ces 
deux  équations,  ce  qui  donne 

MP-r)  "~  b'i,a!-x) 

OU 

Le  lieu  est  donc  une  conique  passant  par  les  points  o  et  cl. 
a^  L'équation  de  S&  étant 

x(b't---k')-^y[bt--k)  =  (bt--k)(b't^k'), 
la  dérivée  par  rapport  i  t  donne 


r  = 


iibb' 


Substituant  dans  Téquation  première,  on  a  pour  enve- 
•      loppe  la  courbe  représentée  par 

''\   .    .    ..-K. J^ 


h*x  -h  ^»7  H-  ^X'  -  kW  ^  b'x  +  by—bk'  -^  X-ô'  ""  2^^' 

ou 

(b'x^brY-Ar{kV  '--^bh!){b'x^by) 

_(b'a:^bry'-{bk'^kby 

2 

C'est  donc  une  conique  tangente  aux  deux  droites  fixes, 
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car  en  y  faisant  x  =  o  par  exemple,  on  obtient 

ôy  —  2*r{x*'—  ôA')-f-(^>t'-  hk'Y  =  o, 

c'est-à-dire 

Il  en  serait  de  même  si  on  faisait  ^  =  o. 

3^  On  peut  obtenir  ces  résultats  autrement.  Je  consi- 
dère quatre  positions  simultanées  des  deux  molécules, 
S,  S,,  Si,  Si,  S',  S',,  S',,  S',  :  le  rapport  anbarmonique 
des  quatre  positions  de  la  première  sera 

_SS.  ,  SS,  _  b(e'^t)  ,   b(r^t) 
''~  S,S,  •  S,S,  ""  6(/"  — /')  •  bi^'^i'') 

__(r^-/)(/^— 0_ 
pour  la  deuxième,  ce  rapport  anbarmonique  sera 

Donc  les  positions  simultanées  des  deux  mobiles  forment 
sur  les  deux  droites  des  divisions  homograpbiques  ;  donc 
les  faisceaux  de  droites  oS,  o'S'  sont  bomograpbiques  ; 
donc,  diaprés  un  théorème  connu,  le  lieu  de  leur  inter- 
section M  est  une  conique  passant  par  les  deux  points  o 
et  (/,  et  la  droite  S&  qui  joint  deux  positions  simultanées 
enveloppe  une  conique  tangente  aux  deux  droites  fixes  A 
et  A'.  G.  Q.  F.  n. 

Note.  —  La  dernière  ptrtie  de  l'énonoé  est  une  conséquence  immé- 
diite  dn  principe  de  correspondance  enharmonique  de  M.  Chastes  (roir 
Comptes  remdus,  t.  XU,  p.  1097).  D'ailleors  les  segments  décrits  sur  les 
droites  A  et  A'  par  les  points  S  et  S'  sont  proportionnels.  P. 
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Question  379 

(TOir  tone  XVI,  PM*  iM); 

Pab  m.  a.  GRASSAT. 

Mêmes  données  géométriques;  le  mouv^ement  du 
point  M  est  donné  par  Pèquatiofi 

celui  du  point  M  par 

et  ==  a'. 

On  demande  de  troui^r  :  i^  VéquatioK  du  Heu  géomê" 
trique  de  V intersection  des  droites  oS,ofSf\Q?  V équation 
de  Veni^eloppe  de  la  droite  SSf]  3®  de  démontrer  quil 
existe  entre  les  points  S,  S' une  relation  d^inuolution. 

1^  Je  prends  encore  pour  axe»  les  deux  droites  données. 
Soient  a,  j3;  ctf^  ^'  les  coordonnées  des  points  o  et  cf]k 
et  k'  les  distances  à  l'origine  de  deux  positions  initiales. 
Les  coordonnées  des  points  S  et  S'  seront 

at  —  A-,  o     et     o, *  ; 

donc  oS,  o'S'  auront  pour  équations 

.r-p'= -, (*-«')• 

L'élimiDalion  de  /  entre  ces  deux  équations  donne 

p(x-«)  — (r— p)(«-<-x)_       _   «'(*—«') 

"(r-P)'    "     "  -  7(7-  _  p')  -  (x — aO  (P'+"n 
ou 

fl«'(x  — a')(r-p) 
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Le  lieu  est  donc  encore  une  conique  passant  par  les  deux 
points  o  et  o'. 

Si  les  deux  droites  données  avaient  été  parallèles,  on 
aurait  pris  pour  axes  la  droite  qui  joint  les  positions  ini- 
tiales et  la  parallèle  à  ces  droites  menée  par  le  milieu  de 
la  distance  des  deux  positions  initiales  ]  on  serait  arrivé 
au  même  résultat. 

2^  L'équation  de  SS'  étant 

la  dérivée,  par  rapport  à  t,  égalée  à  o,  donne 
_  k'x  -h  Aj  +  aa'  -f-  A^ 

L'équation  en  t  peut  s'écrire 

substituant  t,  on  a 

X(*'x-h  Aj  -h  aa'-^kA'y  +  a'{j:  H-  X)4a»(/  -t-  X')»=  o, 
ce  qui  se  décompose  en 

7-+.X'=o 
et 

(*'x-f-^/-+-flfl'4-  X-*0'-  4««'('=p  +  /.)  (^  4-  X")  ==  o. 

L  enveloppe  cherchée  est  donc  une  cfonique  tangente  aux 
deux  droites 

jr  4-  X  ==  o, 

r-+-x'=o 

aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  la  droite 

k'jr  +  Xj  -î-  aa'  -+-  kk'  =  o. 
Elle  est  aussi   tangente  aux  deux  axes,    car  en  faisant 
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ar:=oon  obtienl 

ou 

de  mème^  si  on  faisait  jr^=o» 

Même  remarque  que  précédemment  si  les  droites 
étaient  parallèles. 

3^  Si  \e  considère  quatre  positions  simultanées  des  deux 
molécules.  S,  Si,  S„  Sj,  S',  S',,  S»,,  S,,  le  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  positions  de  la  première  sera 

celui  des  quatre  positions  de  la  deuxième  est 

"-(?-p)'-(^-p)""'-'''"'-"" 

Donc  les  positions  simultanées  des  deux  mobiles  forment 
sur  les  deux  droites  des  divisions  homographiques;  donc 
les  faisceaux  de  droites  oS,  o^S'  sont  bomographiques^ 
donc  leur  intersection  M  décrit  une  conique  passant 
par  o  et  </^  et  la  droite  SS'  enveloppe  une  conique  tan- 
gente aux  deux  droites  fixes  données  (*)•     c.  q.  f.  d. 


(*)  Qn'eBt-ee  qu'âne  relation  d*ioTelation  entre  deux  séries  de  points 
non  sîtaéssnr  It  même  droite,  dont  parle  la  troisième  partie  deFénoncé? 
Nous  aTouons  n'en  rien  sayoir.  M.  Grassat  se  contente  de  démontrer  que 
le»  deux  séries  de  points  sont  homographiques':  ce  qui  résulte  d'ailleurs 
do  principe  de  correspondance  anbarmonique.  P. 
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Question  716 

(▼olrftérle.t.in»p.4U); 

Pa&  m.  LàGAUGHIE, 

Élèrede  SaiDte-Bart>e. 

Quatre  cercles  OA'CB',  OAB'C,  OBCA',  OACB 
passent  par  un  même  point  O.  Prouver  que  les  points 
de  concours  des  cordes  OA',  BC  ;  OB',  AC  ;  OC,  AB  sont 
en  ligne  droite^  ou  encore  OA,  B'C;  OB,  A'C;  OC, 
A'B'5  efc.  (MsivTioif.  ) 

Soient  a,  |3,  y  les  points  de  concours  des  cordes  OA', 
BC;  OB',  AC;  OC,  AB.  Les  points  B,  C,  A',  O  étant  sur 
une  même  circonférence,  on  a  la  relation 

aB.aG  =  a0.aA'. 

Donc  a  est  un  point  de  Taxe  radical  du  cercle  OA'CB'  et 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  On  prouverait  de 
même  que  |3  et  y  sont  des  points  du  même  axe  radical. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

Noie  dm  Bédaeteur,  — M.  L.  Cousin,  représentant  par  C  =  0,  G'  =0,  etc.» 
les  équations  des  quatre  cercles,  trouve  pour  les  équations  des  droites 
OA',  OB',  etCy  les  équations  G  —  G*  =  o,  G  —  C  =  o,  etc.,  et  parvient  fa- 
cilement à  la  démonstration  du  théorème.  M.  Fontaneau  démontre  la 
proposition  en  s^appnyant  sur  un  théorème  qui  lui  appartient  et  que 
nous  ferons  connaître  prochainement. 


Même  question^ 

Pae  m.   BARRÈRE, 

Élève  du  lycée  de  Nîmes'. 

On  sait  que  les  circonférences  circonscrites  aux  quatre 
triangles  d'un  quadrilatère  complet  se  coupent  en  un 
point  O.  Si  je  prends  ce  point  pour  pôle  de  transfor- 
mation, la  figure  réciproque  du  système  des  droites  (1), 
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(a),  (3),  (4)  sera  un  système  de  quatre  circonférenoes 
passant  par  un  même  point,  MToir  : 

OA'C'B',    OAB'C,     OBCA',     OAC'B. 

Le  point  de  concours  «  de  OA'  et  de  BC  deviendra, 
dans  la  figure  réciproque,  un  point  a'  situé  sur  la  cir- 
conférence passant  par  les  points  d*intersection  des  droi- 
tes (ai)  et  (3),  (3)  et  (4)>  car  BC  passant  par  les  points 
d'intersection  des  cercles  OAB'C  et  OBCA',  OACB  et 
OBCA',  la  circonférence  qui  est  sa  figure  réciproque  doit 
passer  par  les  points  d'intersection  des  droites  récipro- 
ques de  ces  cercles. 

De  même,  P,  point  de  concours  de  OB' et  de  AC,  devien- 
dra, dans  la  figure  réciproque,  un  point  |3'  situé  sur  la 
circonférence  passant  par  les  points  d'intersection  des 
droites  (2)  et  (3),  (a)  et  (4)9  c'est-à-dire  sur  la  même 
circonférence  que  précédemment.  De  même  pour  l'autre 
point  de  concours  de  OC  et  de  AB  ;  donc  les  trois  points  a, 
^y  y  sont  en  ligne  droite,  puisque  leurs  réciproques  sont 
sur  une  même  circonférence  passant  par  le  pôle  de  trans- 
formation (*). 


GORRESPONDANGI. 


1.  Nous  avons  reçu  trop  tard  pour  la  mentionner 
dans  notre  numéro  de  mars  une  solution  de  la  ques- 
tion 700  par  M.  Beltrami,  professeur  à  l'Université  de 
Pise.  Comme  M.  Durrande,   M.  Beltrami  emploie  les 

(*)  Cette  démonstratioD  suppose  que  quatre  cercles  qui  passent  par  un 
même  point  peuvent  être  considérés  oonme  les  réciproques  de  quatre 
droites  telles,  que  les  quatre  circonrérences  circonscrites  auK  quatre 
triangles  du  quadrilatère  complet  formé  par  ces  droites  passent  par  le 
pAle  de  transformation.  Cela  est<-il  toujours  possible  P  P. 
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coordonnées  elliptiques  et  arrive  à  l'ëquatîon 

mais  il  conclut  le  théorème  de  M.  Strebor  de  ce  que 
cette  équation  ne  contient  pas  le  paramètre  p,  parce 
qu'en  général,  dans  tout  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes et  orthogonales,  toute  équation  qui  ne  renferme 
quedeax  paramiëtres  (|x,  v)  coupe  orthogonalement  toutes 
les  surfaces  caractérisées  par  une  valeur  constante  du 
troisième  paramètre  (p).  M.  Beltrami  fait  en  outre  les  ob- 
servations suivantes:  i^  le  lieu  des  sections  circulaires 
diamétrales  des  hyperboloïdes  homofocaux  à  une  nappe 
coupe  orthogonalement  ces  hyperboloïdes  ;  a**  l'équa- 
tion (i)  représente  une  surface  du  quatrième  degré  et 
possède  une  droite  double  qui  est  Taxe  des  j^;  tout  plan 
mené  par  cette  droite  coupe  la  surface  suivant  un  cercle. 

2.  M,  Frédéric  Burnier,  de  Marges^  canton  de  Fond 
[Suisse).  —  ((  Je  prends  la  liberté  de  vous  communiquer 
une  formule  qui  peut  être  considérée  comme  une  exten- 
sion de  celle  de  Maskelyne  pour  le  calcul  des  logarithmes 
des  sinus  et  des  tangentes  des  petits  angles.  J^y  suis  arrivé 

en  développant  log et  log  sécx  =  —  log  cos  r  en  sé- 
ries, puis  en  renversant  la  seconde  et  substituant  dans 
la  première.  On  trouve  ainsi 

sin  XI  4 

log  —j-  =z  —  X  log  sécx  4-  '.>       (log  sécx)* 

Le  dernier  terme  écrit  atteint  une  unité  du  neuvième 
ordre  décimal  pour  une  valeur  de  logséco;  correspon- 
dant à  Tangle  de  7° 49'.  En  le  négligeant  on  aurait  la  for- 


Digitized 


by  Google 


{.^34) 
mule  pratique  suivante  : 

log ==  log  1  "  —  ^  log  séc jc  4"  o ,  204674  (  ïog  sec J?)*. 

De  même  pour  la  tangente, 

log  — 2_  =  log  i''  4-  :^  log  séc.r  H-  o , 204674  (log  sécx)*.  » 

Nous  remercions  M.  Burnier  pour  la  communication 
de  ces  formules,  qui  peuvent  être  utiles  dans  le  calcul 
des  quantités  S  et  T  des  Tables  de  logarithmes  (*). 

3.  La  différence  entre  Vaire  de  la  podaire  du  centre 
d*une  ellipse  et  Voire  de  la  podaire  du  centre  de  la 
développée  est  égale  à  Vaire  de  V ellipse  donnée^  Ce 
théorème  est  communiqué,  avec  une  démonstration  pu- 
rement analytique,  par  MM.  Flandre  et  Grassat,  élèves 
du  lycée  de  Lyon. 

4.  M.  Pican,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  — 
Si  p  désigne  le  rayon  de  courbure  d^une  courbe  en  un 
point,  ds  Télément  de  la  courbe,  l'angle  e,  que  forme  le 
rayon  vecteur  allant  du  foyer  de  la  parabole  osculatrice 
avec  la  normale,  sera  donné  par  la  formule 

3ungi  =  ^., 

la  longueur  de  ce  rayon  vecteur  est  ~  cose.  Le  para- 
mètre de  la  parabole  osculatrice  est  jocos'e»  De  là  on 
déduit  ce  théorème  :  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles 
osculatriccs  à  une  spirale  logarithmique  est  une  spirale 
semblable. 

5.  Soient  M  un  point  d'une  ellipse  ayant  pour  axes 

(*)  Depuis  que  ceci  est  écrit,  M.  Burnier  a  publié  ses  formules  dans  le 
Bulle  lin  de  la  Société  vaudoisc,  n9  62. 
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a  a  et  a2>.^  IVr  et  M'^  les  points  du  cercle  construit  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre,  et  situés  sur  une  perpendi- 
culaire à  cet  axe  menée  par  M;  O  le  centre  de  Tellipse  : 
La  normale  à  l'ellipse  au  point  M  rencontre  les  rayons 
OM'  et  OM''  aux  points  P,  P  situés  sur  des  cercles  con- 
centriques  à  Vellipse  et  ayant  respectivement  pour 
rayons  a -h  h  et  a  —  b. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  de  la  règle 
connue  pour  construire  une  ellipse  dont  on  a  deux  dia- 
mètres conjugués.  M.  Durrande,  qui  nous  le  commu- 
nique, en  déduit  le  moyen  de  construire  une  normale  à 
Fellipse,  sans  que  la  courbe  soit  tracée.  Le  théorème  de 
M.  Durrande  s'énonce  encore  de  la  manière  suivante  : 
Si  dans  deux  cercles  concentriques  on  mène  deux 
rœfons  variables  OP  et  OP'  également  inclinés  sur  un 
diamètrejixe,  le  milieu  M  de  VV^ décrira  une  ellipse  ayant 
PP'  pour  normale  au  point  M,  et  pour  axes  la  somme 
et  la  différence  des  rayons  des  cercles» 

Le  même  théorème  et  ses  conséquences  pour  mener  des 
normales  à  l'ellipse  ont  été  donnés  par  M.  Egger,  pro- 
fesseur à  Pavie,  dans  le  tome  YI,  n^  i,  des  Annali  di 
Matematica,  livraison  qui  porte  la  date  de  i864)  quoi- 
que ayant  paru  au  mois  de  janvier  t865. 

6.  On  nous  a  demandé  ce  que  signifie  l'expression 
podaire  négative  d'une  courbe,  employée  dans  la  ques- 
tion 718,  p.  48.  On  entend  par  là  une  courbe  dont  la  po- 
daire est  la  courbe  proposée. 

7.  M.  Rafaele  Rubini  nous  fait  savoir  que  c'est  à  tort 
qu'on  lui  a  attribué  la  solution  de  la  question  398,  p.  76, 
dont  il  ne  s^est  jamais  occupé.  Nous  avons  été  induit  en 
erreur  à  cette  occasion  par  une  mention  de  M.  Terquem 
qui  attribuait  à  M.  Rubini  cet  article  sans  signature. 
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NH.UTM. 

(Tous  les  ourrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouTent  à  la  librairio 
de  Giimthier'fiiUrt,  quai  des  ângustins,  55.) 


VL 

V.-A.  Lk  Bbsgue.  —  Tables  dwerses  pour  la  décompo^ 
sition  des  nombres  en  leurs  facteurs  premiers.  In-S 
de  iY-36  pages.  Paris,  Gauthîer-Yillars.  —  Prix  : 
I  fr.  5o  c. 

Udc  disposition  ingénieuse  permet  de  concentrer  en  i8  pages 
tous  les  diviseurs  des  nombres  depuis  i  jusqu'à  i  i55oo.  Cette 
simplification  réduirait  à  looo  pages  in^  les  Tables  de  Bur- 
chardt  et  de  Dahse,  dont  la  dernière  va  jusqu'à  7  000  000.  Ia 
Table  de  M.  Le  Besgue  a  été  calculée  par  M.  Uoiiel. 

VII. 

Ho^EL  (JuLBs).  —  Tables  de  logarithmes  à  cinq  déci'- 
maies  pour  les  nombres  et  les  lignes  trigonomé^ 
tnques,  suivies  des  Logarithmes  d'addition  et  de  soas* 
traction  de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles, 
a®  édition  revue  et  augmentée.  In-'8  dexLViii-i  18  pages. 
Paris,  1864,  Gauthier-Villars.  —  Prix  :  a  francs. 

Cette  seconde  édition  a  été  enrichie  d'additions  grâce  aux- , 
quelles  ces  Tables  satisfont  à  toutes  les  exigences  de  la  théorie, 
et  à  presque  tous  les  besoins  de  la  pratique.  I^ous  signalerons 
d'abord  un  recueil  méthodique  de  tableaux,  qui  renferment  en 
huit  pages  toutes  les  formules  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie 
dont  on  a  besoin  pour  les  calculs  des  triangles  rectilignes  ou 
sphériques.  Ces  formules,  dispersées  dans  les  Traités  de  TrigCH 
nomélrie,  se  trouvent  ici  rassemblées  et  disposées  avec  clarté. 
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L'auteur,  pour  éviter  quelques  objections  qui  s'étaient  élevées 
contre  l'introduction  de  la  première  édition  dans  certains  con- 
Goursy  a  disposé  les  matières  de  manière  qu'on  puisse  facilement 
séparer  le  volume  en  deux  parties,  dont  la  seconde  ne  contient 
tttcao  des  nomi^res  ni  aucune  des  formules  qu'un  élève  peut 
être  tenu  de  savoir  par  cœur. 

Les  Tables  k  quatre  et  à  trois  décimales,  qui  comprenaient 
deux  pages  dans  la  première  édition,  ont  été  modifiées  de  ma- 
nière à  en  rendre  l'usage  plus  commode,  et  ont  été  augmentées 
de  deux  nouvelles  Tables,  dont  la  première  donne  les  aniiloga- 
rithmes,  c'est-à-dire  les  nombres  correspondant  à  des  loga- 
rithmes donnés,  et  l'autre  les  logarithmes  naturels  ou  hyper- 
boliques, appelés  souvent  (à  tort  peut-être)  logarithmes  népé- 
riens (*).  Cette  dernière  Table  est  disposée  de  fsiçon  à  fournir 
immédiatement  le  logarithme  naturel  d'un  nombre  quelconque, 
et  son  usage  est  presque  aussi  prompt  que  celui  des  loga- 
rithmes décimaux. 

Le  volume  est  terminé  par  une  Table  d'une  seule  page,  qui 
forme  un  complément  même  aux  Tables  de  Callet,  et  qui  permet 
de  calculer  assez  promptement,  avec  neuf  ou  dix  décimales 
exactes,  les  lignes  trigonométriques  naturelles  d'un  angle  quel- 
conque. Nous  aurions  encore  à  mentionner  diverses  améliora- 
tions de  détail,  dont  un  calculateur  exerce  appréciera  l'utilité. 

L'ouvrage  de  M.  Hoùel  forme  maintenant  un  Manuel  loga- 
rithmique complet,  qui,  sous  le  rapport  de  la  correction  et  de 
l'exécution  typographique,  peut  rivaliser  avec  les  publications 
les  plus  estimées  de  la  France  et  de  l'étranger. 

L'auteur,  encouragé  par  l'accueil  que  son  Kvre  a  trouvé  chez 
les  savants  d'Allemagne,  a  fait  paraître,  avec  cette  seconde  édi- 
tion, une  traduction  allemande  du  texte  qui  accompagne  les 
Tables.  Un  compte  rendu  très- favorable  en  a  été  donné  par 
M.  Grûnert  dans  ses  Archhes, 

{*)  Voyez  Nouvelles  Annales,  t.  XIV,  Bulletin  de  Bibliographie^  p.  48. 
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vm. 

Poudra.  —  Histoire  de  la  perspective  ancienne  et  mo- 
derne, contenant  V analyse  d'un  grand  nombre  d* ou- 
vrages sur  la  perspective  et  la  description  des  procédés 
quony  trouve.  In-8  de  iv-586  pages,  avec  un  atlas  de 
12  planches.  Paris,  Corréard,  1864.  —  Prix  :  i5  fr. 

M.  Cremona  vient  de  coosacrer  à  cet  ouvrage  deux  articles 
dans  la  Rhista  italiana  (n®"  des  10  et  17  avril  i865).  Après 
avoir  rendu  justice  au  s&èle  et  à  l'érudition  de  Fauteur,  le 
savant  professeur  de  Bologne  regrette  qu*un  livre  si  utile  à  tous 
ceux  qui  s'occupent  de  perspective  laisse  beaucoup  à  désirer  sous 
le  rapport  typographique.  Les  titres  des  ouvrages,  les  noms  des 
auteurs  sont  souvent  estropiés,  et  plusieurs  citations  latines 
sont  rendues  presque  inintelligibles.  «  Ma^  ajoute  M.  Cremona, 
queste  ineiie  non  iscemano  punto  il  merito  del  signor  Poudra^ 
il  quale  ha  reso  colla  sua  nova  ^publicazione  un  insigne  serifiggio 
ai  geometri  e  agit  artisti.  »  La  responsabilité  de  ces  fautes  doit 
revenir  à  l'éditeur,  qui,  par  une  économie  mal  entendue,  n*a 
pas  voulu  qu'il  fût  tiré  plus  d'une  épreuve  de  chaque  feuille. 

IX. 

Stegemàn. — Grundriss...  Piincipes  de  calcul  diffé- 
rentiel et  de  calcul  intégral  avec  des  applications. 
a  volumes  in-8  de  viii-a56  et  xiv-3aa  pages.  Han- 
nover*,  Helwing,  i86a-63. 

Figures  en  blanc  sur  fond  noir.  —  Disposition  méthodique 
des  matières.  —  Nombreuses  applications. 

X. 

Aristide  Marre.  —  Le  Talkhys  d'Ibn  Alhannd,  publié 
et  traduit.  Rome,  i865.  In-4  de  xii-3a  pages.  (Extrait 
àesAttideir  Accademia  pontificia  de*  NuovilÂncei, 
t.  XVII,  5  juin  1864.) 
On  trouve  dans  cet  ouvrage,  public  sous  les  auspices  do 
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prince  Boncoinpagni,  les  égalités  suivantes  : 

I>H-2»-«-3«-t-...-hil»=:(l-f-2   4-3+..  .-h/l)% 

1*4- 3*-+- 1-(2«  — l)'  =  (l4-3  4-5-f-..  ..-+-2/1— i) 

X  [2(1  H- 3  4- . . . -4- 2/1  —  i)  —  i], 

2*+4»-f-.  .  .-f- (2/1)»  =  (2  4-4  +  .  .  .-t- 2/1) 

2(2  4- 4  4--.  ••  4-2/1), 

Abou'l  Abbas  Ahmed  ben  Mohammed  Othman  Alazâdi,  sur- 
nommé Ibn  AIbannà(fils  de  l'architecte  ou  fils  du  maçon),  en- 
seignait les  Mathématiques  avec  éclat  au  Maroc,  Tan  1222  de 
notre  ère. 

XL 

WocpcKE.  —  Passages  relatifs  à  des  sommations  de  se-» 
ries  de  cubes,  extraits  de  deux  manuscrits  arabes 
inédits  du  British  Muséum.  Rome,  1864.  In-4  àe 
iv-26  pages. 

On  trouve  dans  cet  opuscule  un  passage  d'un  ouvrage 
d'Ahmed  Ibn  Almadjdi,  mort  vers  i446  •  <^^^i^  ^^  passage  sont 
démontrées  les  formules 

i»4- 2»4-- •  .4- «•  =  (i  4- 2  4- 3  4-. .  .4- «)% 
i«4- 3»-h  5> 4- . .  .4- (2/1  —  i}»  = /ï*(2/i'  — i), 

2*4-4*-+-6'4-...4-(2/i)*  =  2(2  4-4-»--  -4-2/1)». 

Un  antre  extrait  (p.  24  et  25)»  tiré  de  la  Clef  du  calcul  et 
composé  par  Djamchid  ben  Mas'oud  ben  Mahmoud  le  mé- 
decin, surnommé  Ghiyâth  (Eddin)  Alqàchâni,  un  des  astro- 
nomes qui  prirent  part  à  la  rédaction  des  Tables  d'Oloug  Beg, 
donne  la  première  des  formules  ci-dessus  et  la  suivante  : 

i<-f-2<4-...4-  /i'  =  U[i-+-2  4-...4-(/i-  i)4-'ï-^0 

4-(i4-2...4-«)|{i'4-2'4-...4-''') 

=  ^  (6/1*  4-  i5/i«  4-  lo/i'  —  n). 
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XII. 

Aristide  Marrb. — Kholdçat  al  ffissâbj  ou  Quintessence 
du  calcul^  par  Behd  Eddin  al  Aamoulù  Rome,  1864. 
In-8  de  xii-8sà  pages.  —  Prix  :  a  fr,  5o  c. 

Deuxième  édition,  revue,  corrigée  et  augmentée  de  nou- 
velles notes.  La  première  édition  avait  paru  en  1846,  dans  les 
Nouvelles  Annales. 

xin. 

Bulletin  de  la  Société  Philomathique  de  Paris,  t.  II, 
janvier-février  i865.  In-8  de  a6  pages. 

Ce  recueil  se  publie  tous  les  trimestres.  Le  prix  de  Tabonne- 
ment  pour  Tannée  est  de  5  francs.  Le  numéro  que  noos  avons 
sous  les  yeux  conlieiM  : 

Boua,  Sur  la  somme  des  puissantes  semblables  des  nombres 
premiers.  —  Mannbeim,  Construction  de  la  tangente  en  un 
point  de  la  ligne  d^ombre  d'une  surface  de  révolution,  —  Abkl 
Trauson,  Sur  une  imperfection  dans  la  règle  ordinaire  pour 
les  maxima  et  les  minima,  —  Moutard,  Théorème  sur  les  sur- 
faces du  troisième  ordre. 

L'article  d»  M.  Bour,  malgré  son  titre,  ne  se  rapporte  qu'à  U 
somme  des  puissances  des  nombres  de  la  suite  naturelle.  L'au- 
teur arrive  à  cette  conclusion  qu'on  peut  passer  de  S^.  à  S^^a 
par  une  intégration.  Dans  une  note  il  est  dit  que  j'ai  fait  une 
remarque  «mlogue.  Il  serait  plus  exact  de  dire  que  j'ai  fait  une 
remarque  beavcoup  plus  générale,  puisque  j'«  montré  qu'on 
peut,  au  moyen  de  Pintégration,  passer  de  S«  â  S„h.ii  qn^  ^^ 
soit  II.  Au  reste,  c^est  là  un  cas  très- particulier  de  Ka  formule 

^S/(x)  =  S/'{x)+. 

dont  j'ai  développé  les  nombretiscs  applications  dans  les  Non- 
pelles  Annales  de  Mathématiques^  t.  X,  i85i,  p.  i86|  et  ensuite 
dans  les  Notes  qui  font  suite  au  Cours  d* Analyse  de  Sturni. 

P. 
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iQDATIONS  TÉTRABDMQUBS 

les  svfaees  li  seeoid  «rire  ciretBseriUs  au  soiMto  m  mérites  aix 

bces  ei  m  arêtes  j'n  tétraUre  qielcei^ie; 

Par  m.  J.-N.   HATON  DE  LA  GOUPILLÏÈRE. 

I.  ScRFiCES    CIRCOMSCEITES. 

1 .  Si  Ton  désigne  par 

P  =  o,     Q  =  o,     R  =  o,     S=:o 

les  équations  des  quatre  faces  d'un  tétraèdre  quelconque 
rapporté  à  des  coordonnées  obliques  ou  orthogonales, 
toute  surface  du  second  ordre  {*)  pourra  être  repré- 
sentée par  Inéquation  homogène  (^*) 

(i)  AÎPQ-hAÎRS-+-AÎPR-f-A;QS-+-A;PS-f- AJQR 

4-B,P»  +  B,Q«-hB,R«  +  B4S'  =  o, 

car  celle-«i  renferme  neuf  arbitraires,  ce  qui  .est  le 
nombre  de  conditions  distinctes  que  comporte  ce  genre 
de  surfaces 

Nous  nous  proposerons  ici  de  déterminer  les  formes 
spéciales  que  prend  cette  équation  lorsqu'on  assujettit  la 
surface  à  être  circonscrite  aux  quatre  sommets,  inscrite 


(*)  Comrae  ooas  ne  considérerons  ici  que  ce  genre  de  figures,  nous 
nous  contenteronii  de  les  dislingaer  sons  le  nom  de  surfaces. 

(«*)  Dans  le  symbole  A*  on  doit  Toir  non  un  exposant,  mais  deux  in- 
dieea  qoe  j'introduis  en  vue  de  la  symétrie  des  calculs.  Ces  indices  sont 
d'aillears  indépendants,  et  on  peut  écrire  indifféremment  A*  on  A«,  ce 
qui  peut  être  otile  pour  les  permutations  tournantes. 

iliM.  Je  Mntkémai.,  ^«  série,  t.  IV.  (Juin  i865.)  >6 
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entre  les  qualre  faces,  ou  inscrite  entre  lea  six  arêtes  du 
tétraèdre. 

2.  Surfaces  circonscrites,  —  Pour  que  la  surface  passe 
par  le  sommet  QBS,  il  faut  que  la  formule  (i)  ne  ren-         j 
ferme  aucun  terme  indépendant  de  ces  troi»  quantités,  | 
c'est-à-dire  que  B|  =  o.  Les  autres  carrés  devant  dispa- 
raître pour  la  même  raison,  nous  obtenons  Péquatîon 

(2)  AJPQH-AlRS-f-AJPR-f-AÎQS-i- AJPS-hAîQR=o, 

qui  est  la  plus  générale,  car  elle  renferme  cinq  arbi- 
traires, et  la  surface  se  trouve  déjà  assujetûe  à  quatre 
conditions. 

3.  Plan  tangent,  —  Les  plans  tangents  aux  quatre 
sommets  sont  représentés  par  les  équations 

/  AfQ-HAÎR-f- a;S  =  o, 

UîP  +  AÎR  +  AÎS  =  o, 

^    ^  j  A;P-f.AÎQH-A;S  =  o, 

'  AÎP-f-AÎQ-f-AÎRrrrO. 

En  effet,  pour  ce  qui  concerne  le  dernier,  par  exemple,  il 
est  évident  d'abord  qu'il  passe  par  le  sommet  PQR.  Si  de 
plus  on  le  eoupe  par  la  surface,  comme  son  équation 
n'esl  autre  que  le  coefficient  de  S  dans  la  formule  (2), 
celle-ci  se  réduit  à  un  polynôme  homogène  en  P,  Q,  R,  ei 
}>ar  suile  aussi  en  P,  Q  seulement,  puisque  R  se  trouve 
lui-Ynème  exprimé  d'une  manière  homogène  en  fonction 
de  P  et  Q  par  l'équation  (3).  Or,  une  pareille  expression 
revient  toujours  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
carrés,  et  par  suite  rinterscction  est  formée  de  deux 
droites  réelles  ou  imaginaires,  ce  qui  est  k  earactère  du 
plan  tangent. 

i.  Les  quatre  plans  (3)  forment  le  tétraèdre  polaire 
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conJQgtté  du  précédeni  par  rapport  à  la  surface  (q).  Si 
nous  les  désignons  en  abrégé  par 

(4)  P  =  Oy     q  =  o,     r  =  o,     .f  =  o, 
l'écpiation  de  la  surface  prend  la  forme  élégante 

(5)  P/>  -4-  Qy  -f-  Rr  4-  Sjt  =  o. 

II.  —  SuaFÀCBS    INSCRITES    AUX   FACES. 

5.  Celte  dernière  formule  représente  une  surface  qui 
esta  la  fois  circonscrite  aux  sommets  du  tétraèdre  PQRS, 
et  inscrite  aux  faces  du  tétraèdre  pqrs.  Pour  retrouver 
sous  une  forme  explicite  en  P,  Q,  R«  S  Féquation  (2) 
des  surfaces  circonscrites,  il  suffirait  d'y  rendre  kp^  q,  r,  s 
leurs  valeurs  (3).  Si  au  contraire  nous  substituons  a  P, 
Q,  R,  S  leurs  expressions  en  fonetion  de  p,  ç,  r,  s  tirées 
des  mêmes  équations  (3),  nous  aurons  sous  une  forme  éga- 
lement explicite  Féquation  de  la  surface  inscrite  aux 
faces  de  p^rs. 

Pour  simplifier  Fécriture  nous  poserons 

i     a;  a;  -h  a;  a;  —  a;  aj  =  l  , 

(6j  a;a:~aîa;  +  a:aî  =  m, 

(_AfÀ;-+-A;Aî-hAîA;  =  N- 

Alors  Félînûnation  fournil  les  valeurs 

/  P  =  V.a;a;a;  —  AtN.^  — AJM.r— AîL.v, 
^   .      1  Q=ia9.A;A;A;  — AJL.r  — a;M^  — AJN./y. 

'^^    j  R=:2r.AîA;A;  — a;n.j  — a;m./i—a;l.<7, 

1  &=32*.AÎAÎAÎ  — AîL./i  — AJM.^— AfJ».r, 

en  omettant  dans  chacune  d'elles  le  dénominateur  com- 
mun^ auquel  il  est  inutile  d'avoir  égard  puisque  ces  ré- 
sultats sont  destinés  a  être  substitués  dans  une  relation 
homogène. 

16. 
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Si  l'on  effectue  celle  subslituiion,  il  vîem 

A;A;Aî.//-+-A;A;A;.7'4-A;A;A}.r»-h  ajaja;.^» 

+  {A;/.^H-Aîr^)N; 


ou,  en  rendant  Texpressîon  couiplélement  explicite, 

(9) 


AÎA;A;.yî'-4-AÎAÎA;.y^H-AÎA;A;.H4-AîAîA;.j' 
-(AÎAÎ  +  AÎAÎ-AÎAnCAÎ^r-t-AÎ./i) 

—  (A;A;-A;A;-hAîA;)(A;7^-+-A;/.r) 

—  (— AÎA;  +  AÎA}  +  AÎA;)(AÎ/^7-HA;r.)  =  o, 

ce  qui  est  bien  l'équation  la  plus  générale  (*)^  car  elle 
renferme  cinq  arbitraires,  et  la  surface  se  trouve  déjà 
astreinte  à  quatre  conditions. 

6.  Point  de  contact.  —  Pour  avoir  le  point  de  contact 
de  la  surface  avec  la  face  s,  il  suffit  de  faire  dans  Téqua- 
tion  (8)  5  =  o.  Le  résultat  peut  alors  se  mettre  sous  la 
forme 

Si  les  trois  quantités  L,  M,  N  (6)  sont  de  même  signe,  il 
devient  nécessaire  d'annuler  séparément  les  trois  carrés, 
ce  qui  ne  fournit  que  deux  équations  distinctes,  cW-a- 


(*)  Comme  cette  équation  est  compUquée,  il  ne  sera  pas  inutile  d^iodi- 
quer  les  formes  suivantes,  qui  sont  particulières  mais  plus  simples  : 

qui  représentent  des  surfaces  conrezes  d'après  la  remarque  du  n*  6. 
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dire  une  droite  réelle,  et  par  son  intersection  avec  la 
face  5,  un  point  unique.  Dans  le  cas  contraire  on  aura  en 
outre  deux  plans  réels  menés  par  cette  droite  et  coupant 
la  face  s  suivant  deux  génératrices.  Ainsi  donc  la  surface 
sera  convexe  ou  réglée  suivant  que  les  trois  trinômes  L, 
M,  N  seront  ou  non  de  même  signe. 

Dans  tous  les  cas  les  droites  qui  joignent  chaque 
sommet  au  point  de  contact  de  la  face  opposée  auront 
pour  équations 


(lO) 


p 

a; 

A* 

r 

7 

r 

s 

Aï 

""  AT 

""  AT 

r 

s 

a; 

S 

AT 

A? 

a; 

En  adjoignant  à  ces  quatre  systèmes  respectifs  les  rela- 
tions (4)f  nous  obtiendrons  les  sommets  du  tétraèdre  po- 
laire conjugué  de  pqrs  par  rapport  à  la  surface  (9). 

in.  —  Surfaces  ihscritbs  aux  arêtes. 

7.  Pour  que  Tarête  RS  soit  tangente  à  la  surface,  il 
faut  que  les  trois  termes  qui  ne  renferment  ni  R  ni  S 
forment  un  carré  parfait,  car  Téquation  résultant  des 
hypothèses  R  =  S  =  o  représente  alors  un  plan  unique. 
On  doit  donc  avoir 

(a;)^  =  4b.b„ 

OU)  en  désignaiU  par  C  les  racines  des  arbitraires  R, 

A?  =±^C,C,. 
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On  obiiem  ainsi  réquaûon  {*) 

(  C;P»-hCîQ>-t-CÎR'4-C:S»— 2C,CPQ—aC,C4RS 
v"'    )      — aCQPR— 2C,C4QS  — aCQPS  — 2C,C3QR  =  o, 

qui  cet  ia  plus  générale,  puiBqu*elle  renferme  trois  arbi- 
traires et  que  nous  avons  imposé  k  la  surface  six  condi- 
tions. 

8.  Point  de  contact,  —  Le  point  de  contact  de  Ta- 
rète  RS  avec  la  surface  est  alors  déterminé  par  les  équa- 
tions 

(12)  R  =  o,     S  =  o,     (C.P  — C,Q)»  =  o, 

dont  la  dernière  représente  le  plan  qui  le  réunit  à  Tarète 
opposée. 

9.  Si  nous  considérons  à  la  fois  les  six  plans  qui  joi- 
gnent chaque  arête  au  point  de  contact  de  l'arête  opposée, 
ils  seront  représentés  par  le  système 

Ç.P  =  C,Q, 

C)  R  =   Cl  S  y 

C.P  =  C3R, 

^"  ^  ^C,Q  =  C,S, 

C.PrsCiS, 

C,Q  =  CR. 


{^)  A  la  Térité,  on  doit  «u  premier  abord  remplacer  tous  les  signes  né- 
çatifs  par  de  doubles  signes,  mais  une  discussion  que  je  supprime  ici 
montre  que  l'on  peut  s'en  tenir  à  la  forme  (i  i). 

En  effet,  les  six  doubles  signes  fournissent  entre  cette  équation 
3*—  I  =  C3  combinaisons,  dont  7  peurent  être  rejetées  comme  imiliief, 
car  elles  dérivent  de  (i  1)  par  les  cbangements  de  signes  des  quantités  C,, 
Cg,  C,,  C4;  8  autres  comme  étrangères^  en  ce  qu'elles  sont  des  carrés  par- 
faits se  rapportant  à  des  plans  uniques,  et  les  48  dernières  comme  repré*> 
sentant  des  cônes  qui  ont  leur  sommet  sur  Tune  des  arêtes.  Ce  sont  là  en 
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Oa  voit  qve  t<Mites  ces  formules  reairant  daos  les  trois 
suivantes  : 

(i4)  C,P=^0,Q=r.  CR^CiS, 

d'où  ce  théorème  : 

Dans  toute  surface  inscrite  entre  les  arêtes  d^un  té^ 
traèdre  quelconque^  les  six  plans  menés  par  chaque 
arête  et  le  point  de  contact  de  r arête  opposée  se  croisent 
au  même  point, 

10.  Plan  tangent.  —  Le  plan  tangent  au  point  de 
contact  de  rareté  RS  (12)  a  poar  équation 

CjR4-C4S  =  o. 

En  effet,  si  nous  introduisons  cette  hypothèse  dans  l'équa- 
tion (i  i)  de  la  surface,  elle  se  réduit  à  la  forme 

(C.P--C,Q)»  +  4CÎR»  =  o, 

qui  est  une  somme  absolue  de  deux  carrés  et  oblige  d'ad- 
joindre k  réquation  du  plan,  pour  avoir  son  intersection 
avec  la  surface,  deux  nouvelles  relations  du  premier 
degré  qui  déterminent  un  point  unique. 

Remarquons  en  passant,  diaprés  cela,  que  lorsqu'une 
surface  est  inscrite  entre  les  arêtes  d^un  tétraèdre  quel- 
conque, elle  est  nécessairement  convexe  et  jamais  gauche, 

11.  Si  nous  envisageons  Tensemble  des  six  plans  tan- 
gents suivant  les  couples  d'arêtes  opposées,  nous  forme- 
rons le  tableau 

|C,P-hCQ  =  o,  |C.P-hC3R=:o,  jC,P-|-C,S=:o, 
lCR-4-C»S  =  o,  1C,Q4-C4S  =0,  |CaQ4-C,R  =  o. 


«Tel  des  lolutions  qud  la  marche  qae  nous  avons  suivie  devait  nous  faire 
Kncontfer,  mais  qui  ne  constituent  pas  le  contact  proprement  dit  d'uhe 
•vribee  eontte  «vec  les  six  arftCcs. 
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On  voit  que  chacun  de  ces  systèmes  satisfait  identique- 
ment Téquatlon 

(i6)'  C.P  +  CjQ^-CR-h  €48  =  0, 

d'où  ce  ihéorème  : 

Dans  toute  surface  inscrite  entre  les  arêtes  d^un  lé- 
traèdre  quelconque,  les  trois  intersections  des  couples 
de  plans  tangents  suivant  des  arêtes  opposées  sont  com- 
prises dans  un  même  plan, 

12.  Tétraèdre  polaire.— -laCs  plans  polaires  des  quatre 
sommets  du  tétraèdre  par  rapport  à  la  surface  (7 1)  ont 
pour  équations  : 

/       C,P-hC,Q-hC,R  — €48  =  0, 

1       C,P4-C,Q— C,RH-C4S  =  o, 

'*''  1       C.P  — C,QH-C,R-f-C4S  =  o, 

\  — C,Ph-CQ4-CR-i-C4S  =  o. 

En  effet,  la  dernière,  par  exemple,  est  identiquement  sa- 
tisfaite par  le  système  (la)  qui  représente  le  point  de 
contact  de  Tarête  KS,  et  il  en  serait  de  même  pour  les 
deux  autres  arêtes  QR,  QS  qui  aboutissent  au  som- 
met QRS. 

On  peut  vérifier  diaprés  cela  que  les  sommets  du  té- 
traèdre polaire  fourni  par  les  intersections  de  ces  plans 
trois  à  trois  auront  pour  équations  : 

/        C,P=      C,Q=:      CR=— €48, 

(18)  \       ^'^"^     CQ==-C,R=     C48, 

j        C,P=-CaQ^^      CR-      C4S, 
(— C,P=     C,Q=     C,R=r      C4S. 

13.  Si  Ton  réduit  chacun  de  ces  systèmes  de  trois 
équations  à  deux  seulement  en  écartant  les  membres  af- 
fectés de  signes  négatifs^  ou  obtiendra  les  équations  des 


Digitized 


by  Google 


(  M9) 
droites  qui  joignent  chaque  sommet  du  tétraèdre  proposé 
aa  pAle  correspondant.  On  voit  que  toutes  ces  relations 
soDt  satisfaites  par  le  système  (i4)  ;  d'où  ce  théorème  : 

Dans  toute  surface  inscrite  entre  les  arêtes  d'un  té^ 
iraèdre  quelconque,  les  droites  qui  joignent  cimque 
sommet  au  sommet  correspondant  du  tétraèdre  polaire 
se  croisent  en  un  même  point  qui  est  en  même  temps  le 
point  de  concours  des  plans  menés  par  chaque  arête 
et  le  point  de  contact  de  V arête  opposée  (*). 

IV.  —  Surfaces  gohcentriques. 

14.  Coordonnées  bimédianes.  —  Les  quatre  poly- 
nèmes  que  nous  avons  désignés  par  P,  Q,  R,  S  ne  ren- 
ferment au  fond  que  trois  variables  distinctes  x,  y^  z  et 
par  snite  doivent  avoir  entre  eux  une  relation  qui  est 
d' ailleurs  nécessairement  linéaire.  La  manière  la  plus 
simple  de  la  formuler  consiste  à  caractériser  le  tétraèdre 
par  son  centre  de  gravité  P',  Q',  R',  S'.  Cette  relation 
sera  alors 

/.  \  P        Q        R        S        , 

car  si  Ton  annule  Q,  R,  S,  la  quantité  P  représentera  la 
valeur  que  prend  ce  polynôme  au  sommet  de  la  médiane, 


(*)  Oo  sait,  d'après  nn  théorème  de  M.  Chaslea»  que  lorsqu'il  s'agit  d'une 
surface  et  d'uo  tétraèdre  quelconques,  ces  droites  appartiennent  en  gé- 
nénl  à  an  même  système  de  génératrices  d'un  certain  hyperbololde 
Ctndie.  On  Yoit  par  suite  que  dans  le  cas  actuel  eet  hyperbololde  se  ré-* 
(luit  à  un  cdne. 

Oo  sait  également  que  les  intersections  des  faces  correspondantes  des 
^^Mi  tétraèdres  jouissent  de  la  même  propriété.  Hais  il  ne  saurait  être 
qiMtioo  alors  de  réduire  Thyperboloide  à  on  cône,  puisque  les  faeea  qui 
renferment  oea  droites  passeraient  elles-mêmes  par  un  point  unique  et 
••"••raient  d'appartenir  à  un  tétraèdre. 
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valeur  quatre  fais  plus  grande  que  celle  P',  qui  est  ida- 
tive  au  centre  de  gravité  situé  au  quart  de  cette  médiane, 
puisque  P  s'annule  à  Tautre  extrémité  et  varie  proportion- 
nellement à  la  distance. 

Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  op 
posées  ont  pour  équations  : 

JR_s        )Q_1       J2---L 

car  la  première,  par  et^mple,  passe  par  les  milieux 

P  =  o,         Q  =  o,         RrisaR',     8i=iûS', 
P=e2p%      Qî=2Q',      Rrro,  S  ^  o, 

des  arêtes  PQ  et  RS.  Pour  éviter  une  longue  périphrase, 
j'appellerai  ces  droites  les  bimédianes  du  tétraèdre. 

Les  trois  plans  qui  forment  les  bimédianes  deux  à 
deux  ont  pour  équations: 

P''*"Q'~R''^S'' 

P      S^__Q^     R^ 
P'"*'S'  "^Q'^^R'' 

car  la  première,  par  exemple,  se  trouve  satisfaite  par  cha- 
cun des  deux  derniers  groupes  (s^o). 

Ces  droites  et  ces  plans  constituent  le  système  d^axes 
le  plus  simple  auquel  on  puisse  rapporter  le  tétraèdre. 
Nous  les  appellerons  coordonnées  bimédianes^  et  nous 
les  désignerons  par  D,  V,  W.  Ces  lettres  représenteront 
dès  lors  les  expressions  (21)  réunies  dans  un  seul  membre.         i 

15.  Surfaces  concentriques  au  tétraèdre  ai  ayant  les 
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bimédianes  povr  diamètres  conjugués.  *-  U  serait  fiidle 
davoir  l'équation  générale  des  surfaces  assujetties  sim- 
plement à  avoir  leur  centre  au  centre  de  gravité  est  té* 
traëdre.  Mais,  pour  plus  de  simplicité  dans  les  formules, 
j^imposerai  en  outre  la  condition  que  les  bimédianes 
forment  un  système  de  diamètres  conjugués. 

L'équation  peut  alors  s  écrire  immédiatement  sous  la 
forme  suivante,  en  fixant  le  terme  constant  en  vue  de  la 
simplification  des  calculs, 

(22)  tf  U»  +  6  V»  +  C  W»  =  l6, 

ou,  en   revenant  aux   coordonnées  létraédriques   (ai) 
Cl  (19)» 

/p        Q       R       S\>         /P        Q       R        S\» 
et  en  développant, 

'— ->[(^)v(i)v(^.)v(iy] 

.  f  PQ  RS\ 

.  .   /  PR  QS  \ 

ce  qu'on  peut  écrire  plus  simplement 

1  ./PR         QS\  /PS         QR\ 
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Celte  équation  est  ia  plus  générale,  car  elle  renferme        | 
trois  arbitraires,  et  la  surface  a  été  assujettie  i  six  con- 
ditions. ! 


16.  Surfaces  concentriques  au  tétraèdre  et  ajant  les 
bîmédîanes  pour  diamètres  conjugués  égaux.  —  Impo- 
sons-nous de  plus  la  condition  que  les  bimédianes  for- 
ment des  diamètres  conjugués  égaux  et  supposons-les 
d'abord  réels,  c'est-à-dire  la  surface  ellipsoïdale.  Noos 
devrons  poser  a=b  =  c^  et  par  suite  a  =  j3  =  7,  ce  qui 
donne  (*) 


(^4}< 


/PQ        RS        PR         QS         PS         QR  \ 

AP'Q'"^R'S''^P'R'"*"Q'S''*"P'S'"^Q'R7"'* 


équation  la  plus  générale  puisqu'elle  renferme  encore  un 
paramètre.  Elle  fournit  une  famille  bien  déterminée 
d'ellipsoïdes  qui  sont  évidemment  homotbétiques. 

17.  On  peut  démontrer  à  cet  égard  le  théorème  sui- 
vant :  Si  un  ellipsoïde  a  pour  diamètres  conjugués  égaux 
les  bimédianes  d'un  tétraèdre,  il  coupe  ses  faces  suivant 
des  ellipses  qui  ont  pour  centres  les  centres  de  graidlé 
de  ces  faces. 

On  aura  en  effet,  en  coupant  la  surface  (24)  p^r  le 


(*)  Les  paramètres  sont  alors  reliés  par  la  formule 


3(nH-i) 
■    3a-i   ' 

0—  1 

■"-3aH-a^ 

dont  nous  aurons  besoin  pl«s  loin. 
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plan  S  =  o, 

(p)'-^  (I)  +  {%)'^  "{^^-^'^  |f)= " 

Or  les  équations  dérivées  relatives  a  P  et  Q,  en  considé- 
rant R  comme  leur  fonction  diaprés  Téquation  (19)  où 
Ton  a  fait  S  =  o,  se  réduisent  à 

P^      Q  ^R 

qui  sont  les  équations  de  la  médiane  du  sommet  opposé    * 
à  la  face  S,  aboutissant  par  conséquent  au  centre  de  gra- 
vité de  cette  face. 

18.  Pour  obtenir  en  second  lieu  les  hyperboloïdes  qui 
ont  les  bimédianes  pour  diamètres  conjugués  égaux,  on 
peut  faire  les  trois  hypothèses  : 

—  a=b  =  Cf     a= — b  =  Cf     a=b:= — <?, 
d'où 

ce  qui  fournit  les  trois  équations  : 

(I!L^M.^IL-L.^\       (I^     Rs\_ 

*\P'R''*'Q'S'"'"p'S'"*"Q'R'J  "*"'  \p'Q'"*"R'S'/  ~°' 

(  PQ         RS         PS         QR  \  /  PR         QS\  _ 

*\P'Q'"^R'S''^P'S'"^Q'RV"''*  \P'R'"'"Q'S7  ~  **' 

(  PQ         RS         PR         QS  \  /  PS         QR  \  _ 

^\P'Q'"*"R'S'  ■^P'R''*'Q'S'/  "^^  \P'S''*"Q'R'j  *"®' 
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On  constatera  de  même  h  Taide  de  ces  équations  quf 
5/  un  hyperboloïde  a  pour  diamètres  conjugués  égaux 
les  himédianes  d*un  tétraèdre,  il  coupe  ses  Jaces  sui- 
s^ctnt  des  hyperboles  qui  ont  pour  centres  les  sommets  du 
tétraèdre  et  pour  asymptotes  les  côtés  de  Vun  des  trois 
quadrilatères  gauches  que  forment  les  arêtes, 

19.  Surfaces  circonscrites  et  inscrites  aux  faces  et 
aux  arêtes  qui  ont  les  himédianes  pour  diamètres  con- 
jugués, -»  Reprenons  l'équation  (a3)  et  cherchons  à  la 
faire  coïncider  arec  le  type  (2)  des  surfaces  circon- 
scrites. Celle-ci  ne  renfermant  pas  de  carrés,  il  faut  rem- 
placer «,  ^,  y  par-j  ~*  -9  chasser  e,  puis  faire  c  =  o*D 


vtcnx  ainsi 


(a6) 


/      /  PQ  RS  \        .  /  PR     ,     QS  \ 

r  Vp^  "^  R^  j  "^  P  \?R' -*"  QVJ 

1  /  PS         OR  \ 


Cette  équation  renferme  encore  deux  arbitraires,  et 
cependant  nous  avons  imposé  en  tout  dix  conditions  à  la 
surface.  Cela  tient  à  ce  que,  lorsquune  surface  est  cir- 
conscrite' à  un  tétraèdre  et  quelle  a  son  centre  au  centre 
de  grauité,  elle  a  par  cela  même  les  himédianes  pour 
diamètres  conjugués. 

20.  En  ckerchant  de  même  à  faire  coïncider  la  forme 
(23)  avec  celle  (9)  des  surfaces  inscrites  aux  faces,  oo 
est  amené  à  poser 

a;  =  aî  =  x, 
a;=a;=:,*, 

A;=Af=:=rv, 
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ce  qui  fournit  Kéqitalion 


Celte  équation  renferme  encore  deux  arbitraires,  quoi- 
que la  surface  ait  été  astreinte  à  dix  conditions,  ce  qui 
tient  a  ce  que,  lorsquune  surface  est  inscrite  entre  les 
faces  d'un  tétraèdre  et  qui  elle  a  son  centre  au  centre  de 
gravité^  elle  a  par  cela  même  les  bimédianes  pour  dia- 
mètres conjugués. 

21.  Pour  faire  coïncider  enfin  le  type  (33)  avec  celui 
(il)  des  surfaces  inscrites  entre  les  arêtes,  il  faut  faire 


(28) 


I  (F)'-{l)"-{r)"-(l)- 

\    *  Vp'Q'"*'r'S' 


QS        PS       *QR 


P'R'  ^(yS'      FS'^  "^Q 


i'RV 


Ou  remarquera  que  nous  avons  par  le  fait  imposé  à  la 
sorface  douze  conditions,  ce  qui  tient  à  ce  que,  lorsqu'une 
surface  est  inscrite  entre  les  arêtes  d^un  tétraèdre  et 
qu^elle  a  son  centre  au  centre  de  gratuité,  elle  a  par  cela 
même  les  bimédianes  pour  diamètres  coîijuguéf. 

On  voit  que  celte  surface  est  uuique  et  bien  détermi- 
née, et  que  de  plus  elle  rentre  dans  le  type  (24),  ce  qui 
permet  d*ajouter  que  cette  surface  est  un  ellipsoïde  qui 
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coupe  les  faces  sidi^ant  des  ellipses  ayant  pour  centrer 
les  centres  de  gravité  de  ces  faces, 

22.  Surfaces  circonscrites  ou  inscrites  aux  faces  ou 
aux  arêtes f  ayant  les  bimédianes  pour  diamètres  con- 
jugués ÉGAUX.  —  Occupons -nous  d'abord  des  ellip- 
soïdes (a4).  Pour  faire  concorder  ce  type  avec  celui  (a) 
des  surfaces  circonscrites,  il  faut  opérer  comme  ci-des- 
sus (19),  ce  qui  donne 

/PQ        RS         PR         QS         PS         QR  \  _ 

(  ^9)  \^p/Q/  "^  K's'  "*"  P' R'  "^  Q'  S'  ■*■  P' S'  "^  Q'R'  )  "  ^' 

Pour  la   surface  inscrite  aux  faces  (9),  il  faut  faire 

1  =z  ix=:  Vy   d'où 


(3o) 


(       (f)'-(I)'-(ï>)--(I)* 


(      vp'q'"^r's'"^fr'"*"q'S'"^p's'"^q'r7^"' 


Quant  à  la  surface  inscrite  aux  arêtes,  nous  venons 
de  l'obtenir  à  l'instant  même  (28)  : 

\P'Q'^R'S'^P'R'^Q'S'^P'S'  ^Q'RV"  ' 

23.  Ces  trois  ellipsoïdes  forment  une  série  qui  mérite 
d'être  remarquée.  Us  sont,  comme  nous  l'avons  dit,  ho- 
mothétiques  et  se  distinguent  par  le  rapport  de  sioaiili- 
tude.  Les  dimensions  seront  pour  chacun  proportion* 
nelles  à  [(ait)  et  16,  note] 

I    /3cr-f-  2 
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Comme  d'ailleurs  ts  prend  les  valeurs 

00,  —2,         —I, 

ces  rapports  deviennent 

n/3.         ..         J.. 

Ainsi  donc  les  axes  des  trois  ellipsoïdes  circonscrit, 
inscrit  aux  arêtes,  et  inscrit  aux  faces  d'un  tétraèdre, 
qui  ont  en  outre  les  bimédianes  pour  diamètres  conju- 
gués égaux,  forment  une  progression  géométrique  qui 
a  pour  raison  v3. 

24.  Si  nous  considérons  maintenant  les  hyperboloïdes 
(iS),  nous- devrons,  pour  les  faire  coïncider  avec  Téqua- 
tion  des  surfaces  circonscrites  (q),  qui  ne  renferme  pas 

de  carrés,  remplacer  cp,  ^,  X  P^**     '     ♦     '  chasser  p  et 

faire  p  =  o,  ce  qui  donne 

PQ         RS  _ 

,   PR  QS 

.(3i)  1Fr''^Q^==^' 

PS        qr  _ 


P'S'    '   Q'R' 

Ces  équations  montrent  qu'iZ  existe  trois  hyperbo- 
loides  circonscrits  à  un  tétraèdre  et  ayant  les  bimédianes 
pour  diamètres  conjugués  égaux,  qui  passent  par  chacun 
des  trois  quadrilatères  gauchtfS  du  tétraèdre  et  qui  par 
suite  sont  toujours  à  une  nappe. 

Pour  les  surfaces  inscrites  aux  faces ,  nous  obtiens 
drons  précisément  les  mêmes  résultats,  puisque  chaque 
face  coupant  Thyperboloïde  suivant  deux  génératrices 
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lui  est  nécessairement  tangente  au  sommet  du  quadrila- 
tère gauche. 

Quant  aux  surfaces  inscrites  entre  les  arêtes,  nous 
avons  vu  qu'elles  ne  comportent  qu'une  solution  unique 
(28)  qui  est  ellipsoïdale,  et  d'ailleurs  la  forme  de  Té- 
quation  des  hyperboloïdes  (a5)  est  incompatible  avec  le 
type  général  (ii). 


SDR  U  GOIIRBURB  DE  QUELQUES  LIGNES  TR4CÉES  SUR 
UNE  SURFACE; 

Par    m.    Eugknb  BELTRAMI, 
Professeur  à  l'Université  de  Pîse. 


Dans  une  Note  insérée  au  tome  III  (2®  série)  du  Joui- 
nal  de  M.  Lioui^ille,  M.  de  la  Gournerie  a  fait  des  re- 
marques importantes  au  sujet  des  sections  déterminées 
dans  une  surface  par  ses  plans  tangents.  U  a,  entre  autres 
choses,  établi  bien  clairement  que  les  deux  branches  de 
ces  sections  n'ont  en  général  qu'un  contact  du  premier 
ordre  avec  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface. 

En  cherchant  à  déterminer  la  courbure  de  ces  sections, 
au  point  où  leur  plan  est  tangent  à  la  surface,  Je  suis  par- 
venu au  théorème  suivant  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  ligne  asymptotique,  sur 
une  surface  quelconque,  est  toujours  les  deux  tiers  de 
celui  de  la  section  faite  à  la  surface  par  le  plan  tangent 
au  point  considéré, 

(Il  est  sous-entendu  que  l'on  considère  la  branche  de 
cette  section,  tangente  à  la  ligne  asymptotique.) 

Désignons  par  s  l'arc  de  la  ligne  asymptotique,  et  par 
f  =  o  l'équation  de  la  surface.  La  propriété  caractéris* 
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tique  4e  cette  ligne  est  exprimée  pâv  l'équation 

dfod^x       dn  d^r       da  d^z 
^^  dx  ds^  ^  dy  ds^  ^  dz  ds"  ' 

OU,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  5  de  Téquation 

</y  dx        df^  dy        d^  dz 

^   '  dx  ds        dy  ds        d9  ds 

(qui  eisprime  que  la  ligne  est  tracée  sur  la  surface),  par 
cette  autre  équation 

df  dx  d(o  dy   ^     ,</*  dz 

qui  revient  à  celle  dont  se  sert  M.  Dupin.  Si  Ton  prend 
de  nouveau  la  dérivée  par  rapport  a  5  de  cette  dernière 
équation,  on  trouve,  après  quelques  réductions, 

,df  d^x         if^  d^y  d^  d^       Jl__ 

A' 
où  il  représente  la  somme  des  termes  en  7-  dans  le  déve* 

loppement  de 

if{M'hhdXf  y-{--  hdy^  z^hdz). 

Les  deux  équations  (a),  (3),  combinées  avec  la  sui- 
vante, 

déterminent,  pour  chaque  point  de  la  surface,  les  direc* 
tions  des  çleux  branches  asymptotiques  qui  s'y  entre- 
coupent, de  sorte  qu'on  peut  les  regarder  comme  connues. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  fious  supposerons  que  -j"»  -j"»  -^ 

aient  an  des cystèmes de  valeurs  fournis  p«r  (a),  (3),  (5). 

»7- 
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Désignons  par  k  un  rapport  à  déterminer,  et  par  A*  la 
somme  des  carrés  des  trois  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion f  :  de  Téquation  (i)  et  de  la  suivante, 


(6) 
on  tire 

(7) 


dxd^x 

d 

ds* 


dx  dy       dz  d^z 


ds  ds^ 


'^d'sd?'^''' 


*x id^dz        d^  dy\ 

j^'"  xd^di'^'diiihy 

ds*  \dz  ds       dx  dsy 

\dx  ds        dy  ds  ) 


ds* 


En  ajoutant  les  carrés  des  deux  membres  de  ces  trois  équa- 
tions, on  obtient 


k  = 


ph 


où  p  est  le  rayon  de  courbure.  Remplaçant  dans  Téqua- 
tion  (4)  les  dérivées  secondes  des  coordonnées  par  les  va- 
leurs (7),  et  posant,  pour  abréger, 


j^    dil    d^ 

dx         dy         dt 

d^         df         dtf 
dx         dy         dz 

dx         dy          dz 

on  a  cette  valeur  de  p  : 

(8) 

=  A, 


On  peut  facilement  transformer  cette  expression.  Élevant 
le  déterminant  A  au  carré  et  tenant  compte  des  formules 
précédentes,  on  trouve  aisément 
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OU  bien 

Si  donc  on  appelle  d^  la  déviation  de  la  normale  à  la 
surface  le  long  de  Tare  ds^  on  a  simplement 

^h  ds^  d^ 
à=idth*dsd-^f     et  par  Mite    p5=± — -' 

Cette  dernière  formule  donne  lieu  à  quelques  remar- 
ques que  nous  ne  croyons  pas  devoir  passer  sous  silence 
quoique  étrangères  à  notre  sujet. 

Lorsque  (f  (x,  jr,  z)  est  une  fonction  entière  du  se- 
cond degré,  ses  dérivées  troisièmes  étant  nulles,  il  en  est 
de  même  de  SI.  Par  suite,  les  deux  systèmes  de  lignes 
asymptotiques  ont  partout  un  rayon  de  courbure  infini, 
et  ne  peuvent  être  par  conséquent  que  des  lignes  droites. 
Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  connu,  que  chaque  sur- 
face  du  second  degré  est  le  lieu  géométrique  de  deux 
systèmes  de  lignes  droites  (réelles  ou  imaginaires). 

La  tangente  à  une  ligne  asymptotique  étant  conjuguée 
à  elle-même,  il  est  évident  que  pour  toute  surface  réglée 
une  des  séries  de  lignes  asymptotiques  est  formée  par 
les  génératrices  rectilignes  de  la  surface.  Il  faut  donc  que 
la  quantité  Q»  soit  annulée  par  la  substitution  des  valeurs 
de  dx^  dj^  dz  répondant  à  la  direction  d'une  génératrice. 
Donc  si  Ton  élimine  dx^  dy^  dz  entre  les  équations 

dx-^dy-^^dz' 

d-^^dx-^  d-^'dy-^d-^^dzzr^o, 
dx  dy     '^  dz 

n  =  o, 
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le  résultat  de  cette  élimination  sera  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier,  deuxième  et  troisième  ordre 
de  la  fonction  f,  qii'on  devra  regarder  comme,  appartenant 
A  toutes  les  surfaces  qu'on  peut  concevoir  engendrées  par 
le  mouvement  d'une  droite.  Ce  résultat  s'accorde  avec 
celui  abquel  Monge  est  parvenu  d'une  Inanière  différente 
au  §  XXI  de  son  grahd  ouvrage  sur  Vutpplication  de  ton 
nafyse  à  la  Géométrie, 

Revenons  à  notre  question.  La  ligne  plane,  inter- 
section de  la  surface  par  le  plan  tangent  au  point  {x^jy  z) 
est  représentée  par  le  système  des  deux  équations  sui- 
vantes : 


<pIÇ>  ^9  0  =  0, 


(9) 


(5--)S-^^-r)SH-(ç-^s)$=o, 


dx 


dx 


dz 


o^  ^9  %  C  ^^^^  ^^3  coordonnées  courantes.  Désignàtat  par 
*  c  Wtt  de  celte  coutbe,  on  déduit  de  la  première  dé  ces 
deux  équations,  par  trois  dérivations  successives, 


/ 


(lO) 


dJidcr'^ 
dffd^Jj 


dtfd*^ 
did7* 


dTi  d<T 

d^d^ 
"^  dn  dtr* 

d^-1 
dld% 


=  o, 


dxf  cf  Ç 
did'a 

d^d-^ 
dX^dfs^ 

dn  dn 


dfT   d9        ds   do 


dl^d^ 
dv  dv 


=  o, 


d^  d*7i 
"diTâ' 


dld^l 


dtfd*K 
'  didcr^ 

d^^ 


d&  r/ff»         d(T  dà^         da  da"* 


d<T' 


=  0, 


OÙ  iV  a  une  signification  analogue  à  celle  de  II.  La  se- 
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Gonde  des  équations  (9),  où  x,  /,  z  entrent  comme  des 
constantes,  donne  de  son  côté 

df  d\         d^  dn         dff  d^ 

dx  d<r        dy  de        dz  dtr  ' 

difd^i        dffd'n        £^yrf'C_ 
dida^^'^dir''^dzd7*'^^' 

dfd^i       df^       dfd*}^_ 
dx  de*       dy  de*       dz  de^ 

Si  Ton  pose,  dans  les  équations  (10),  |  =  j:,  >;==x» 
^  =  r,  en  tenant  compte  des  trois  dernières  équations  et 
en  remarquant  qu'au  point  considéré  la  section  plane  est 
tangente  à  la  ligne  asympiotique»  on  trouve  :  d'abord  les 
équations  (a),  (3)  ci-dessus,  puis 

OU  (  — j  I  >  etc.,  représentent  les  valeurs  que  prennent  les 

d^\ 
dérivées  secondes  —  j  •  •  •  ?  pour  Ç  =  x,  %  =y,  Ç  =  ^. 

D'ailleurs,  on  a  évidemment  aussi 

'•^        £[d?)-^dr[d7*)'^d^[d^)=''^ 

donc  si  Ton  opère  sur  les  équations  (i'),  (6)  et  (4^)  de  la 
même  manière  que  Ion  a. opéré  ci-devant  sur  les  équa- 
tions (1),  (6),  (4)»  et  qu'on  désigne  par  p*  le  rayon  de 
courbure  de  la  ligne  plane,  au  point  et  sur  la  branche 
que  Ton  considère,  on  trouvera  évidemment 
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et,  par  conséquent, 

£  =  -, 

P'       3' 
d'où  résulte  la  propriété  énoncée. 

Les  formules  (8)^  (8')  deviennent  illusoires  pour  les 
surfaces  développables,  puisque  d^  et  il  s*y  annulent  en 
même  temps.  Dans  ces  surfaces,  les  deux  séries  de  lignes 
asympto tiques  se  réduisent  à  une  seule  :  c'est  le  système 
des  génératrices  rectilignes,  qui  en  sont  en  même  temps 
•des  lignes  de  courbure.  Le  rayon  p  est  donc  en  général  in- 
fini. Cependant  Tarêle  de  rebroussement  de  la  surface, 
ayant  lui  aussi  ses  normales  dans  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face, peut  être  regardé  comme  une  ligne  asymptotique 
singulière^  dont  le  rayon  de  courbure  u*esi  généralement 
ni  nul  ni  infini.  Le  lieu  des  points  communs  à  la  surface 
développable  et  à  un  de  ses  plans  tangents  se  compose 
évidemment  de  la  génératrice  de  contact,  qui  joue  le  rôle 
d'une  droite  double,  et  d'une  ligne  courbe  qui  touche 
cette  génératrice  au  même  point  que  Parète  de  rebrousse* 
ment.  On  a  donc,  en  ce  point,  une  ligne  asymptotique  et 
une  section  plane  tangente  à  la  surface,  dont  les  cour- 
bures ne  peuvent  pas  être  tirées  des  formules  précédentes 
et  qui  doivent  être  déterminées  directement. 

Pour  cet  objet  nous  remarquerons  d'abord  que  la 
courbe  plane  est,  dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  d'inter- 
section d'une  tangente  mobile  de  la  ligne  à  double  cour- 
bure, qui  constitue  l'arête  de  rebroussement  de  la  sur- 
face développable^  avec  un  des  plans  osculateurs  de  cette 
même  ligne.  Nous  rapporterons  donc  l'arête  de  rebrous- 
sement aux  trois  axes  des  jc,  j^,  z  formés  respectivemeot 
par  la  tangente,  la  normale  principale  et  l'axe  du  plan 
osculateur  au  point  que  Ton  considère.  D'après  ce  choix 
de  coordonnées  les  points  très-voÎMns  de  l'origine  peuvent 
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êire  représentés  par  les  formules  suivantes  ; 


X_5— ^H-..., 


(m)  '        _J^  (^  )    ^ 

6r,p. 

où  5  est  Tare  compté  de  Torigine,  dans  le  sens  des  x  po- 
sitives, p^  r  sont  les  rayons  de  première  et  deuxième 
courbure,  et  l'indice  o  marque  ce  qui  se  rapporte  à  Tori- 
gine.  Ces  formules  s'obtiennent  aisément  en  étendant 
aux  lignes  à  double  courbure  le  procédé  exposé  pour  les 
courbes  planes  aux  §§  5i6,  617  de  Texcellent  Traite  de 
Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand.  La  valeur  de  z  ré- 
sulte immédiatement  aussi  d'un  tbéorème  de  M.  Bonnet, 
démontré  au  §  608  du  même  ouvrage. 

Désignons  par  f  9  yj,  ^  les  coordonnées  courantes  de  la 
tangente  à  la  ligne  5,  et  par  X  la  portion  de  cette  tangente 
comprise  entre  le  point  de  contact  (x,  j^  z)  et  le 
point  (I5  7)j  ^)  :  on  aura 

^  dx  ^  fir  ^  dz 

as  fis  as 

Remplaçant  x,  jr,  z  par  leurs  valeurs  (11),  posant  Ç  =  o, 
tirant  la  valeur  de  X  et  la  substituant  dans  les  expres- 
sions de  Ç,  >3,  on  trouvera 

2*  j' 

\%y  lit  étant  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  la 
tangente  avec  le  plan  x^.  On  aura  donc,  pour  l'arc  a  de 
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la  courbe  plane  lieu  des  points  (^09  v7o)) 

as 

d'où  l'on  tire 

,  _  _3»» 

Or,  en  nommant  p^  le  rayon  de  courbure  de  cette  der- 
nière courbe  et  appliquant  à  celle-ci  les  formules  (11), 
on  aurait 

Ço  i:^  a  -i-  .  .  .  ,      >3a  =  — r  "h 

La  comparaison  de  ces  valeurs  avec  les  précédentes 

donne 

p»  __  3 

[La  démonstration  précédente  aurait  été  rendue  plus  ri- 
goureuse par  l'introduction  d'un  terme  en  3*,  à  coeffi- 
cient indéterminé,  dans  les  formules  (i  i).  J^ai  omis  cette 
précaution  dans  le  désir  d^ abréger.] 

Ainsi,  la  tangente  mobile  d^iine  ligne  à  double 
courbure  décrit  sur  un  quelconque  de  ses  plans  oscula- 
teurs  une  courbe  plane  qui  touche  cette  ligne  au  point 
d^osculation;  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  à  double 
courbure  est  toujours,  en  ce  point^  les  trois  quarts  du 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  plane  au  même  point. 

On  sait  que  M.  Moebius  a  démontré  que  la  tangente 
mobile  d'une  cubique  gauche  décrit  sur  chacun  de  ses 
plans  osculateurs  une  ligne  du  deuxième  degré.  D'après 
le  théorème  qui  précède,  on  voit  que  la  détermination  du 
rayon  de  courbure  d'une  cubique  gauche  est  ramenée  à 
celle  du  rayon  de  courbure  d'une  section  conique. 

J«  termine  «n  exprimant  lé  désir  que  mes  ihéorèmes 
puissent  être    vérifiés  par  des   considérations    géomé- 
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triqaes  directes,  ce  qui  ne  pourra  pas  manquer  d'avoir 
lieu,  si  quelqu'un  des  savants  collaborateurs  de  ce  journal 
veut  bien  s'en  occuper. 


.  i   i   iiiiif 


NOTE  SUR  L'ARTICLE  PRÉCÉDENT, 

PAa  M.  OssiAW  BONNET. 


Extrait  d^ulie  Lettre  adressée  au  RédacMar . 


Je  vous  adresse  un  résumé  du  travail  que  j'ai  présenté  à 
la  Société  Philomathique,  le  ai  novembre  i863  (*).  Vous 
y  verrez  une  solution  complète  du  problème  de  la  détermi- 
nation du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque 
tracée  sur  une  surface  en  un  point  pour  lequel  le  plan  oscu- 
latenr  est  tangent  à  la  surface.  Le  théorème  élégant  démon- 
tré, dans  la  Note  précédente^  par  M.  Beltrami  est  un  cas 
très-particulier  du  résultat  général  que  j'avais  obtenu. 

Soil  une  courbe  SI  tracée  6ur  une  surface  à  courbures 
opposées  Z,  et  qui  a  au  point  M,  pour  plan  osculateur,  le 
plan  tangent  à  la  surface  2.  Appelons  p  le  rayon  de  cour- 
bure et  c  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  SI  au  point  M  j 
désignons  par  p^  le  rayou  de  courbure  au  point  M  de  la 
ligne  asymptotique  tangente  en  ce  poiut  h  la  courbe  II, 
par  R  et  Rj  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face*, on  aura 

(ij  '^  \Po  P/ 


(")  Le  samedi  précédent,  M.  de  la  Gournerie  avait  iodiqaé  une  pro- 
priété qui,  sans  conduire  d*une  manière  explicite  au  rayon  de  courbure 
de  U  courbe  à  nœuds  proTBnant  de  Tinterseclion  d'une  surrace  à  cour- 
bures opposées  par  son  plan  tangent,  permet  cependant  d'obtenir  simple- 
ment ce  rayon  de  courbure  dans  quelques  cas  particuliers.  M.  de  la  Gour* 
ntaleadepilts  publié  cette  piropriété  avec  une  application  au  tore  dans  la 
I  Partie  de  son  Court  de  G^àmitrie  deseriptipe. 
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ou 


=p'U — —) 


Quand  la  courbe  il  est  plane,  on  a  c  =;  oo  et  la  formule 
devient 

3 

c^est  le  théorème  démontré  par  M.  Beltramî. 

La  formule  (i)  ramène  la  détermination  du  rayon  de 
courbure  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface  en  un 
point  pour  lequel  le  plan  osculateur  est  tangent  a  la  sur- 
face>  à  celle  du  rayon  de  courbure  d'une  ligne  asympio- 
tique.  Voici  la  valeur  que  j'avais  obtenue  pour  ce  der- 
nier rayon  de  courbure 

._4(-RR.)'r-(^')  ^'-j^) 
P'  (R-R.)''-  ""  ~  '^  J 
R  et  Rj  représentent  toujours  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface,  les  dérivées  sont  relatives  à  des 
déplacements  effectués  sur  les  sections  principales;  enfin, 
le  double  signe  provient  de  ce  que,  en  chaque  point  d^une 
surface,  il  passe  deux  lignes  asymptotiques. 

L'équation  (a)  conduit  sur-le-champ  k  quelques  con- 
séquences importantes. 

Supposons  que  Z  soit  une  surface  du  second  degré  :  les 
lignes  asymptotiques  seront  des  droites,  donc  les  deux 

valeurs  de  —  seront  nulles,  et  Ton  aura 

dst  as 

Ainsi)  dans  une  surface  du  second  degré,  tout  le  long 
d'une  même  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  courbure 
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principal  correspondant  varie  proportionnellement  au 
cube  de  l'autre  rayon  de  courbure  principal.  Récipro* 
quement,  quand  dans  une  surface,  tout  le  long  des  diffé- 
rentes lignes  de  courbure,  le  rayon  de  courbure  prin- 
cipal correspondant  varie  proportionnellement  au  cube 
de  Tautre  rayon  de  courbure  principal,  on  a,  en  tous  les 
points, 

les  deux  valeurs  de  —  sont  nulles,  donc  les  lignes  asymp- 

totiques  sont  des  droites,  et  la  surface  est  nécessairement 
du  second  degré. 

J*ai  démontré  directement,  dans  le  XXXIP  Cahier  du 
Journal  de  l* École  Polytechnique^  qae  lorsqu'on  consi- 
dère trois  séries  de  surfaces  orthogonales  et  isothermes 
sur  une  mètne  surface  et  sur  une  même  ligne  de  courbure, 
le  rayon  de  courbure  principal  correspondant  varie  pro- 
portionnellement au  cube  de  l'autre  rayon  de  courbure 
principal;  donc  une  surface  ne  peut  faire  partie  d*un 
système  triplement  isotherme  et  orthogonal  sans  être  une 
surface  du  second  degré.  De  là  on  conclut  très-aisément 
le  théorème  de  M.  Lamé,  d*après  lequel  le  seul  système 
de  surfaces  triplement  isotherme  et  orthogonal  est  celui 
que  forment  les  surfaces  du  second  degré  homofocales. 
On  sait  que  ce  théorème  remarquable  n^avait  pu 
jusqu'ici  être  établi  que  par  des  considérations  très-com- 
pliquées. 

M.  Beltrami,  dans  la  Note  intéressante  qu'il  vous  a  en- 
voyée, démontre  encore  un  théorème  assez  curieux  sur 
le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  une  sur- 
face développable  par  son  plan  tangent.  Je  connais  ce 
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théorème  depuis  bien  longtemps;  je  no  l'ai  pas  non  plm 
publié,  mais  je  Tai  énoncé  à  différentes  personnes  :  « 
M.  Mannheim,  à  M.  de  la  Gournerie,  etc.  Voici  par 
quelles  considérations  je  Tavais  obtenu  :  soit  nue  courbe 
gauche  et  sa  projection  sur  son  plan  osculateur  en  M.  On 


sait  que  ces  deux  courbes  auront  non-seulement  la  même 
tangente  MT,  mais  encore  la  même  courbure  au  point  M. 
Prenons  sur  la  courbe  un  point  Mi  infiniment  voisin 
de  M,  et  sur  la  projection  le  point  correspondant  m,; 
menons  les  tangentes  en  ces  points,  lesquelles  se  coupe- 
ront en  un  point  ft.  de  la  courbe  considérée.  La  disuiice 
Mi^i  du  point  Ml  au  plan  osculateur  en  M  est  du  trai- 
sième  ordre  en  fonction  de  M Mi  =^  s,  on  peut  donc  la 
représenter  par  /ni',  m  étant  une  constante,  et  alors' 
Tangle  MfAmi  est  égal  à  Zms*.  Cela  étant, 

car  miT  est  la  moitié  de  Mmi  oi|  de  /,  par  conséquent 

Abaissons  maintenant  [iit  en  mip,  toutes  les  deux  per- 
pendiculaires sur  MT  :  nous  trouverons  aisément 

fw  c=  ^  «,/j ,      Mw  =  -  M />  H-  ^ .  -  M/?  =  j  M/?. 

De  là  on  conclut  d'abord  que  uir  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  à  Mr,  et  par  conséquent  cpie  MT  est  la 
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tangente  en  M  à  la  courbe  lieu  des  points  fx;  puis  on  a 


-1 


yiic         3    fiiip 

ce  qui  prouve  que  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  courbe 

lieu  des  points  [i  est  les  ^  du  rayon  de  courbure  de  la 

courbe  lieu  des  points  rrii  ou  de  la  courbe  proposée. 

c.   Q.   F.  n. 


DfilONSTRATIOSi  GÉOMÉTRIQUE 

le  ien  thésrèiies  reUtifs  à  la  mht$  d'égale  peite  cirmscrite 
à  une  coniqoe  ; 

Pau  m.  CREMONâ. 


Extrait  d'une  Lettre  à  M.  de  la  Gournerie. 


Bolo£;ae,  19  mai  i865. 
Monsieur, 

Dans  votre  excellent  Traité  de  Géométrie  descriptive , 
vous  démontrez  analytiquement  deux  beaux  tbéorëmes 
relatifs  aux  coniques  doubles  de  la  surface  d'égale  pente 
dont  la  directrice  est  une  conique.  Un  passage  de  voire 
Lettre  à  M.  Lioimlle  (*),  en  faisant  allusion  à  ces  théo- 


(*)  Jowrnal  de  Mathématiques,  décembre  1864. 

On  sait  que  la  surface  d'égale  pente  circonscrite  à  une  conique  a  trois 
lignes  doubles  qui  sont  des  coniques.  L*une  d'elles  est  la  directrice;  I4 
détermination  graphique  des  deux  autres  présentait  quelque  difficulté. 

Le  passage  de  ma  Lettre  à  M.  Liouville,  que  rappelle  M.  Gremona,  est  le 
•vivant  : 

«   ...  Je  troove  que  les  projections  horisontales  des  deux  lignes  dou- 
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rèmes,  m'a  engage  k  en  lecherchcr  la  démonstration  géo- 
métrique. C*est  cette  démonstration  que  je  vous  demande 
la  permission  de  vous  communiquer. 

On  donne  deux  coniques  (A),  (D)  dans  deux  plsns  Â, 
D:  soient  c2,  a  lespôl^s  de  la  droite  AD  par  rapport  aux 
coniques  (A)^  (D)  respectivement.  Les  plans  tangents 
communs  à  ces  coniques  enveloppent  une  développable 
qui  a  deux  coniques  doubles  autres  que  (A),  (D).  Les 
plans  des  quatre  coniques  forment  un  tétraèdre  conjugué 
commun  à  tQuies  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  * 

dans  la  développable.  Il  s'ensuit  que  si  Ton  détermine 
sur  la  droite  AD  les  points  i,  c  conjugués  entre  eux  par 
rapport  aux  deux  coniques  (A),  (D),  les  plans  adc^  adb 
contiendront  les  deux  autres  coniques  doubles  que  nous 
nommerons  (B),  (C). 

Imaginons  maintenant  dans  le  plan  D  une  autre  co- 
nique K  ayant  un  double  contact  avec  la  conique  (D); 
soient  e,  /* les  points  de  contact;  g  le  point  de  concours 
des  tangentes  communes-,  soient  a\  b\  c'ies  points  où  la 
corde  de  contact  ef  est  rencontrée  par  les  côtés  ic,  ca, 
ab  du  triangle  abc^  conjugué  à  (D).  On  sait  que  lorsque 
deux  coniques  ont  un  contact  double,  les  polaires  d'un 
même  point  quelconque  concourent  sur  la  corde  de  con- 
tact; donc  a  et  a^,  b  et  b\  c  et  c'  sont  des  couples  de 
points  conjugués  entre  eux,  non-seulement  par  rapporta 
la  conique  (D),  mais  aussi  par  rapport  à  la  conique  K. 

Concevons  qu^on  mène  par  ge  (et  de  même  par  gj)  \ 


blés  cherchées  et  de  la  directrice  sont  des  coniques  homofocales,  et  que 
l'intersection  des  plans  de  deux  d^entre  elles  est  perpendiculaire  au  plan 
de  la  troisième.  Il  y  a  probablement  quelque  moyen  facile  de  démontrer 
ces  théorèmes  par  la  Géométrie.  « 

Je  suis  heureux  d'avoir,  par  cette  phrase,  provoqué  les  recherchée  d*aa 
géomètre  aussi  distingué  qve  M.  Cremona.  J.  de  la  G. 
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deux  plans  tangents  à  la  conique  (A)  ;  ces  plans  touchent 
la  conique  (D),  donc  ils  sont  tangents  aussi  aux  coni- 
ques (B),  (C)  ;  c'est-â-dire  que  ge^  g f  sont  les  intersec- 
tions de  deux  couples  de  plans  tangents  communs  aux  co^ 
niques  (Â),  (B),  (C).  Ces  plans  couperont  un  plan  mené 
arbitrairement  par  ef  suivant  quatre  droites  (dont  deux 
se  coupent  en  e,  et  les  deux  autres  en  f)j  et  ces  quatre 
droites  seront  tangentes  aux  sections  des  cônes  gr(A), 
§(8),  g'(C)par  ce  plan.  C'est-à-dire  que  si  l'on  fait  la 
perspective  des  coniques  (A),  (B),  (C)  sur  un  plan  pas- 
sant par  ef,  Tœil  étant  eu  g,  on  aura  trois  coniques 
inscrites  dans  un  même  quadrilatère  dont  deux  sommets 
sont  les  points  eel  f. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  D  soit  à  une  distance 
infinie,  et  considérons  la  conique  (D)  comme  la  section 
à  Tinfini  d*un  cône  (D)  de  sommet  d',  alors  d  sera  le 
centre  commun  des  coniques  (  A),  (B),  (C)  *,  et  les  droites 
(dbj  de),  {de,  tla),  {da,  db)  seront  des  couples  de  dia-^ 
mètres  conjugués  des  coniques  (A),  (B),  (C)  respective- 
ment. D'où  il  suit  qu'étant  donnés  la  conique  (A)  et  le 
cône  (D),  la  droite  da  sera  la  conjuguée  au  plan  A  par 
rapport  au  cône,  et  les  droites  db,  de  seront  conjuguées 
entre  elles  par  rapport  au  cône  et  par  rapport  à  la  co- 
nique (A),  c'est-à-dire  qu'elles  seront  les  droites  qui  di- 
visent harmopiquement  l'angle  des  asymptotes  de  (A)  et 
l'angle  des  génératrices  du  cône  (D)  comprises  dans  le 
plan  A.  Par  conséquent,  si  (A)  est  une  ellipse,  les  droites 
M,  de  seront  toujours  réelles  ',  mais  si  (A)  est  une  hyper- 
bole, elles  peuvent  être  imaginaires. 

Si  des  points  où  la  conique  (A)  coupe  le  plan  D  on 
mène  les  tangentes  à  la  conique  (D),  ces  quatre  tan- 
gentes sont  des  génératrices  de  la  développable  et  se  ren- 
contrent en  quatre  points  qui,  étant  des  points  doubles  de 
la  développable^  appartiennent  aux  deux  coniques  (B), 
Amm.  de  Haihémut,,  a*  série,  t.  IV.  (Juin  i865.)  i8 
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(C).  Si  (A)  est  une  ellipae,  ces  quatre  tangentes  aoDt  imk- 
ginaires,  mais  donnent  deux  intersections  réelles:  donc 
l'une  des  coniques  (B),  (  C)  sera  une  hyperbole,  et  Tantre 
une  ellipse. 

Supposons  que  laconique  K  soit  le  cercle  imaginais 
à  Tinfini  (section  d'une  sphère  arbitraire  par  le  plan  i 
riufinl)  ;  le  cône  (D),  dont  la  section  a  Tinfini  a  un  con* 
tact  double  avec  K,  devient  un  cône  de  révolution,  dont 
Taxe  est  dg.  Que  cet  axe  soit  vertical*,  lei  plans  menés 
par  cf  seront  horizontaux.  Dans  ces  hypothèses  la  déve* 
loppable  sera  une  surface  d'cgalo  pente. 

Les  points  a  et  a'  étant  conjugués  par  rapport  à  K,  il 
s^ensuit  que  les  droites  da^  da'  sont  perpendiculaires; 
c'est-à-dire  que  les  coniques  doubles  (A),  (6),  (C)  ont 
cette  propriété,  que  Vintersection  des  plans  de  deux 
d^ entre  elles  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale 
du  plan  de  Id  troisième.  C'est  l'un  de  vos  théorèmes, 
autrement,  les  trois  plans  A,  B,  C  et  uu  plan  horizontal 
juelconque  forment  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  oppo- 
sées sont  orthogonales. 

Les  perspectives  des  coniques  (A),  (B),  (C)  sur  un 
plan  passant  par  e/,  avec  l'œil  en  g^  deviennent  des  pro* 
jections  orthogonales  sur  un  plan  horizontal.  Or  ces  pro- 
jections sont  inscrites  dans  un  même  quadrilatère  (ima- 
ginaire) ayant  deux  sommets  aux  points  circulaires  a 
Tinfini,  e,  f^  donc  elles  sont  des  coniques  homofo* 
cales.  C'est  l'autre  de  vos  théorèmes. 

J'ajoute  que  l'étude  analytique  de  ces  développables 
devient  très-simple  lorsqu^on  fait  usage  des  coordonnées 
planaires  en  rapportant  les  points  de  l'espace  au  tétraèdre 
formé  par  les  plans  des  coniques  doubles,  comme  té- 
traèdre fondamental,  ainsi  que  je  l'ai  fait  dans  une  autre 
occasion  [Annali  di Matenuitica,  t.  U,  p.  65).  Il  est' 
bien  entendu  que  celle  méthode  ne  peut  être  employée 
que  dans  le  cas  où  le  tétraèdre  est  réel. 
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Vç^s  poiiye^,  Mopsiçur  Qt.  fllier  çpUègae,  faire  çle  cieiuc 
çommunicaliop  T^sage  qqei  ypu§  Youdfez;  par  exemple, 
Ypus  pouvez  la  transmettre  è^  M*  Proi^ihet  pour  les  iVo(4- 
f^//ej  ji anales  «... 


THlôRtMES; 

Par  m.  pigeon, 
Élève  de  l'École  Polytechnique^ 


I.  Si,  dans  une  hyperbole  équilatère,  on  déplace  d*une 
façon  arbitraire  un  angle  donné,  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  cordes  déterminées  par  la  courbe  sur  les  côtés 
de  cet  angle  est  vue  du  centre  sous  un  angle  constant. 

n.  Si  les  côtés  d'un  apgle  mobile  glissent  sur  les 
sommets  opposés  d'un  rectangle,  fixe  ou  mobile,  circon- 
scrit à  une  ellipse,  les  droites  qui  joignent  les  pôles  de^ 
côtés  de  cet  angle  respectivement  aux  sommets  sur  les- 
quels ils  glissent  font  un  angle  constant. 

Si  le  rectangle  circouscri^  est  fixe  et  a  ses  sommets  sur 
]e^  9xes  de  Fellipse,  on  peut,  au  lieu  de  dei;x  son)inets 
opposés,  preQdrc  deux  sommets  consécutifs. 

m.  Deux  eoniques  étant  situées  dans  un  même  plan, 
îl  existe  deux  points  tels,  que  si  une  transversale  mobile 
pivote  autour  de  Tun  dVux  A,  la  droite  qui  joint  les  pôles 
de  cette  transversale  par  rapport  aux  deux  toniques  est 
vue  du  point  considéré  A  sous  un  angle  constant. 

Les  deux  points  en  question  ne  changent  pas  quand  les 
coniques  pivotent  autour  de  leurs  centres. 

IV.  Si  dans  une  surface  réglée  ei  fermée,  à  génératrice 
réelle  ou  imaginaire,  on  mène  quatre  plans  parallèles  et 

i8. 
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ëquidîstants,  la  diflérencc  des  aires  des  sections  moyennes 
est  constamment  égale  au  tiers  de  la  différence  des  aires 
des  sections  extrêmes,  quelles  que  soient  Torientation  et 
la  distance  des  plans  sécants. 

Y.  Si  dans  une  surface  réglée  et  fermée,  à  génératrice 
réelle  ou  imaginaire,  on  mène  cinq  plans  parallèles  et 
équidistants,  on  obtient  ainsi  quatre  segments  consécu- 
tifs tels,  que  la  différence  des  segments  moyens  est  con- 
stamment égale  au  tiers  de  la  différence  des  segments 
extrêmes. 

YI.  Si  de  m  points  donnés  arbitrairement  dans  l'espace 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  tous  les  côtés  d'un  po- 
lygone régulier,  la  somme  des  carrés  de  ces  perpendicu- 
laires reste  constante  :  i*'  quand  le  polygone  pivote  au-  - 
tour  de  son  centre  dans  le  cercle  où  il  est  inscrit; 
a^  quand  le  système  des  m  points  tourne  autour  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  son  centre  de  gravité  sur  le 
plan  du  polygone. 

Dans  ces  conditions^  la  moyenne  de  ces  carrés  est  en 
outre  indépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone. 

YII.  Si  de  m  points  donnés  arbitrairement  dans 
Tespace  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  tous  les 
côtés  d'un  polygone  régulier,  et  qu'on  projette  ces  per- 
pendiculaires sur  une  droite  arbitraire  fixe,  la  somme  de 
ces  projections  reste  constante  :  i^  quand  le  polygone 
pivote  autour  de  son  centre  dans  le  cercle  où  il  est 
inscrit;  2°  quel  que  soit  le  rayon  de  ce  cercle;  3**  de 
quelque  façon  que  se  déforme  le  système  des  m  points, 
pourvu  que  son  centre  de  gravité  reste  fixe. 

Dans  ces  conditions,  la  moyenne  arithmétique  des 
projections  est  en  outre  indépendante  et«du  nombre  des 
côtés  du  polygone  et  du  nombre  des  points  d'où  l'on 
abaisse  les  perpendiculaires. 
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VIII.  Dans  uu  polygone  régulier  de  m  côtés,  la  somme 
des  carrés  de  toules  les  droites,  côtés  et  diagonales,  qu'on 
peut  mener  entre  deux  sommets,  est  égale  à  m'R*, 
R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Si  Ton  projette  le  polygone  sur  un  plan,  cette  somme 

devient  m* >  a  et  J  étant  les  axes  de  l'ellipse  pro- 
jection du  cercle  circonscrit. 

IX.  Un  prisme  régulier  indéfini  tourne  autour  de  son 
axe.  Deux  plans  fixes  arbitraires  le  coupent  et  y  déter- 
minent à  chaque  instant  un  tronc  de  prisme  variable. 

Toute  fonction  symétrîqiib  rationnelle  et  entière  des 
arêtes  latérales  d,e  ce  tronc  de  prisme  est  constante, 
pourvu  que  le  degré  de  cette  fonction  soit  inférieur  au 
nombre  des  arêtes. 


REMARQUES 

w  les  cMiptsitiois  Je  TrigoioBélrie  et  de  Nathéaatiqies  Taites  ea  1864 
povr  radnissioi  i  TEcole  Poljteebiiqie. 


Composition  de  Trigonométrie. 

Cette  épreuve  a  pour  but  de  s'assurer  que  les  candidats 
sont  capables  de  se  servir  des  Tables  de  logarithmes  et  de 
conduire  à  bien  un  calcul  de  quelque  étendue.  La  néces- 
sité du  calcul  numérique  n'a  pas  besoin  d'être  démontrée, 
puisque  c'est  à  cela  que  reviennent  la  plupart  des  appli- 
cations. Il  importe  donc  que  les  jeunes  gens  contractent 
de  bonne  heure  l'habitude  d'opérer  sur  les  nombres  et  de 
le  faire  avec  ordre  et  méthode.  D'ailleurs,  et  cette  raison 
ne  sera  pas  celle  qui  touchera  le  moins  les  candidats,  le 
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(roëfficiéht  attaché  à  ta  composition  trigonométriqne,  sans 
ètté  ttès-consîdérable,  ne  laisse  pas  d'avoîr  uhe  certaine 
influence  sur  le  classement,  et  par  conséquent  peut  de- 
«cider  de  Tadmission  ou  de  la  non-admissiou  de  tent  qnl 
arrivent  k  la  fin  de  la  li^te. 

La  composition  de  1864  a  été  généralement  assesbieh 
faite  :  la  moyenne  était  i4947-  Pltts  de  quarante  candidats 
ont  obtenu  la  note  19  ou  la  note  20.  La  plupart  deà 
fautes  commises  ont  été  faîtes  dans  le  calcul  de 

A-4-B 


L'erreur  s'apercevrait  toujours  et  pourrait  se  corriger 
avant  de  passer  à  d^autres  calculs,  si  Ton  faisait  la  vérifi- 
cation 

A-hBH-C  =  i8o». 

Quelques  élèves  ont  donné  plus  qu'où  ne  leur  demandait, 
par  exemple  la  surface  du  triangle,  le  rayon  du  cercle 
circonscrit.  C'est  un  tort,  le  correcteur  ne  tenant  aucun 
compte  de  ces  caictils  supplémentaires.  Si  Ton  à  du  temps 
à  la  fin  de  la  Séance,  il  vaut  beaucoup  mienx  l'employer 
à  vérifier  les  résultats  obtenus. 

Composition  vJe  Mathématiques», 
La  question  à  résoudre  était  la  suivante  { 
On  donne  le  cercle  représenté  par  Inéquation 

et  la  parabole  représentée  par  Véquation 

bù  a  et  {3  sont  des  paramètres  pôiitifi  quelconque^. 
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On  propose  de  déterminer  :  i^  le  nombre  des  points 
réels  communs  aux  deux  courbes  pour  les  différentes 
*ualeurs  deaetde^^ià^  les  coordonnées  des  quatre  points 
communs  longue 

lorsque 

«  =  I     avec    p  >  o , 
iorsiiue 

P  =  V^(a'-l)(4a«-i). 

La  mëtbode  U  plus  simple  pour  résoudre  celle  ques- 
tion consisle  à  rapporter  la  parabole  à  son  axe.  Oa  esi 
ainsi  ramené  i  déterminer  rintersection  de  deux  courbes 
ayant  un  axe  commun  et  la  recherche  des  points  încona  as 
n  offre  pins  aucune  difficulté. 

On  pouvait  encore  employer  la  méthode  dite  deTéqua- 
lion  en  X,  et  c'est  &  elle  qu'a  eu  recours  la  majorité  des 
candidats.  L'équation  en  X  est  du  troisième  degré,  l'une 
des  racines  est  —  («"-hjâ')  et  les  deux  autres  s'obtien- 
nent par  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré. 
Le  calcul  peut  donc  être  poussé  jusqu'au  bout. 

Toute  la  difficulté  consistait  dans  la  discussion  des 
résultats;  généralement  cette  partie  de  la  composition  a 
été  manqiiée.  La  plupart  des  élèves  se  sont  bornés  à  dire 
ce  qui  arriverait  si  les  racines  de  Téquation  étaient  réelles 
et  inégales,  égales,  imaginaires,  mais  n'ont  point  dit  pour 
«piellea  relations  entre  a  et  |3  ces  circonstances  devaient 
ae  présenter,  La  meilleure  note  a  été  17  et  trois  ou  quatre 
copiesaeulement  l'ont  méritée  :  la  moyenne  générale  s'éle- 
mitde  ^{uelques  dixièmes  au-dessus  de  dix. 

La  discussion  dépendant  de  deux  indéterminées  a  et  ^, 
il  était  naturel  de  les  considérer  comme  les  coordonnées 
d'un  point  du  plan.  Les  solutions  multiples  correspon- 
dent &  la  position  de  ce  point  sur  certaines  courbes  faciles 
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à  tracer.  Ces  courbes  partagent  le  plan  en  diverses  ré* 
gions,  qui  correspondent  â  o,  à  2,  à  4  solutions  distinctes. 
On  a  déjà  signalé  dans  les  comptes  rendus  des  compo- 
sitions de  1862  et  de  i863  le  peu  d'habileté  des  élèves  à 
discuter  les  problèmes.  Il  y  a  là  une  situation  fâcheuse  à 
laquelle  il  importe  de  remédier  et  nous  la  signalons  aux 
professeurs.  Un  problème  qui  n'est  pas  discuté  n'est  pas 
un  problème  résolu  :  c'est  comme  un  dessin  aux  contours 
indécis  où  Tceil  ne  distingue  que  des  formes  vagues.  II  y 
a  des  méthodes  rapides,  précieuses  à  quelques  égards,  où 
l'infini  est  traité  comme  le  fini,  l'imaginaire  comme  le 
réel.  La  facilité  qu'elles  offrent  dans  certaines  questions 
trompe  les  élèves.  Ils  s'imaginent  que  les  formules  n'ont 
plus  d'exception,  qu'il  n'y  a  plus  de  cas  particuliers  à 
distinguer,  par  suite  plus  de  discussion.  C'est  une  erreur. 
Les  exceptions^  les  cas  particuliers  n'existent  pas  moins, 
mais  leur  diversité  est  cachée  sous  l'uniformité  d'un  lan- 
gage conventionnel.  Il  faut  les  dégager.  Après  avoir  re- 
gardé de  haut,  il  faut  regarder  de  près. 


QUESTIONS  D'EXAMEN  (1864). 


NOTE   DU    RÉOAGTEtIR. 

Nous  croyons  être  agréable  aux  candidats  en  leur  com- 
muniquant quelques  questions  choisies  dont  nous  devons 
la  connaissance  à  l'obligeance  de  quelques  élèves  et  à  une 
publication  spéciale.  Ceux  qui  désirent  de  plus  amples 
détails  peuvent  consulter  le  Bulletin  des  examens  de 
V École  Polytechnique^  publié  par  M.  Lonchampt,  chef 
d'institution  ^  38  pages  lithographiées,  prix  38  francs  (*). 

(*)  Librairie  Béchet,  rue  de  U  Sorboone. 
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Nous  ne  prétendons  pas  donner  ici  une  idée  exacte  des 
examens.  En  général^  les  examinateurs  ne  posent  pas  de 
problèmes.  La  plupart  des  queslious  qu'on  va  lire  sont 
incidentes  et  amenées  par  une  question  principale  cm* 
pruntée  au  programme. 

Nous  appelons  l'attention  des  élèves  sur  la  partie  élé- 
mentaire» dont  la  simplicité  apparente  pourrait  les 
tromper.  L'année  dernière,  beaucoup  de  candidats  fort 
habiles  dans  Part  des  transformations  algébriques,  et  qui 
couvrent  sans  broncher  tout  un  tableau  de  calculs,  n'ont 
pas  su  se  tirer  de  la  démonstration  de  petits  théorèmes  dé 
Géométrie  élémentaire.  L'art  de  démontrer  est  plus  diffi- 
cile en  Gréométrie  qu'en  Algèbre. En  dire  les  raisons  nous 
mènerait  trop  loin  ;  mais  c'est  un  fait,  et  nous  avertissons 
les  candidats  du  péril  auquel  ils  s'exposent  en  négligeant 
une  partie  qui  demande  un  long  exercice. 

arithmétique. 

1.  Fractions  décimales  périodiques. 

2.  Un  nombre  premier  avec  plusieurs  autres  est  pre- 
mier avec  leur  produit. 

3.  Racine  cubique*  Le  premier  chiffre  s'obtient  sans 
tâtonnement.  Limite  des  essais  à  faire  pour  déterminer 
les  autres  chiffres* 

4.  Connaissant  plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier,  trouver  les  autres  chif- 
fres de  cette  racine  par  une  division. 

5.  Erreur  d'un  produit,  d'un  quotient.  Le  nombre 
35,847  ^^  approché  par  excès  à près,  et  4»36  ap- 
proché par  défaut  à près  :  de  quelle  manière  et  avec 
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qadle  approximâlion  obtiendfA-C-on  le  quodent  du  pre- 
mier nombre  par  le  second? 

6.  Multiplication  abrégée,  division  abrégée. 

7.  Caractères  de  divisibilité  d'un  nombre  par  ta,  par 
1 5,  par  7,  par  17. 

8.  Condition  pour  qu'une  fraction  soit  un  carré  par- 
fait. 

0.  Avec  quelle  approximation  faut-il  calculer  ^pour 

avoir  v^A  à  une  approximation  donnée. 

10.  Extraire  la  racine  carrée  de  t  ^  *— r  près. 

b      10"  ^ 

1 1 .  Calculer  ^a-h^b  à  une  approximation  donnée. 

Géométrie, 

12.  Volume  du  segment  sphérique. 

13.  Plus  courte  distance  de  deux  points  sur  la  surface 
de  la  sphère. 

14.  Les  symétriques  d'un  polyèdre  par  rapport  à  deux 
plans  de  symétrie  différents  sont  égaux. 

15.  Construire  un  triangle  sphérique  dans  lequel  on 
immt  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  Tun  deux.  —  Pro- 
Uème  aaalogM  pour  le  trièdre. 

16.  Volume  compris  entre  un  triangle  sphérique  elles 
faces  du  tri èdi^ecori^spozidant  ayant  son  sommet  au  centre 
de  la  sphère. 

17.  Peut-on  formerim  triangle  sphérique  dont  les  trois 
angles  soient  égaux  à  61  degrés? 

18.  Ëunt  donné  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit 
dans  un  cercle,  trouver  le  côté  du  polygone  semblable  cir- 
conscrit au  même  cercle.  —  Question  inverse. 

19.  Étant  donnée  une  sphère,  trouver  son  rayon. 
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9X).  Si  dtttx  triaiii^s  è^ériqueè  otit  d«ttlt  e6té$  tes- 
pectÎTement  égaux,  comprenant  des  angles  inégaux,  au 
plus  grand  de  ces  deux  angles  sera  opposé  le  plus  grand 
côié. 

21 .  Combien  peut-on  inscrire  de  décagones  réguliers 
étoiles  ? 

2â.  Dans  la  théorie  des  polyèdres  symétriques,  que  si- 
gnifie l'expriesfeion  t  ^  dispositioti  des  faces  en  ordre  in- 
verse »? 

23.  Mesure  de  l'angle  dièdre.  Pourquoi  Toti  emploie 
un  angle  plan  dont  les  côtés  sont  perpeadiculairei  à 
larète. 

24.  Une  droite  qui  fait  des  angles  égaux  avec  trois 
droites  situées  dans  un  plan  est  perpendiculaire  à  ce 
plan. 

25  et  26.  Construire  un  triangle  spliérique  rectangle, 
connaissant  Fhypoténusct  et  un  côté  de  Tangle  droit;  — 
connaissant  un  tcôté  de  fàtigk  éroit  et  l'angle  déposé.  — 
Discussion. 

27.  Dans  un  triangle  sphérique  qui  a' un  angle  droit, 
les  autres  angles  sont-ils  nécessairement  aigus  ? 

28.  Volume  engendi^  par  un  triangle  tournant  autour 
d'un  axe  situé  dans  sou  plan. 

jilgèbre. 

89.  Vtï  pol;^ôttie  élùûet  étï  x  est  ntiè  fbnctiûtt  continue 
dex. 

80.  Démontrer  la  formule 
M.  Ssth&îfe  &  rinégaliié 
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3S.  Nombre  des  termes  du  dëTeloppement  de 

33.  Résoudre  l'équation  x*^ —  i  =  o,  en  la  ramenant  a 
d'autres  plus  simples. 

34*.  Coefficient  de  a^  dans  les  développements  suivants  : 

35.  Nombre  des  diviseurs  du  second  degré  d'un  poly- 
nôme du  m**"*  degré. 

36.  Résoudre  Téquation  x*-i-  ax*  -f-  Ajc  4-  c  =  o- 

37.  Décomposer  en  fraction  simple 

(a:» -H  or  4-1)^*      («-H  i)>(«»-f- i)»' 

38.  Méthode  de  Newton.  Dans  quel  cas  s'applique- 
t-elle  à  la  limite  inférieure,  à  la  limite  supérieure  PPeuir 
elle  s'appliquer  indistinctement  aux  deux  limiles  ? 

39.  Formation  du  triangle  arithmétique  de  Pascal. 

40.  Dérivée  de  a?*^*'. 

41.  Dérivée  de  arcsinx.  Pourquoi  obtient-on  deux 
valeurs  ? 

Trigonométrie. 

42.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  angles  et  la 
surface. 

43.  Exprimer  tang  Sx  en  fonction  de  sinx;  résolution 
trigonométrique  de  Téquation  du  troisième  degré. 

44.  Vérification  des  Tables  par  le  calcul  des  sinus  et 
des  cosinus  des  arcs  de  9  degrés  en  9  degrés. 

46.  Les  quantités  sin  x  H — 9  sinx tendent-elles 

vers  une  limite  quand  x  croit  indéfiniment?  —  Leur  rap- 
port tend-il  vers  une  limite. 
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46«.  Résoudre  un  triangle  rectiligne,  connaissant  deux 
côtés  et  l'augle  compris.  Calcul  direct  du  troisième  côté. 

47.  Etant  donné  tang  a,  calculer  cos  -^  a  • 

48.  Trouver  tang  ma  en  fonction  de  tang  a. 
49. 

sÎD  ( x  -f-  ^) .  sîn  (a:  — ^)  =  (sinar  -h  «iny  )  (sin  jc  —  sin  j). 

Géométrie  descriptwe. 

50.  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  dont 
Taxe  est  vertical,  par  un  cylindre  droit  dont  la  base  est 
dans  le  plan  liorizontal. 

51 .  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution 
et  parallèle  à  un  plan  donné. 

»  52.  Intersection  d'un  hyperboloïde  et  d'un  cône,  tous 
deux  de  révolution  et  dont  les  axes  se  rencontrent. 

Géométrie  analytique, 

53.  'Conditions  pour  que  T équation  générale  du 
deuxième  degré  représente  un  cylindre  parabolique. 

54.  Discuter  les  courbes 

55.  Diamètres  conjugués  égaux  de  Tellipse.  Angle  de 
ces  diamètres. 

56.  Discuter  la  courbe 

(a*  -h  3/)»  =  (4*  H- 1)*"*-  4- 

57.  Lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  à  trois 
spbères  des  tangentes  proportionnelles  aux  rayons  de  ces 
sphères. 

(La  suite  proehainemeiU,  ) 
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IlllETIN. 

(Tons  les  ourrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Qmutkiêr^fUlaptf  quai  des  Augastins,  55.) 


XIV. 


NicoLAÏDÈs  (Nicolas),  flOtts-lieiitenant  de  Farinée  hellé- 
nique. — -  Thèses  présentées  à  la  Faculic  des  Sciences 
de  Paris,  (i^  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces; a**  Théorie  de  la  déformation  des  surfaces  réglées 
déduite  du  mouvement  d'un  système  invariable.)  In-4 
de  80  pages.  Paris,  Gauthier*Viilars,  1864. 

Dans  la  première  thèse  (  p.  3  à  4^),  l'auteur  expose  les  princi- 
paux théorèmes  sur  les  surfaces  et  il  en  fait  d'intéressiintes  appK- 
^rations.  Une  formule  nouvelle  et  remarquable  par  ses  consè- 
queuces  (p.  25)  lie  les  courbures  principales  et  leurs  variations 
pour  tout  déplacement  infiniment  petit  effectué  sur  une  surface. 

La  seconde  thèse  rattache  la  théorie  de  la  cjéfomi^tion  des 
surface^  réglée^  au3^  propriétés  4e  Taiie  instantané  4ans  les  sj$t 
tèmes  invariables,  point  de  vue  nouveau  dopt  l'auteur  tire  un 
^rand  parti. 

XV. 

Caqué  (J.)»  agrégé,  professeur  «u  collège  Rollip,  — 
Thèses  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
(1^  Méthode  nouvelle  pour  Tintégration  des  équations 
différentiel  les  linéaires  ne  contenant  qu^une  variable 
indépendante;  ;2^  Propositions  de  mécanique  données 
parla  Facwli^-) 

De  même  que  peur  déoovivrir  les  propriétés  d'une  ceurbeoa 
cherche  les  propriétés  communes  à  des  polygones  qui  tendfBt 
^  se  confiwidra  av«6  elle;  de  mène,  pour  découvrir  les  propriétés 
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d'une  équation  différentielle,  on  peut  choûûr  une  équation  aux 
différences  finie»  se  confondant  avec  la  proposée,  lorsqu^on  an^ 
nule  les  différences  des  variables  indépendantes,  puis  chercher 
les  propriétés  d^  cette  équation  qui  sont  indépendantes  des 
grandeurs  de  ces  différences.  Ces  considérations  ont  conduit 
M.  Caqué  à  une  méthode  nouvelle  dont  il  expose  tous  les  détails 
dans  les  trois  premiers  chapitres.  Dans  le  quatrième,  il  applique 
la  méthode  aux  équations  linéaires  du  premier  ordre  et  aux 
équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

L'idée  sur  laquelle  repose  le  travail  de  M.  Caqué  est  juste  et 
doit  être  féconde;  mais  sa  thèse  aurait  gagné  en  intérêt  s'il 
l'avait  appliquée  à  des  équations  non  encore  traitées  prr  les  ana« 
lystes.  Il  y  a  longtemps  que  Ton  sait  intégrer  les  équations 
linéaires  du  premier  ordre  et  les  équations  linéaires  à  coeHlcients 
constants.  Il  nous  parait  difficile  d*ajouter  aux  méthodes  em<- 
ployées  pour  cet  objet,  où  ne  se  trouvent  d'autres  difficultés  que 
celles  qui  sont  inhérentes  à  la  résolution  des  équations  algébri- 
ques. Les  méthodes  nouvelles  doivent  fournir  des  résultats  non* 
veaux.  C'est  là  leur  pierre  de  touche. 

XVI. 

LAumBMT  (Hermaon).  —  Thèse  d'analyse  sur  la  centî- 
nui'ié  des  fonctions  imaginaires  et  des  séries  en  parti- 
culier, In-4cle  i6  pages.  Mete,  i865. 

L^auteur  représente  une  fonction  monogène  et  monodrome 
par  une  surface  construite  en  élevant  par  chaque  point  (x,  jr) 
d'un  plan  une  perpendiculaire  z  égale  au  module  de  la  fonction. 
Il  étudie  ensuite  les  propriétés  de  deux  sortes  de  courbes  situées 
sur  cette  surface,  savoir  :  les  courbes  d'égal  module  (ou  courbes 
de  niveau)  et  les  courbes  d  égal  argument.  Voici  quelques  ré- 
sultats : 

Les  courbes  d'égal  module  correspondant  à  des  valeurs  itififii* 
meni  petites  ou  infiniment  grandes  dm  module  de  la  fonction  sont 
des  cercles,  —  La  lemniscate  est  la  courbe  d'égal  module  des 
fonctions  entières  du  second  degré.  —  Les  courbes  d^égal  argu^ 
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ment  de  la/onction  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
d 'égal  module.  —  Les  courbes  d'égal  argument  passent  par  les 
zéros  et  les  infinis  def[z  ).  —  Les  courbes  d'égal  module  des  fonc- 
tions entières  sont  les  lieux  des  points  pour  lesquels  le  produit  de 
leurs  distances  à  des  points  fixes  est  constant.  —  Un  point  ne 
peut  passer  d'un  zéro  (point  racine)  défiez)  à  un  autre  zéro 
sans  rencontrer  en  chemin  une  courbe  d'égal  module,  le  long  de 
laquelle /'  [z)  passe  par  zéro. 

Ce  dernier  théorème,  donné  comme  une  généralisation  du 
théorème  de  Rotle,  nous  paraît  incomplet  dans  son  énoncé  et 
manquer  de  précision.  Pour  rencontrer  le  point  racine  de  la  dé- 
rivée et  non  pas  seulement  une  courbe  sur  laquelle  se  trouve  ce 
point,  il  fallait  aller  du  premier  zéro  au  second,  en  suivant  la 
projection  d*une  courbe  dont  l'argument  est  constamment  nul. 
On  a  ainsi,  en  d'autres  termes,  le  théorème  donné  par  M.'  Liou- 
ville  dans  son  journal  (livraison  de  février  1864»  P*  84  à  88). 

En  résumé,  la  thèse  de  M.  Laurent  ofTre  beaucoup  dMnlérét, 
et  la  Faculté  de  Nancy,  en  lui  décernant  le  titre  de  Docteur  es 
Sciences,  a  récompensé  un  excellent  travail. 

xvn. 

DuRRÂffOE  (H.),  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  de  Nimes.  —  Thèses  présentées  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris,  (i^  Propriétés  géométriques  de 
la  surface  des  ondes  ;  a^  Détermination  des  coefficients 
des  termes  périodiques  de  la  fonction  perturbatrice.) 
In-4  ^6  88  pages.  Moulins,  i864. 

La  première  thèse  est  une  monographie  fort  bien  faite  sur  une 
surface  un  peu  plus  générale  que  la  surface  des  ondes,  et  que 
notre  savant  collaborateur  avait  déjà  étudiée  dans  les  Noupelles 
Annales. — La  seconde  thèse  développe  les  méthodes  de  M.  Liou- 
ville  et  de  Gauchy.  L'auteur  indique  ce  qu'il  doit  à  M.  Houel, 
dont  il  a  suivi  le  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 

p. 
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SU  ONB  CLASSE  OIqUATIONS  RfiSOLIiES  PAR  HIIVRB 
KT  LEURS  DÊRIVfiBS 

(TOlrpagetM); 

Par  m.   s.   REALIS. 


4.  Passons  maintenant  aux  équations  de  degré  pair,  et 
posons 

n 

où  le  dernier  terme  sera 

Il  n 

—  2/>'^  -4-  7      OU      -f-  ip^  -h  q , 

selon  que  -  sera  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair. 
Les  n  racines  de  Féquation 

seront  encore  données  par  la  formule  (3)  (p.  2i3)  en  y 
mettant  pour  a  une  racine  absolue  quelconque  de 

a"—  I  =  o, 

et  faisant  ensuite,  successivement,  it  =  i ,  a,  3, . . . ,  /i. 

Remarquons  avant  tout  que  puisque  a,  étant  racine 
absolue,  ne  satisfait  pas  à  l'équation 
n 

2  ^ 

a   —  I  =  O, 
elle  satisfera  à  Téquation 

a«— I 

— =  o; 


a*—  I 
4JIII.  de  Uathémat.,  a«  lérie,  t.  IV.  (Juillet  i865.  )  19 
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)       . 

par  ou  Ton  voit  que 

l'on  aura 

n 

n 

«^-M 

==«'" 

'  +  «^'  = 

«^        -f.a-»  =  . 

=  a'  + 

n 
4-«^       =0, 

et,  par  suite, 

/ 

x^^x 

»=*«_ 

-l-*i.-.= 

=  *„       4-««-,= 

à 

" 

-I 

— a 

2 

=  «.  +  *-       = 
5+« 

Les  racines  x  sont  donc  distribuées  par  couples  de  valeurs 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires  \  cela  était  indi- 
qué d'avance  par  la  forme  même  de  Téquation  qui  ne  con- 
tient que  des  puissances  paires  de  Finconnue,  mais  les  for- 
mules qu'on  vient  d'écrire  donnent  le  moyen  d'assigner 
pour  chaque  racine  celle  qui  lui  est  égale  et  de  signe  eon- 
ti*aire  dans  la  série  des  valeurs  fournies  par  Texpression 
générale  (3). 

5.  Ici  il  convient  de  distinguer  deux  cas,  selon  que  n 
est  un  nombre  impairement  pair  ou  pairement  pair. 

Soit  d'abord  le  premier  cas,  pour  lequel  le  dernier 
terme  àef[x)  est 


et  supposons  que  l'on  ait 


d'où 


—  a 

/>'  +  9. 

ait 

n 

-*-y  =  o; 

9' 
?" 

■  iy=o. 

Remontant  aux  formules  du  n^  1 ,  et  ayant  égard  à  la 
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relation 

n 

on  voie  aussitôt  que  les  racines  deviennent 

I       Tt  =  a  \J—p  H ^===(ot  —  a—')  \/—p 


(4) 

^«  =  0» 

2 


et  sont  liées  entre  elles  par  les  relations 


*»  =  *„     =  —  -^1.     =— jf*^., 

•a  u 

'^S  =  '||         =         *ii         =  —  ^—3» 
—  —  3  — -+- j 


Il  y  a  donc  deux  racines  nulles  ;  les  autres  sont  égales 
deux  à  deuX)  et  à  chaque  couple  de  ces  valeurs  prises 
positivement  il  correspond  un  couple  des  mêmes  valeurs 
prises  négativement.  Le  polynôme  f{x)  se  réduit,  par 

»9- 
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conséquent,  à  un  carré  de  la  forme 


{"-'¥)-■ 


Xt,   Xi, ...,   JC„_,  étant  les  — 7 —  premières  expres- 

T  * 

sions  (4)  ci-dessus. 

Toutes    ces    rarines^    sont    léelles^    car    les    sommes 

n  n 

a'\-  OL^  ,  «•  +  «^  ,  • . .  (égales  respectivement  aux 
différences  a  —  a"""*,  a*  —  a""*, ..•),  sont  toutes  delà 
forme  R  v^ —  i,  et,  multipliées  par  yj — p^  donnent  un 
produit  rcel. 

Les  expressions  (4)  font  voir  que  Féquation  proposée 
est  égale  au  carré  de  l'équation  de  degré  sous-double  con- 
sidérée dans  la  remarque  qui  termine  le  n^  3  (où  il  faut 

remplacer  par  -  l'exposant  qui  y  est  indiqué  par  n^  et 

faire  attention  que  la  quantité  désignée  par  oc  n'est  autre 
que  celle  désignée  ici  également  par  a,  prise  en  signe  con- 
traire). Cela  résulte  aussi  de  ce  qu'on  a 


n  ,  ,         , 

Ou,  puisque  -  est  suppose  impair, 


n  —  a 


(n  n  n  — a     \» 
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Cela  posé,  jalons  k  zéro  la  dérivée  dcf(x)'^  nous 
aurons,  en  désignant  par  (f(x)  le  premier  membre  de 

Téquation  de  degré  -  qu'on  vient  de  citer, 

Cette  équation  a  d'abord  en  commun  avec  f(x)  =  o  les 
-  racines  qui  satisfont  h  l'équation 

f(*)  =  o» 
savoir  : 


p,    rfcx,,    ±x,,...,    ± 


n  —  2  • 


4 
les I  autres  racines,  c'est-à-dire  celles  qui  satisfont  à 

f  (ar)=o, 

seront,  d'après  ce  qu'on  vu  au  n^  3, 

4 

les  7  désignent  ici  les  •— ^ —  valeurs  que  prend  la  fonction 

7i  =  a*  -H  -j,  pour  A  égal  successivement  à  i,  a,  3, .  t  •  » 

—^ — 9  en  y  mettant  pour  a  une  racine  absolue  quelconque 
de  l'équation 


Désignons  mainteuant  par  at,  a,,  at,...,  a^^i,    les 
racines  dey(x)  =  o  rangées  par  ordre  de  grandeur 
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croissante,  en  nous  rappelant  que  Ton  aura 

«1  H-  «n_i  ^:  a.  H-  a,^,  = . . .  =  /i^  =  o. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  f{x)y  il  viendra, 
d'après  les  résultats  du  n^  3,  et  en  faisant  attention  que 
chaque  racine  a  doit)  ou  annuler  f{x),  ou  être  com- 
prise entre  deux  racines  consécutives  et  distinctes  de 

(/(«.)  =/(«,)  = =/(a^,)  =  4/. 

On  représente  d'une  manière  abrégée  ces  relations  im- 
portantes en  écrivant 


6.  Si  1*011  avait 


f 

|_;,-  =  o, 


(f  étant  tiégatif,  le  dernier  terme  dej(x)  serait  --4;''» 
et  les  valeurs  de  x  auraient  pour  expressions 


(5) 


X,  =(a  4-a— ')V5^, 

4r,==i(««-*-«»-»)v>; 

f 

n 

•      • ♦ 
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m  Vp  <l<Ât  èlre  pris  partout  avec  1«  même  signe,  soit 
positif,  soit  n^atif. 

Ces  racines  se  parugent  en  groupes  d'après  les  rela- 
tions 

*»  =  *-«  =  —*«       =-*ii       » 

—  I  --t-i 
9                    a 

Xi  =*t  ^X^^i  C=:  — .  *^  Et  —  «^  , 

—  a  r-+-a 
y  3 


«,t=s-.*., 


» 

à  cause  de 

n 
a*  H-  I  =0» 

Les  raeinea  a  seraient  d*ailleurs  les  mêmes  qne  ci^desàus, 
et  Ton  aurait 

In 

Quand  on  n'a  psb 

les  racines  de  Téquation 
/(«)  =  j:"  —  npjB^^  4-  ..•-♦-  -7  /^    ^     «'  —  2/>^  4-^  =  0 

ne  sont  plus  données  par  les  expressions  (4)  i^î  P^i*  ^^ 
expressions  (5)  ci-dessus,  et  il  faut  avoir  recours  en  gé- 
néral aux  valeurs  fournies  par  la  formule  (3).  Mais  les 
quantités  a  ne  changeront  pas,  et  l'on  trouvera  facile- 
ment, comme  dans  le  n^  3,  les  valeurs  de  /(^ia+i)  et 
de /(ail)  qui  conviendront  aux  difiérentes  relations  que 
Ton  peut  supposer  entre  p  et  ç. 
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Il  est  i  remarquer  que  lorsque  y*(jc)  =  o  a  des  racines 
réelles  (au  moins  deux),  ce  qui  a  lieu  quand 

n  n 

—  a/>*  H-  ^  <  o,     ou     —  2/?^  -h  9  =  —  r», 

elle  se  décompose  immédiatement  en  deux  antres  de 
degré  sous-double,  à  cause  que  l'on  aura 

/(;.)  =  [ç{*)  +  r][ç{x)-r], 

cp(x)  étant  le  même  polyn6me  considéré  précédemment. 
Les  expressions  tirées  de  la  formule  (3)  se  simplifient 
donc  en  ce  cas,  et  les  deux  équations  dans  lesquelles  la 
proposée  se  décompose  rentrent  dans  celles  dont  il  a  été 
question  plus  haut,  aux  n^'  2  et  3. 

7.  Il  nous  reste  en6n  à  considérer  les  équations  dont 
le  degré  est  un  nombre  n  pairement  pair,  c'est4-dire 
multiple  de  4*  Soit  donc,  dans  cette  hypothèse, 

Il  — a  n 

/(x)  =  x-  — /i;>x"-»-4-...-f-P— 1/>    ^    x»-H2/>*-4-y, 

et  occupons-nous  d^abord  du  cas  où  Ton  aurait 

n 

a  /^^  4-  7  =  O,    c'est-à-dire    y-  —  /?■  =  o, 

q  étant  négatifé 

Désignons  par  a  une  racine  absolue  quelconque  de 

a"  — 1  =  0, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 


a*  -M  =  o, 


et  par  suite 


«  4  4-  «4  ~  o, 
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et  en  général 


Les  racines  de 


a^         -hoi^=i  o. 


seront  encore  données  par 

en  faisant  ^  =  1,  q,  3,. . .,  ti,  et  le  radical  étant  pris 
constamment  avec  le  même  signe. 
On  aura,  en  particulier, 

4  4 

â 

et  les  autres  racines  seront  liées  entre  elles,  quatre  par 
quatre,  par  les  relations 

*l  =  ^n-i  =  -T  X,  = *„         , 

Xi  =  X^i  =  X^  =  4P„  , 

a  --f-2 

a  a 

a  a 


Le  polynôme /(x)  se  décompose  donc  comme  il  suit  : 

00 


■r-'¥i" 
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en  posant 
L'^alitë 

se  traduit  ici  dans  la  relation 
à  cause  de 

M 

9(x)  désigne  le  poIynAme 

De  cette  relation  on  déduit,  oomme   précédemiueiitf 
rabaissement  des  équations 

/(x)  =  o     et   r{x)  =  o 

au  moyen  des  équations 

?{*)  =  o    et    ?'(*)=»; 
et  Ton  trouve  ainsi 

/'(x)  =  aç(,),'(.). 
Soient  maintenant  a^,  a,,  a^, . . . ,  a„_t  les  racines  de 

'  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  efièctnons  la 


Digitized 


by  Google 


(  *99  ) 
snbêduidon  de  ces  valeurs  dans  f(x)  \  âôllè  obtiendrons, 
en  abrégeant  comme  plus  haut, 

!H 
/(«11)  =  o. 

8.  Si,  le  degré  n  étaiit  toujours  jpairement  pair,  q  esl 
poshif,  et 

la  proposée  devieiit 

/(x)=:.«*  — »;?4:^»4-...H-P«~iA>    ^    j:'-h4/?^  =  0. 
Cette  équation  s^abaisse  k  Faide  de  la  relation 

/(x)  =  y(x)% 

f  (x)  désignant  le  même  polynôme  que  ci-dessus  (n^  7); 
la  dérivée  sera  d'ailleurs  la  même  que  précédemment, 
et  les  quantités  a  substituées  dansy(jr)  donneront  les 
résultats 

I/(fl,A+,)î=0, 
n 
/(«a)  =  4/,». 

De  ce  qui  précède  on  déduit,  comme  dans  le  n^  3,  les 
valeurs  que  prennent /'(fli^+i)  ety*(ai*),  lorsque  le  der- 
nier terme  dey*(j;)  est  une  quantité  quelconque  difie- 

n 

rente  de  zéro  et  de  4p^- 

9.  Reportons-nous  à  présent  aux  éqUAtiotis  générales 
(1)  et  (2)  du  n^  1,  où  71  est  un  nombre  entier  et  positif 
quelconque,  et  supposons  que  Ton  ait 
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ce  qui  rend  imaginaires  les  râleurs  àey  et  réelles  les  va- 


leurs de  X. 
En  posant 


9  y 

2V>*  SP 


où  nous  conviendrons  de  prendre  les  radicaux  \/p*  et  ^ 
avec  le  signe  positif,  et  Tangle  g  dans  l'étendue  de  la 
demi-circonférence,  Téquation  (i)  peut  être  remplacée 
par 

«'" —  a»"cos^-H  1  =o. 

La  résolution  de  cette  équation  donne 

a«  =  cos^ ±  ^— I  sîn^, 
et,  par  suite, 

tf  =  oos 2.  ±  ^—i  sm i-^> 

formule  dans  laquelle,  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  u, 
il  faut  faire  successivement 

i7t  =  09   I,   2y  3, .  .  .,        /I-*I. 

L'équation  (a),  à  cause  de 


X 

:S. 


en  y  faisant 

se  trouvera  remplacée  par  l'une  ou  Tautre  des  deux  équa- 
tions suivantes  : 

Z"— /l4"-«-H..  .-i-PaAa""»*-4-.  .  .rp  2  —  2COS^=0, 
»* — WS^-'-f-,.  .-|-Pa|«'*-'*-f  ..  .q:«» 2COS^  =  0, 

selon  que  n  sera  un  nombre  pair  ou  impair. 
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Les  valeurs  de  z  seront  donc  fournies,  dans  tous  les 
cas,  par  la  formule 

«  =:  a  4-  -  =  2  cos y 

Il  n 

en  y  donnant  a  m  les  tï  yaleurs  cî-dessus  \  d'où  Ton  tirera 
les  valeurs  de  x  au  moyen  de  la  relation 

xz=zz  yp* 

On  Yoit  donc  que  dans  le  cas  irréductible,  c*est-à-dire 
lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles,  l'équation  générale 
de  Moivre  du  degré  n  se  rapporte  à  la  division  d'un  arc 
de  cercle  en  n  parties  égales,  et  peut  être  résolue  d'une 
manière  très-simple  avec  le  secours  des  Tables  trigonomé- 
triques.  Cette  équation  revient,  en  effet,  à  la  relation 

connue  entre  le  cosinus  de  Tare  g  et  celui  de  Tare  ~9  et 

les  yaleurs  de  u  ci-dessus  expriment  que  la  formule 

«a»  —  an"  cos^  -h  1 

a  pour  diviseurs  réels  du  second  degré  les  n  valeurs  diffé- 
rentes comprises  dans  la  formule 

It*  —  a  M  cos  2  -J-  I . 

n 

c^est  le  théorème  célèbre  que  Moivre  a  démontré  dans  ses 
MiscelUmea  arudytica  de  seriebus  et  guadraturis, 

La  résolution  trigonométrique  de  Téquation  en  z, 
comme  on  sait,  peut  se  tirer  directement  de  la  théorie 
des  sections  angulaires,  sans  la  faire  dépendre  du  théorème 
de  Moivre.  Ce  théorème  peut  donc  être  établi,  à  son  tour, 
d'une  manière  bien  simple,  en  comparant  les  résultats  de 
la  résolution  de  Téqualion  en  u  considérée  d*abord 
comme  du  second  degré  par  rapport  à  u",  et  ensuite 
comme  équation  réciproque. 
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Si  l'on  supposait,  en  parUculier,  que  l'on  eût 


),      on     g=-i     ou     g  =  n. 


Téquation  (2)  se  rapporterait  à  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  parties  égales,  selon  le  théorème  de  Cotes,  et 
Ton  tomberait  sur  les  cas  spéciaux  dont  il  a  été  question 
dans  les  numéros  précédents. 

Quant  à  réquation^  (x)  =^  o,  elle  est  toujours  réso- 
luble trigonométriquement  au  moyen  de  la  division  de  la 
circonférence  en  parties  égales. 

iO.  Si  Ton  construit;  sur  deaz  axes  restangulaires  la 
courba  dont  l'équation  est 

Y=/(*), 

f(x)  étant  le  premier  membre  deTéqualiou  (a),  on  rç* 
connaît  bientôt,  d'après  les  résultats  précédemment  obte- 
nus, la  régularité  remarquable  de  cette  courbe  dans  les 
différents  cas  de  n  impair,  ou  impairement  pair,  ou  pai- 
rement  pair. 

Il  est  visible  que  les  circonstances  que  Ton  a  discutées 
relativement  à  la  nature  des  racines  de  /{x)  =  o  tiennent 
.  à  la  position  de  Taxe  des  jr,  lequel_peut  être  déplacé  paral- 
lèlement i  lui-même,  le  paramètre  p  demeurant  constant, 
de  manière  à  donner  lieu  aux  différentes  r^ations  entre ;y 
et  q  qui  ont  été  examinées.  Quant  aux  valeurs  de  T  cor- 
respondantes aux  abscisses  qui  anpulent^  (x),  elles  font 
voir  que  les  points  maximums  et  minimums  de  la  courbe 
sont  déterminés  par  deux  tangentes  parallèles  «ux 
abscisses,  et  renfermant  dans  leur  espacement  toutes  les 
ondulations  que  fait  la  courbe.  Par  là  on  se  rend  ooaipte, 
d'une  manière  sensible,  des  conditions  énoncées  au  n^  1. 
relativement  à  la  réalité  ou  non-réalité  des  racines. 
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Une  disouasion  plus  approfondie  des  courbes  parabo- 
liques dont  il  s'agît  mettrait  en  lumière  quelques  autres 
particularités  dignes  de  remarque  qu'elles  présentent, 
tenant  à  la  théorie  des  sections  angulaires  ;  mais  cela  exige 
des  considérations  d^un  genre  difTérent  de  celles  qui 
viennent  d'être  employées,  et  je  ne  crois  pas  devoir  m'y 
arrêter  ici. 


SUR  LHLIP8I  DE  SURFACE  MAXIMUM 

^nii  testes  celles  qie  l'oo  peit  inscrire  et  circooscrire 
à  SB  qiadrilalère  doosé; 

Par   m.    Paul   SERRET. 


1.  Si  l'on  désigne  par  ooi,  ci),,  ci),  les  inclinaisons,  sur 
on  axe  quelconque  ox,  des  normales  aux  cotés  i,  a,  3 
d*un  triangle;  par  a^  b  ei  (ù  les  demi-axes  d'une  ellipse 
conjuguée  au  triaqgle  et  l'inclinaison  de  l'axe  a  a  sur  ox  \ 
enfiq  par  Pi,  P19  Pt  les  dislances  du  centre  de  Tellipse 
aa;^  côtés  i,  a,  3  du  triangle  conjugué  :  les  dépendanoes 
existant  entre  1^  triangle  et  U  courbe  se  traduisent  par 
les  trois  relatiomi 

1(1)  {a^  -4-  b*)  cos(w,— wj)  -h  (û» —  6»)cos(m,  H-Wî — 2 w)  =  2  P,P„ 
(2)  .{fl«.+-  fr')cos{«,— w,)H-(«'  — ^')«o»(<*«-<"«8  — 2»)=2P,P„ 
(3)  (fl»-|-6»jcos(w3—Wi) -+-{«'  — t')cos(«,-|-a>, — 2«)  =  2P,P„ 

que  l'on  obtient,  conformément  à  la  méthode  dont  j'ai 
déjà  donné  diverses  applications,  en  rapportant  d'abord 
le  triangle  conjugué  aux  axes  de  la  courbe,  et  transpor- 
tant ensuite  les  relations  obtenues  à  des  axes  quelcon- 
ques. 
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2.  Les  équations  (C)  se  prêtent 'aisément  à  la  déter- 
mination de  la  somme  a*  +  &*  des  carrés  Mes  axes,  par 
Télimination  simultanée  des  inconnues  o?  —  &'  et  o. 

On  a,  en  effet^  Tidentité 

(  r  )  cosfl .  sîn  (^  —  c]  -f-  ces  h .  sin  \c  —  a)  H-  cosc .  sîn  {a  —  h) =o, 
et  si  on  l'applique  aux  trois  angles 

d'où 
h  —  c  =  ft>3  —  «1 ,     c  —  a  =  odj  —  0»,,     a  — 6  =  w,  —  «j, 

on  trouve,  en  ajoutant  les  équations  (i),  (a),  (3),  multi- 
pliées respectivement  par  sin  (odi  *-&>,),  sin(a>,  —  a>s), 
6in(cR)8  —  W|), 

(û*-+-  ^*)  V  sin(w,  —  »a)cos(M|  —  «j)  =  a  Vp,P,sin(»i  —  «,). 

le  terme  en  (a*  —  i*)  ayant  disparu  en  vertu  de  l'iden- 
tité (i). 

Or,  Torigine  des  coordonnées,  ou  l'origine  des  distances 
négatives  Pi,  P|,  Ps,  étant  supposée  dans  l'intérieur  da 
triangle  i  a  3  ;  les  facteurs  sin  (a>,  —  ct),),  sin  {^^  —  cos),..'., 
cos(ci)|  —  «,),  cos(a),  —  Wj),...,  changés  de  signe,  repré- 
sentent les  sinus  et  cosinus  des  angles  mêmes  A|,  Âi,  Ài 
du  triangle^  l'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 

(I)        (fl'-f-  6»)2sinA,cosA,  =  —  a^P.PisinA,: 

et  l'on  reconnaît,  dans  le  second  membre,  la  fonction  du 
cercle  circonscrit  au  triangle*,  dans  Téquation  elle- 
même,  l'expression  analytique  du  théorème  de  M.  Faure. 

3.  Le  rectangle  o*  t*  des  carrés  des  tixes  peut  aussi  se 
déduire  des  équations  (C).  Le  calcul  présente  d'aboixl 
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une  grande  complicatioii.  Si  Ton  poursuit  toutefois,  il  se 
simplifie  siogulièrement  et  se  résout  enfin  en  ce  tbëorème. 
Le  rectangle,  positif  ou  négatif,  des  carrés  des  demi* 
axes  d*une  conique  est  égal  et  de  signe  contraire  au 
produit  (^o)  des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux 
côtés  d^un  triangle  conjugué  quelconque,  multiplié  par 
le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  i 

(H)  fl».6>=— 2R.PiP,P„ 

les  distances  Pi,  P^,  P|  étant  d^ailleurs  toutes  les  trois 
négatires  pour  un  point  situé  à  Fintérieur  du  triangle. 

4.  La  relation  (II)  étant  donnée,  il  est  facile^  abstrac^ 
tion  faite  des  signes,  de  l'établir  par  la  Géométrie. 

Soient,  en  effet,  O  {*)  le  centre  de  la  courbe;  ai,  at,  ag 
et  S  les  côtés  et  Taire  du  triangle  conjugué  Ai  At  Af.  Si 

Ton  remplace  aR  par    '"   ^'   %  la  formule  (II)  pourra 

s'écrire 


2S 


=  a>6% 


ou  encore 


ou  enfin 


(U')  m*B.OA,\pA,.pAi^^:^a^b^i 

Aip 

en  appelant  p  la  trace  du  c6té  As  Ag  sur  le  diamètre  OAi, 
et  9  l'inclinaison  de  ce  c6té  sur  ce  diamètre.  Or^  si,  rap- 
portant la  courbe  aux  diamètres  conjugués  OAi,  ou  Ox, 
et  Ojr  parallèle  à  At  A»;  on  désigne  par  €ii,  b^  les  demi- 
diamètres  correspondants^  par  x  l'abscisse  Op,  on  trouTe 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

Amn,  de  Mathémat,,  3«  série,  t.  IV.  (Juillet  i865.)  ao 
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X 


OA.  =^, 


2  b^ 

Op  ^        X       **       . 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  là  relation  (II'),  elle 
se  réduit  effectivement  k  nne  identité  : 

jr   rf*^    *  '  fl»  — ar^ 

ou 

5.  béfinir  Vellipse  de  surface  maximum  parmi  toutes 
celles  que  Von  peut  inscrire  à  un  quadrilatère  donné, 
{Voir y  pour  une  solution  antérieure  de  ce  problème, 
Stbiker-Terquem,  Nouvelles  Annales,  i845.) 

Une  conique  étant  inscrite  à  un  quadrilatère,  on  sait 
que  le  triangle  A|Af  A,,  ayant  pour  cAtés  les  trois  diago- 
nales du  quadrilatère,  est  conjugué  par  rapport  à  la 
courbe  :  le  rectangle  des  carrés  des  axes  de  celle-ci  étant 
dès  lors  proportionnel  au  produit  des  dislances  de  son 
centre  aux  côtés  de  ce  triangle  et  devenant  maximum,  ou 
minimum,  en  même  temps  que  ee  produit.  D'ailleurs,  le 
lieu  des  centres  des  coniques  inai^rites  n'est  autre,  comme 

{^)  Une  seconde  démonstration  géométrique  s'applique  d'élle^mène  m 
cas  du  tétraèdire,  et  se  traduit  alors  par  la  formule 

où  k  désigne  une  grandeur  géométrique  ne  dépendant  que  du  tétraèdre 
donné. 
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on  sait,  que  la  droite  des  milieux  des  diagonales  du 
quadrilatère.  Si  donc  on  appelle  a^,  a„  a,  les  traees  de 
cette  droite  sur  les  côtés  du  triangle  A,  Af  As  ;  O  le  centre 
de  Tune  des  courbes  que  Ton  cherche,  le  point  O  devra 
satisfaire  k  la  condition  > 

Oai.Oas.Oârsrr  maximum. 

De  là,  et  par  une  notation  suffisamment  claire  par  dle^ 
même, 

{x  —  fl|)(j7  —  flj)(«  — «s)  =:aiaximQaij 

d'où  en6n 


I  I  I 

=  0    ou    rr-^^-pi h^r — =30: 


X  —  Hi       X  —  Us       X  —  a^  Oa^       0^3       0<i, 

équation  du  second  d^ré  dont  les  racines,  toujours 
réelles,  sont  séparées  par  les  nombres  ai,  at,  a^.  Deux 
coniques  répondent  donc  toujours  à  la  question  proposé^» 
à  saroir  :  une  ellipse  dont  le  centre  est  compris  entre  les 
points  milieux  ^i,  at  des  premières  diagonales,  et  dont 
la  surface  est  maximum;  une  hyperbole  dont  le  rec- 
tangle des  axes  est  aussi  maximum  et  dont  le  centre 
tombe  entre  les  points  milieux  a^,  a^  de  la  seconde  et  de 
la  troisième  diagonale. 

On  retrouve  ainsi  la  solution  déjà  mentionnée  de 
Steiner,  mais  par  une  méthode  différente,  pluif  riinpk 
aussi  et  qui  se  prête  encore  au  problème  suivant,  dont  U 
ooQsUiicCion  définitive  dépend  d'ailleurs  d'une  équation 
du  tioisième  degré. 

6.  Définir  T ellipse  de  surface  maximum  parmi  toutei 
celles  que  Von  peut  circonscrire  à  un  quadrilatère 
donné. 

Une  conique  étant  circonscrite  i  un  quadrilatère,  on 
sait  que  le  triangle  ABC,  ayant  pour  sommets  les  trois 
points  de  concours  des  diagonales  et  des  côtés  opposés  du 
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quadrilatère,  est  conjugué  relatif  ement  i  la  courbe  :  le 
rectangle  des  carrés  des  axes  de  celle-ci  étant  dès  lors 
proportionnel  au  produit  des  distances  de  son  centre  aux 
côtés  de  ce  triangle,  et  devenant  maximum,  ou  minimum, 
en  même  temps  que  ce  produit.^D^ailleurs,  le  lieu  des 
centres  des  coniques  circonscrites  au  quadrilatère  est 
une  courbe  du  second  ordre,  circonscrire,  comme  on 
sait,  au  même  triangle  ÂBC. 

Si  Ton  désigne  dès  lors  par  a,  6,  c  et  S  les  longueurs 
des  cêtés  et  Taire  de  ce  triangle  ;  par 

o=A=B=C 

les  équations  de  ses  cêtés,  mises  sous  la  forme 

«cosf -f-j'sinç  —  ^  =  o; 
par 

a.BC  -h  p  CA  +  7.AB  =  o 

Téquation  de  la  courbe  lieu  des  centres  :  les  coordonnées 
du  centre  de  la  courbe  que  Ton  cherche  seront  les  valeurs 
de  A,  6,  C  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

(i)  ii.A4-^.B-Kc.C=:  —  2S  =  const., 

(2)  a.BC-i-p.CA  +  7.AB  =  o     ou     T-'^I'^C^^' 

(3)  A.B.C  =  maximum. 

Or,  le  centre  se  mouvant  sur  une  courbe  déterminée  (a), 
les  coordonnées  A,  B,  G  du  centre  sont  des  fonctions  dé- 
terminées d'une  même  variable,  deVabscisse  jr  du  centre, 
par  exemple.  On  posera  donc,  en  appelant  A',  B',  C  les 
dérivées  de  ces  fonctions,  prises  par  rapport  i  x, 

(i')  a.A'-h*.B'-+-c.C'=o, 

(.')  Ja'4-1.B'  +  1.C'  =  o, 

(3')  l.A'4.i.B'^i.C'=o. 
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De  là)  par  réliminadon  des  dérivées, 

oa,  en  multipliani  par  A'B'C*  et  divisant  par  a|3/, 

équation  d^une  courbe  du  troisième  ordre  dont  les  traces 
sur  la  courbe  des  centres  (  2)  déterminent  les  points  cher- 
chés. Or  les  courbes  (a)  et  (of)  sont,  l'une  et  Tautre,  cir- 
conscrites au  triangle  de  référence  ABC  dont  les  sommets 
sont,  dès  lors,  .trois  des  six  points  communs  aux  deux 
courbes,  et  représentent  les  centres  des  trois  systèmes  de 
deux  droites  que  Ton  peut  circonscrire  au  quadrilatère 
donné,  ou  les  centres  des  coniques  circonscrites  pour  le^ 
quelles  le  rectangle  des  axes  est  nul.  Laissant  donc  de 
côté  ces  trois  premiers  points,  les  trois  autres  points 
communs  aux  deux  courbes  fourniront  seuls  la  véritable 
solution  du  problème.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  trois 
derniers  points  sont  toujours  réels  \  deux  de  ces  points, 
si  le  quadrilatère  proposé  est  convexe,  définissant  les 
centres  de  deux  hyperboles  circonscrites  dont  le  rectangle 
des  axes  est  maximum^  le  troisième  servant  de  centre  à 
une  ellipse  circonscrite  d'aire  minimum. 

7.  L^ellipse  {a,  b)  se  transformant^  sous  les  conditions 
ordinaires,  en  une  parabole  de  paramètres  2p;  il  est  fa- 
cile de  voir  que  la  formule  (II)  se  transforme  en  même 
temps  en  celle-ci  : 

(UI)  />=  —  aR.cosaiCosasOOSas; 

^t9  «S9  «t  désignant  les  cosinus  des  inclinaisons,  ^ur  Taxe 
de  la  parabole,  de»  normales  aux  côtés  i,  a,  3  d'un 
triangle  conjugué  quelconque.  D'ailleurs,  suivant  une 
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remarque  faite  d'abord,  ce  me  âemble,  par  M.  MenUon, 
le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  milieux  des 
côtés  d'un  triangle  conjugué  à  la  parabole  est  de  lui* 
même  circonscrit  k  la  courbe;  et  réciproquement....  De 
là,  en  remarquant  que  les  rayons  des  cercles  circonscrits 
au  premier  et  au  second  triangle  sont  dans  le  rapport 
de  a  à  I , 

(IV)  p  =  —  ^K.coiOLiCostiiCosoii, 

ou 

(IV)  />»R  =  aP.P,P,: 

formule  que  l'on  peut  vérifier  directement  et  qui  donne 
le  demi -paramètre  p  d'une  parabole  inscrite  à  un 
triangle  en  (onction  des  distances  P^  Pf,  P»  du  foyer  aux 
trois  cAlés  du  triangle  et  du  rayon  R  du  cercle  cir- 

OODSCrit., 

8.  On  déduit  sans  peine  de  la  formule  (TV')  la  solu- 
tion du  problème  suirant,  proposé  par  Steiner  :  Trouver 
la  parabole  de  paramètre  maximum  parmi  toutes  celles 
que  Von  peut  inscrire  à  un  triangle  donné. 

Conservant,  en  effet,  toutes  les  notations  du  n^  6,  les 
coordonnées  (A,  B,  C)  du  foyer  de  la  parabole  que  Ton 
cherche  devront  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

(i)  fl A  -h  ^B  -h  cC  =  —  2S  =  coost.^ 


(*) 

abc 

(3) 

A.B.C  =  maziinnm. 

On  en  déduit 

('') 

«A'-+-iB'H-cC'=o, 

(«') 

a 

•^'+è-«'+é-<^'=«' 

(3')* 

1 
Â 

.A'+i.B'  +  i.C'=o, 
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d'où,  par  l'ilimiiiatioq  des  dérivées, 

équation  d'une  courbe  de  troisième  ordre,  circonscrite 
au  triangle  des  axes  ABC,  et  dont  les  traces,  sur  le  cercle 
circonscrit  (2),  sont  les  foyers  des  paraboles  cherchées. 
Ces  six  traces,  d'ailleurs,  sont  toujours  réelles;  et  les 
somiAets  du  triangle  des  axes  étant  laissés  de  côté,  les 
trois  derniers  points,  communs  au  cercle  (2)  et  à  la 
courbe  (2^),  sont  les  foyers  de  trois  paraboles  de  para- 
mètre maximum  qui  répondent  à  la  question. 

9.  Le  cas  de  la  parabole  de  paramètre  maximum^ 
circonscrite  à  un  triangle  donné,  se  traiterait  de  même 
a  l'aide  d'une  formule  connue,  toute  semblable  à  la  for- 
mule (IV). 


NOTE  SUR  LES  C0DRBE8  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1 .  Chi  connaît  ce  théorème  :  «Si  une  droite  est  asymp- 
.iote  d'une  branche  de  courbe  algébrique,  elle  Test  éga- 
lement d'une  seconde  branche  {Newton).  Les  lecteurs^ 
des  Noui^Ues  Annales  peuvent  connaître  aussi  la  dé- 
monstration qu*en  a  donnée  M.  A,  Serret  (1847,  p.  ^<7)* 
A  l'aide  d'une  courbe  auxiliaire,  l'auteur  ramène  le  théo-^ 
rème  à  cet  antre  :  Une  courbe  algébrique  ne  peut  ayoir 
de  point  d^ arrêt.  lUductton  évidente  d'ailleurs,  à  priori ^ 
les  deux  théorèmes  n  en  faisant  qu'un,  ainsi  qu'on  le  voi^ 
par  la  perspective.  Car  si  une  courbe  algébrique  pouvait 
offrir  un  point  d'arrêt  :  la  projection  de  cette  courbe,  faite 
de  manière  à  emporter  ce  point  a  T infini,  secait  algc-* 
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brique,  comme  la  proposée^  et  prés^iterait  une  aeule 
branche  asymptote  de  la  droite  suivant  laquelle  se  pro- 
jette la  tangente  au  point  d'arrêt.  Réciproquement,  s'il 
pouvait  exister  dans  le  plan  d'une  telle  courbe  une  droite 
asymptote  d'une  branche  unique:  la  trace,  sur  un  plan  de 
projection  quelconque,  d'une  parallèle  &  l'asymptote  me- 
née par  le  point  de  vue,  serait  un  point  d'arrêt  de  la  courbe 
projetée. 

2.  Il  reste  i  établir  ce  second  théorème  :  Une  courbe 
algébrique  ne  peut  av^oir  de  point  d^arrét}  et  c'est  ce 
que  l'on  peut  faire  comme  il  suit. 

Soit  OA  une  branche  de  courbe  faisant  partie  d'une 
ligne  algébrique  du  degré  m,  et  présentant  un  point 
d'arrêt  à  l'origine  O. 

Si  autour  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon 
quelconque,  nous  décrivons  un  cercle;  nous  pourrons  dé- 
duire, des  équations 

(l)  JF'-f-^— R»=o, 

du  cercle  et  de  la  courbe,  tme  combinaison  homogène  do 
degré  a  m 


(3)  f.« 


(S)- 


représentant  le  système  des  droites  menées  de  l'origine  à 
chacun  des  3m  points,  réels. ou  imaginaires,  communs  an 
cercle  et  à  la  courbe.  D'ailleurs,  si  le  rayon  du  cercle  (i) 
est  suffisamment  petit,  et  si  l'origine  O  pouvait  être  un 
point  d'arrêt  de  la  courbe  (a);  le  cercle  et  la  courbe  au* 
raient  nu  seul  point  réel  commun  :  et  l'équation  (3) 

elle-même,  de  degré  pair  en  -9  admettrait  une  seule  ra- 
cine réelle  )  ce  qui  serait  absurde. 
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3.  Des  Gonsidërations  semblables  s'appliqueraient  au    ^ 
théoràme  suivant  :  Une  courbe  algébrique  ne  peut  ax^oir 
de  point  anguleux^  mais  on  peut  aussi  l'établir  de  cette 
manière. 

Un  point  anguleux  peut  être  considéré  comme  résul- 
tant de  la  réunion  de  deux  points  d'arrêt  en  un  seul,  les 
tangentes  relatives  à  ces  points  demeurant  distinctes  après 
leur  réunion.  Or,  si  une  courbe  algébrique  pouvait  offrir 
un  tel  point  :  la  projection  de  cette  courbe,  faite  de  ma* 
nière  à  emporter  ce  point  à  Finfini,  présenterait  deux 
droites  (les  projections  des  deux  tangentes  relatives  au 
point  anguleux)  asymptotes,  l'une  et  l'autre,  d'une  seule 
branche  de  courbe.  Donc,  etc. 


G0NSTRDGT10N 
ki  psiits  it  coiUct  d'il  cercle  Uigent  à  trois  cercles  donnés*, 
Pae  m.  £.  BARBIER. 


Propositions  préliminaires^ 

1.  Le  point  de  contact  de  deux  cercles  tangents  est 
leur  centre  d'homotbétie  \  réciproquement,  si  le  centre 
d'bomotbélie  de  deux  circonférences  appartient  à  l'une 
d'elles,  on  peut  affirmer  que  les  deux  circonférences  se 
toucbent  au  centre  d'homotbétie. 

3.  Si  deux  triangles  sont  bomolbétiques  et  ont  un 
sommet  commun,  les  circonférences  circonscrites  i  ces 
triangles  se  toucbent  au  sommet  commun;  réciproque- 
ment, si  deux  circonférences  sont  tangentes,  leur  point  de 
contact  est  le  sommet  commun  et  le  centre  d'bomotbélie 
de  deux  triangles  inscrits  respectivement  dans  cbaque 
circonférence. 
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3»  Si  une  circonférence  O  eat  à  la  fois  tangente  à  trois 
circonférenees  Oi ,  0|  et  0|  respectivement  aux  points  Pi, 
Pfl  et  Ps  t  chacun  de  ces  points  est  le  centre  d'homothétie 
du  triangle  PiPtPs  et  d'un  triangle  inscrit  dans  la  cir- 
conférence Oi ,  ou  Ofl,  ou  Of  Réciproquement,  si  un 
triangle  T  a  un  sommet  commun  avec  chacun  des  trois 
triangles  Ti,  T|  et  T|,  s'il  est  de  plus  homothétique  k 
chacun  d'eux,  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  T 
est  à  la  fois  tangente  aux  cercles  circonscrits  aux  trian- 
gles T, ,  T,  et  T, . 

4.  Les  côtés  du  triangle  T  coupent  en  Ci ,  Ci  et  Ct  un 
axe  de  similitude  des  circonférences  Oi,  0|  et  0$.  Ces 
points  C,  y  Cfl  et  Cg  sont  des  centres  d'homothétie  des  cir- 
conférences prises  deux  à  deux  et  des  triangles  pris  deux 
a  deux. 

5.  Soient  Ri,  Rt  et  Rt  les  rayons  des  circonférences 
Oi ,  0|  et  Os  \  soient  aussi  Gi ,  Gt  et  G»  trois  points  de 
Taxe  de  similitude  CjCtC»  déterminés  ainsi  qu'il  suit: 
Gi  par  Tune  des  deux  proportions 

G|C, R,  G1C3 Ri 

Cl  Cl       R«  C|Cj       Rs 

et  Gt  et  Gs  par  des  proportions  analogues-,  les  côtés  du 
triangle  Ti  passent  par  les  points  Gi ,  C,  et  Cs  ;  ceux  du 
triangle  T,  par  les  points  Ci,  Gi  et  Cj  j  enfin  ceux  du 
triangle  T, ,  par  les  points  Ci ,  Cj  et  Gj . 

De  ces  propositions  préliminaires  il  résulte  que  le  pro- 
blème' de  trouy^er  une  circonférence  O  à  la  fois  tan* 
gente  aux  trou  circonférenees  données  Oi ,  O,  et  0%  re- 
vient A  cet  autre  problème  :  Troui^er  un  triangle  Ti 
inscrit  dans  le  cercle  O,  et  dont  les  côtés  passent  par  les 
points  Gi ,  Ct  et  C|  qui  sont  faciles  à  déterminer. 

Le  point  de  contact  des  circonférences  O  et  O,  est  le 
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sommet  de  Tt  opposé  au  c6lé  qui  passe  par  le  point  G|  ; 
on  déterminerait  de  même  les  points  de  contact  de  O  et 
de  Ot,  ou  de  O  et  Ot . 

Th&oii£me.  —  Si  les  quatre  côtés  d'*un  quadnlaière 
inscrit  dans  un  cercle  donné  passent  par  quatre  points 
en  ligne  droite,  une  infinité  de  quadrilatères  peuvent 
être  inscrits  dans  le  même  cercle,  de  manière  que  leurs 
quatre  côtés  passent  par  ces  quatre  mêmes  points. 

On  pourrait  exprimer  le  même  fait  en  disant  que  le 
quadrilatère  inscrit  peut  piloter  autour  de  quatre  points 
en  ligne  droite. 

Ce  théorème  donne  une  solution  simple  du  problème 
suivant  :  Inscrire  dans  un  cercle  O,  un  triangle  Ti  dont 
Us  côtés  passent  par  les  trois  points  en  ligne  droite  Gi, 
Cfl  et  C| . 

Par  les  exlrémités  d^une  corde  dirigée  sur  Gj ,  mener 
deux  cordes  dirigées,  l'une  sur  Ct,  l'autre  sur  Ct .  En  gé- 
néral ces  trois  cordes  ue  feront  pas  une  ligne  fermée;  on 
la  fermera  par  une  droite  qui  complète  un  quadrilatère 
inscrit  et  qui  coupe  la  droite  GiCtCi  en  un  point  Hi .  Il 
suffit  de  mener  du  point  Hi  une  tangente  au  cercle  0| 
pour  avoir  au  point  de  contact  l'élément  auquel  se  ré- 
duira un  côté  du  quadrilatère  inscrit  dégénéré  dans  le 
triangle  demandé  après  avoir  pivoté  autour  des  points 
G| ,  Hi ,  Cl  et  C» . 

On  peut  donc  par  ce  moyen  déterminer  chacun  des 
points  de  contact  d'une  cii'conférence  O  tangente  aux  trois 
cercles  O» ,  Oi  et  Ot . 

Mais  les  constructions  peuvent  être  un  peu  modifiées 
de  manière  à  donner  â  la  fois  les  trois  points  de  contact 
et  i  rendre  inutile  la  détermination  des  points  Gi,Gt 
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Construction  des  points  de  contact  d^un  cercle  O  tan- 
gent à  trois  cercles  donnés  Oi ,  0|  et  Os. 

Considérons  un  axe  de  similitude  CiC|Cs  des  trois  cer- 
cles :  entre  les  circonférences  Ot  et  0$ ,  par  un  point  A 


pris  à  volonté  sur  Oi,  menons  une  droite  AB  dirigée  sur  Ci 
et  non  terminée  par  des  points  homologues;  menons 
d'une  manière  analogue  BC  et  CD. 

Le  point  D  auquel  on  arrive  est  le  même  que  celui 
auquel  on  serait  arrivé  en  inscrivant  dans  la  circonfé- 
rence Ot  un  quadrilatère  AB'CD  dont  les  trois  premiers 
côtés  passent  par  C, ,  G*  et  C, . 

De  cette  proposition  facile  à  démontrer  il  résulte  que 
la  droite  AD  passe  par  le  point  H|.  Donc  si  Ton  mène  DE 
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dirigée  5ur  C, ,  la  droite  BE  passera  par  le  point  H»  ; 
enfin  menant  EIF  dirigée  sur  Ci,  on  aura  nne  droite  CF 
€pn  passe  par  le  point  Hi . 

Les  points  Ht,  Ht  et  H»  étant  déterminés,  les  tan- 
gentes menées  de  ces  points  respectivement  aux  trois  cer- 
cles donnés  détermineront  les  points  de  contact  de  deux 
circonférences  O  et  (X  tangentes  aux  trois  cercles. 

Remarques.  —  I.  Nous  avons  cherché  DAH,  en  com- 
mençant les  constructions  au  point  Â  ;  nous  aurions  pu 
tout  aussi  bien  les  commencer  au  point  D  :  cette  construc- 
tion devrait  donc  aboutir  au  point  Â. 

On  voit  donc  que  les  côtés  opposés  de  Thexagone 
ABCDEF  concourent  en  trois  points  en  ligne  droite  Ci , 
C,  et  C, . 

n.  La  construction  que  nous  avons  faite  du  quadrila- 
tère AB'CD  étant  répétée  à  partir  de  tous  les  sommets  de 
lliexagone  ABCDEF,  on  aura  inscrit  dans  les  trois  cer-- 
clés  O, ,  Os  et  Ot  des  hexagones  homothétiques.  Cette 
proposition  est  facile  à  démontrer. 

m.  Le  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible  dans  un 
cercle,  en  effet,  les  angles  CD  A  et  CBA  interceptant  des 
arcs  homothétiques  dans  les  circonférences  0|  et  0|  sont 
égaux  et  par  suite  inscriptibles  dans  un  même  segment  de 
cercle. 

Cette  proposition  s^appliquant  a  quatre  sommets  con- 
sécutifs de  l'hexagone  ABCDEF,  il  en  résulte  que  cet 
hexagone  est  inscriptible  dans  un  cercle  tù. 

IV.  La  puissance  du  point  Hi  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  i  Thexagone  ABCDEFest  HiExH.C;  elle 
est  égale  à  la  puissance  de  Hi  par  rapport  au  cercle  Oi,  et 
et  par  suite  le  point  H^  a  la  même  puissance  par  rapport 
à  tous  les  cercles  circonscrits  aux  hexagones  analogues  à 
ABCDEF  qu*on  pourrait  obtenir  en  changeant  la  posi- 


Digitized 


by  Google 


(3.8) 
tion  da  point  A  surOt.  Il  résulte  de  là  qne  Hi  appar- 
tient k  la  corde  commane  à  deux  quelconques  de  ces  cer- 
cles ]  oh  en  dirait  autant  du  point  H|  et  du  point  H^.  On 
peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Toutes  les  circonférences  (o  circonscrites  aux  hexa- 
gones ÂBCDEF  ont  pour  corde  commune  réelle  ou 
idéale  Vaxe  de  similitude  CiCtCi  • 

Eu  pardculier,  les  deux  circonférences  O  et  (X  ont 
pour  corde  commune  Taxe  de  similitude  CidCs .  Leurs 
centres  sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  Taxe  de 
similitude. 

V.'  Chacun  des  quatre  axes  de  similitude  de  trois  cer- 
cles donnés  est  la  corde  commune  réelle  on  idéale  de 
deux  circonférences  tangentes  aux  tf  ois  cercles. 

On  peut  donner  une  antre  construction  simple  du  cercle 
tangent  k  trois  cercles  donnés. 

A  partir  d'un  point  quelconque  de  Oi ,  entre  les  cer* 
clés  Oi  et  Ot,  mener  une  droite  passant  par  un  centre  de 
similitude  A  de  Oi  et  de  Ot  et  non  terminée  par  des  points 
homologues;  à  partir  du  point  ainsi  trouvé  surOi,  entre 
les  cercles  Ot  et  Os$  mener  une  droite  passant  par  un 
centre  de  similitude  B  de  Ot  et  de  O»  et  non  terminée  par 
des  pomls  homologues. 

Le  cercle  o)  qui  passe  par  les  trois  points  ainsi  trouvés 
peut  être  un  cercle  tangent  aux  trois  cercles  donnés^  mais 
généralement  le  cerde  od  coupera  les  trois  cercles  Oj ,  Ot 
etOt,  et  il  faudra,  pour  avoir  un  des  points  de  contact 
cherchés,  celui  qui  est  sur  Oi  par  exemple,  mener  la  corde 
commune  à  o)  et  à  O]  et,  par  l'intersection  de  cette  corde 
avec  la  droite  AB,  mener  une  tangente  à  O,. 

Les  cercles  w,  et  en  particulier  les  deux  cercles  tan- 
gents qui  font  partie  de  cette  suite  de  cercles,  ont  la 
droite  AB  pour  axe  radical  commun. 
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■tiMSTMTlOH  B'UH  THÉOBilB  M  STBINIR; 

Par  m.  Uopold  BRASSEUR, 
Répétiteur  k  TÉcole  des  Mines  de  Liège. 


Lemmes,  —  i^  Si  les  irois  droites  dont  chacune  miit 
deux  sommets  opposés  d'un  hexsgone  plan  se  coupent-en 
un  même  point»  les  côtés  de  cet  hexagone  sont  tangents 
à  une  même  courbe  du  second  degré.  On  déduit  de  là  : 

a^  Si,  dans  un  angle  solide  de  six  arêtes,  les  trois  plans 
dont  chacun  passe  par  deux  arêtes  opposées  se  coupent 
suivant  une  même  droite,  les  faces  latérales  de  cet  angle 
solide  sont  tangentes  i  un  même  cône  du  second  degré 
ayant  même  sommet  que  Tangle  solide,  et  toutes  les 
droites  tracées  dans  les  faces  de  cet  angle  solide  sont  tan- 
gentes à  ce  même  cône;  en  d'autres  termes^  le  cône  est 
inscrit  à  toutes  ces  droites. 

Théoeèmb.  —  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  cônes 
du  second  degré  inscrits  à  un  hexagone  gauche  (c'est- 
à-dire  touchés  par  les  côtés  de  cet  hexagone)  est  un 
kyperbolaîde  à  une  nappe  qui  a  pour  directrices  les  trois 
diagonales  dont  chacune  relie  deux  sommets  opposés 
de  rhexagone  gauche  proposé.  (Steivieb,  Ent\^ckelung 
dergeom.  Gestalien;  Berlin,  i839,  p.  3i4*) 

Considérons  une  génératrice  quelconque  G  de  Thyper- 
boldïde  que  nous  Tenons  de  définir,  c*est-à-dire  une 
droite  qui  rencontre  les  trois  diagonales  mentionnées; 
prenons  sur  cette  génératrice  un  point  quelconque  S  pour 
sommet  d'un  angle  solide  dont  les  six  arêtes  passent  res- 
pectivement par  les  six  sommets  de  Thexagone.  Comme 
deux  arêtes  opposées  passent  par  les  extrémités  d'une 
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même  diagonale  de  Thexagone,  il  en  résulte  qae  :  Si,  par 
la  génératrice  G  et  par  chaque  diagonale  on  mène  un 
plan,  on  aura  trois  plans  se  coupant  suivant  la  généra- 
trice G,  et  dont  chacun  renferme  deux  arêtes  opposces 
de  Tangle  solide. 

Donc,  d'après  le  lemme  a*',  les  faces  de  Tangle  solide 
sont  tangentes  à  un  même  cône  du  second  degré  ayant 
même  sommet  que  Tangle  solide  ;  et  les  côtés  de  rbexa- 
gone,  lesquels  sont  situés  respectivement  dans  les  six 
faces  de  Fangle  solide,  sont  également  tangents  au  même 
cône  ;  0U9  ce  qui  revient  au  même,  le  cône  est  inscrit  a 
l'hexagone. 

Or,  le  sommet  S  de  ce  cône  étant  un  point  quelconque 
de  la  génératrice  G,  la  propriété  se  trouve  démontrée. 


SOLUTION  n  QDBSTIONS 
PROPOSÉBS  DANS  LBS  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  717; 

Par  m.  Louis  PABON^ 

Élèye  en  Mathématiqnes  spéciales  au  lycée  de  Bordeaux. 

Enoucâ.  —  Construire  une  hyperbole  équilatèrcj  con- 
ncussant  le  centre  O,  une  tangente  PN,  et  un  point  A 
de  la  courbe. 

Soient  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A 
sur  la  tangente  PM  donnée;  N  le  point  de  contact  de 
cette  tangente  ;  I  le  milieu  de  la  corde  AN  :  on  sait  que 
les  quatre  points  O,  P,  I,  N  appartiennent  à  une  même 
circonférence.  Il  en  résulte  que  le  point  I  se  trouve  sur 
Tare  d'un  segment  capable  du  supplément  de  FangleOPN, 
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Jëcrît  sur  la  droile  OA  comme  corde,  car  le  quadrilatère 


inscriplible  OPIN  donne 

OIN  ==  OPN, 
et  par  suite 

.  OIA=i8o«»— OPN. 

En  outre,  le  point  I  se  trouve  sur  une  parallèle  à  PN^ 
menée  par  le  milieu  H  de  AP;  il  sera  donc  déterminé 
par  l'intersection  de  cette  parallèle  et  de  l'arc  du  segment 
capable  décrit.  On  obtiendra  ensuite  le  point  de  con- 
tact N,  en  prolongeant  la  droite  AI  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  la  tangente  AN. 

La  question  est  ainsi  ramenée  i  construire  une  hyper- 
bole, connaissant  un  demi-diamétre  transverse  ON,  et  la 
direction  NP  de  son  conjugué. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  R.  La  Rougery,  Ga- 
lères, élèves  du  lycée  de  Bordeaux;  J.-B.  Muntz,  du  lycée  de  Strasbourg; 
Albert  Ribaucour,  du  lycée  de  Lille  (classe  de  M.  Diguet);  J.  Legrand, 
du  lycée  Saint^Louis  (classe  de  M.  Vaoquant);  Bonssu,  du  lycée  Bona- 
parte; Talayracfa,  du  lycée  Charlemagne;  et  par  MM.E.  Janin»  deVigneral, 
Marmier,  M.  L. 


Ann   de  ÊÊuthémat.,  i^  série,  t.  IV.  (Juillet  i865.) 
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Question  722; 

Par  m.  Ch.  PÉTRELLE, 

Élève  de  riostitotion  Sainte-Barbe  de  Paris. 

Enoncé.  —  Par  chacun  des  sommets  éCun  triangle 
ABC,  on  mène  une  parallèle  au  côié  opposé^  on  désigne 
par  Al,  Bi,  Cl  les  sommets  opposés  aux  points  A,  B,  C 
du  nouueau  triangle  formé  par  ces  parallèles  :  démon- 
trer que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  touche 
les  cercles  des  neuf  points  des  triangles  A]BC,  BiAC, 
CiAB  aux  milieux  des  côtés  BC,  AC,  AB  respectwe- 
ment.  (John  Gbiffiths.) 

Il  est  évident  que  les  milieux  a,  6,  y  des  côtés  BC,  CÂ, 
AB  sont  respectivement  des  centres  de  symétrie  pour  les 
couples  de  tn angles 

ABC,  A,BC;     ABC,  AB.C;     ABC,  ABC.. 

Considérons  l'on  de  ces  couples,  le  premier  par  exemple-, 
nous  voyons  que  la  droite  00|  qui  unit  les  centres  O,  Ot 
des  cercles  des  neuf  points  des  triangles  ABC,  A,  BC  passe 
par  le  point  a  milieu  de  BC,  et  comme  ces  deux  cercles 
ont  le  point  a  commun,  ils  se  touchent  nécessairement 
en  ce  point. 

Note,  —  Des  démonstrations  géométriques  à  peu  prèa  semblables  nous 
ont  été  adressées  par  MM.  R.  La  Rou^rery,  J.  Gazères,  élèves  du  lycée  de 
Bordeaux;  Jules  Hatté,  Nievenglowski,  du  lycée  Charlemagne  ;  P.  Cagny, 
du  lycée Louis-le-Grand;  Adolphe  Richard,  du  lycée  de  Nancy;  Grassat, 
du  lycée  de  Lyon;  H.  de  rfiàtourbeillon,  élève  de  TÉcole  Sainte-Gene- 
vlève;  A.  Juncker,  J.  Dahème,  Perseval,  de  Tinstitution  Sainte-Barbe 
(Paris);  Rossignenx,  du  collège  Stanislas;  Todbiu,  de  Lons-le-Saulnier; 
Audoynaud;  C.  Regnard;  Marmier;  Autefage.  MM.  Audoynand  et  Dal- 
sème  ont  aussi  démontré  par  le  calcul  la  proposition  énoncée. 
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Question  723 

(Tolr  1*  série,  t.  IV,  p.  M)  ;  ^ 

Par  m.  a.  JUWCKER, 

Éléye  de  l'institution  Sainte-Barbe  (coura  de  M.  Boaquet). 

Soient  a,  fi,  y  les  milieux  des  côtés  BC,  CA,  AB  iTun 
triangle  ABC,  O  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Menons 
Oa,  Oj3,  Oy  et  prolongeons  ces  droites  jusquen  A',  B', 
C\  de  telle  sorte  que 

0A'=20a,     0B'=30p,     OC  =207. 

Démontrer  que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
passe  par  les  points  d'intersection  de  la  circonférence 
circonscrite  et  de  la  circonférence  conjuguée  à  chacun 
des  triangles  OB'C,  OC'A',  OA'B',  A'B'C. 

(John  Griffiths.) 

Remarquons  en  premier  Heu  que  le  cercle  des  rteuf 
points  du  triangle  ABC  coïncide  avec  celui  de  Tun  quel- 
conque des  triangles  OB'C,  OC'A',  OA'B',  A'B'C 

Prenons  d'abord  A'B'C^^  il  est  homolbëtique  au  trian- 
gle ap7  par  rapport  au  centre  O,  Je  rapport  d^homothétie 
étant  a.  Donc  si  nous  appelons  D'  et  d  les  centres  des  cer- 
cles circonscrits  à  ces  deux  triangles,  les  points  O,  d^  D^ 
sont  en  ligne  droite,  et  Ton  a 

O  étant  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
A'B'  C,  il  résulte  d'un  théorème  connu  que  i  est  le  cenxre 
<lu  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  Son  rajon  est  la 
moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  à  A'B^C  ou  à  son 
égal  ABC;  le  cercle  des  neuf  points  est  donc  le  même 
pour  ces  deux  triangles.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu  il 
passe  par  les  milieux  des  côtés  des  triangles  OB^C^ 
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OC  A',  OA'B^  Le  théorème  à  démontrer  peut  donc  s'é- 
noncer ainsi  : 

«  Dans  un  triangle  (  A'BX'  par  exemple),  le  cercledes 
neuf  points,  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle  conjugué 
ont  même  axe  radical.  » 

Pour  le  démontrer,  observons  que  le  cercle  conjugué  à 
A'B'C  a  son  centre  en  O  (*),  point  de  concours  des  hau- 
teurs et  centre  de  similitude  externe  du  cercle  circonscrit 
et  du  cercle  des  neuf  points. 

p  étant  son  rayon  et  H  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  da 
sommet  B^  on  a 

p»r=OB'.OH. 

Appelons  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et  /  la  dis- 
tance Oiy  égale  à  aO  d  ;  le  rayon  du  cercle  des  neuf  points 

R 
est  —  • 

2 

Ceci  posé,  soit  E  Tun  des  points  communs  à  ces  deux 
circonférences  : 

OD'""lVE~"a' 

OE  est  donc  Tune  des  bissectrices  extérieures  du  triangle 
cîED',  et  Ton  démontre  en  géométrie  qu'on  a 

Ôi*=0«.OD'— JE.D'E 

Or  le  point  H  appartient  au  cercle  des  neuf  points^  si  Ton 
appelle  K  le  second  point  d'intersection  de  la  hauteur  B'H 


(*)  Pour  que  le  rayon  de  ce  cercle  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un 
des  angles  du  triangle  A'B'C  soit  obtus;  daus  cette  démonstration  géo- 
métrique, l'angle  W  est  supposé  obtus. 
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avec  Ja  circonférence  circonscrite,  on  a  donc 


et  par  conséquent 


a 

OK, 

?' 

=  ioB' 
a 

.OK, 

=i(.. 

-R'). 

=  0^'. 

La  circonférence  conjuguée  passe  donc  par  le  point  E. 

La  démonstration  qui  précède  suppose  que  les  circon- 
férences se  coupent  en  des  points  réels.  Il  est  facile  de 
vériBer  par  le  calcul  que  le  théorème  est  général. 

En  effet,  si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  Tun 
des  côtés  du  triangle,  A'C  par  exemple,  et  la  hauteur 
correspondante;  a,  6,  c  étant  les  coordonnées  des  som- 
mets A',  B'.,  C\  les  équations  des  circonférences  considé- 
rées sont 

fi  -i-  c  ac  —  b^ 

\          ac  -^  ù^ 
^-h  j'  —  (^  -Hcjx — y-^aez=Oy 

x«-hr' -H -T-r  —  acz=zo. 

Et  il  est  visible  qu'en  ajoutant  les  deux  dernières  équa- 
tions membre  à  membre,  ou  retrouve  la  première. 

liou.  —  La  même  proposition  a  été  démoiitrée  par  MM.  Ch.  Pétrelle, 
êlér^  de  IMnstitation  Sainte-Barbe;  A.  Morel,  élève  du  lycée  Loiiis-lc- 
Grand  (classe  de  M.  Bouquet);  Gazères,  du  lycée  de  Bordeaux;  Niewen* 
glowski,  du  lycée  Bonaparte;  cl  Autefagc,  S.  J. 
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Question  727 

(voir t*  ««rie,  I.  IV,  p.  Si); 

Pae  m.  Camille  MASSING» 
Étëve  de  rinstituUon  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Tarbouriech). 

Soit  AB  un  diamètre  d'un  cercle ,  C  le  centre,  et  soit 

pris  sur  ce  diamètre  CP=  r  AC  (*).   jéjant   tiré  une 

droite  quelconque  par  P  rencontrant  la  circonférence 
en  Q,  R,  menons  les  droites  BR,  QC  ;  et  soit  S  le  point 
de  rencontre  de  QC  prolongé  ui^ec  BR.  En  désignant 
V angle  BSQpar^  et  l^ angle  CBS  pura^,  il  fatu prouver 

que 

1  —  sin^ 


-ftioip 


(SrmnoB.) 


Je  mëiM  CR  :  en  désignant  par  Xi  et  j^i  les  t*oordonnées 
do  point  R,  par  Xi,  j^i  celles  du  point  Q,  par  rapport  â 
la  droite  AB  prise  pour  axe  des  x  et  à  une  perpendicu- 
laire à  cette  droite  élevée  en  C  prise  pour  axe  des  y,  j^ai  : 

i   X,=  — COS2(p,         J   j:,=  C0S(ç-|-4i), 

I  j,  =  sîn2y,  I  j^,  =  --sin{y  -h +) , 

car  Tangle  RCB  est  égal  à  i8o^ —  2cp  et  Pangle  ACQ  à 
i8o°  —  y  —  ^.  J'ai  pris  pour  unité  le  rayon  du  cercle 
donné. 

L'abscisse  CP  du  point  P  s^obtient  en  faisant  y  =  o 
dans  Téquation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  Q,  R. 
Je  trouve  ainsi  : 

^    1         COS2ySÎn((y+4')  —  Sin2yCOs(y-t"4>) 

""      3  — sin(y4-ij;)  —  siaa^p 


et  A 


C*)  Le  lecteur  est  prié  de  faÎM  la  <fi(|iire.  Le  point  P  doit  être  entre  C 
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d'où 

i_         sin(>t>  — y) 

3       sîn(4i -h  ^) -Hsinîf 

relatipn  <jue  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

cosf  (sin  >|»  —  sin  f  )  =  2  sin  tf  cos^'  y 
et  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  : 
(i  —  sin'f)  ( sin* 4» 4- sin* f—  asin^ siD4>]  =  4sîii'7(i  — si/i'^»]- 
Effectuant  et  ordonnant  par  rapport  à  sin^ ,  je  trpuve  : 

sin*  9 —  2  sin>{;  sin^f  —  3  (sia'^  —  i)  sin^^ 

-f-  2  sin>J»  sin^  —  sin'>|»  =  o , 
ou 

sin*f[5in^-f-  8in>|^][sin^  —  3sin>|;] 
-f-  (siny  -h  sinT|;)  (Ssin^  —  sin>|^]  =  o. 

Supprimant  alors  le  facteur  sincp  +  sin^,  il  reste 

sin^f  —  3sin*f  sin^|;  -H  3sin^  —  sîn>|»  =  o, 

relation  qui  n'est  autre  que  celle  que  l'on  obtient  en  cou- 
sidérant  Texprossion 

I  —  sin>{/ /  r  —  sin<p\* 

i-f-sin>{»        \i  4-  sinç/ 

en  chassant  le  dénominateur  et  en  ordonnant  par  rapport  ' 
à  sinop. 

Remarque.  —  L'équation 


1  __         sîn(4~<p) 

3       sin(y-|-r|»)-f-sin2y 


donne  la  relation 


sin-î^ 1 

2  I 

.    3cp  -f-  J;       3 
sm-I L 


Digitized 


by  Google 


(3a8) 
mais  celle  relation  offre  moins  de  symétrie  que  la  rela- 
tion proposée. 

Noie.  —  La  même  question  a  été  traitée  par  Mf/i.  0.  Puel,  Viant,  du 
PrytaDée;  Ial  Rougery,  du  lyeée  de  Bordeaux  ;  Bichat,  du  lycée  de  Nancy; 
Grassat,  de  Lyon  ;  Demoo,  du  lycée  de  Douai  ;  par  MM.  Audoynaudy  Aote- 
fage,  du  Ménil,  du  collège  de  Sorrèze. 


Même  question-^ 

Par  m.  V.  NÎÉBTLOWSKl, 

ÉIé?e  do  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Qiirlle  que  soit  la  position  de  QR«  on  a 

__  SCR  _  -j^  +  y  — ay  __  +— J». 


CQP 

d^oii 


CPQ=:i±l?. 


Exprimons  que  CP  =  ^  CQ,  dans  le  triangle  GPQ: 
on  a 

•    +  "  ? 
sin ' 

I  2 


d'où 


3          .     ^^^-3y 
sm 

2 


sin  ' î  sm ^ 

2  2 


sm  -^ '  —  sin  ^^ — — i       2  cos  ^^ 1  sin  a 

O  1  •»  T 


d'où 


Sin  -i i  =  (OS  ^ sm  ; 

2  2 


et  développant, 

(i)  sin -ros^  — sin?-ros--  =  sin<p  (ros^rosî^--  sin -sin  -)• 

2  2  2  2  ^  \  2  2  11} 
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Or  les'  angles  ^  et  ~  étant  toujours  ^79  les  valeurs  de 

sîo -9  cos-^etsiM-9  cos-  en  fonction  de  sîntt  et  sinqp 


2  2 

seront  donc 


et 


-  f  V^i-f-sinip  ± \/i  —  sin^p  j 


En  substituant  dans  (j),  il  vient  : 

(Vi-4-sin4»  -»-  v'*  —  sin4')(\/i-l-sin^  —  ^' t  —  sin^) 

—  {^i  H-  siny  +  \/f  —  sinç )(\/i  -h  sin^^  —  ^i  —  sinrp) 
]  =r  sin^ [(Vi  +  sin>|»  —  V^i  —  sin<{i)(\/i  +  sin7  —  Vi  —  **"?) 
—  (V^i-h5in4»-|-v^  — sin>|;)(\/i-f-sin^-h\/i  — sin^)]. 

En  effectuant  et  en  simplifiant  on  a 

jj.  I       V^(i-l-sînip)(i  —  siny)  ~  \/(7^siny)(i  ^siiTf) 
1  =  sinç[^(i  -|-sin>|»Xi  —  sin^;  -H  v^(i  -hsin^X  1  — $in>p)), 

ce  qui  peut  s'écrire  : 


(1  —  sin<p)  V(t  -h  sin4;)(i  —  sinç) 


ou 


.    =(i-H5in^)^(i-+-sin<p)(i  — sinil*), 

(I  —  sinyX- _(i  -f.  sîn7)(i  —  5in4»j 
i-f-siiKp/         (i  —  siny)(i -h  sinij/)' 

I  —  sinrL        /  I  —  sinq>\ 
--L  —  .(  ; —  )    .  f:    Q.  F.  „ 

I  4-  sinj/         \  I  -I-  sina>/ 
Hrmarqtic    —  l,orsf|iir  Ir   point  Q   va  dr   A  vrrs  B, 
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Tangle   BCS  =  tt  —  (^-f-cf)  croît  de  zéro  i  ir^   ea  A 
Tangle  est  nul,  (|^=^  =  -;en  B,  ^=:ç  =  o. 

La  somme  <{;  *4-  f  va  donc  en  d^roîssant  d'une  maaitre 
continue  quand  Q  va  4^  A  vers  B,  ^  restant  toujours  ^'f 
dans  Tintervalle,  et  comme  aux  deux  points  limiles  A 
et  B.  . 

La  différence  ^  —  cp  est  nulle  :  il  s'ensuit  que  dans  Yin- 
tervalle  elle  passera  par  un  maximum,  c^est  ce  qui  a  lieu 
lorsque  QR  est  perpendiculaire  à  ÂB. 

De  plus,  le  maximum  des  angles  ^  et  f  est  égal  à  -• 
Généralisation,  —  Considérons  le  cas  plus  général  où 


CP=-CQ: 

71 

il  vient  alors 

sini(,I;-<p) 

I 

-» 

d'où 


sin  ^(^-h  3ç)  —  sin  i  (^  -y) 


__sin  -  (4,  —  y)  =  CCS  -(>];  +  ipjsiny, 

22  A> 


et,  en  effectuant  les  mêmes  transformait^p^s  qyç  pour  le 
premier  cas. 


d'où 


*"^^  ^ \i -f-slOf  )(i  —  sin4*) 

(i*-  sin»)/i  H-8in>I>) 
smç  ' 


.    ,  .    /  I smç 

I  —  sinij/ I  —  sin  ç        /  .  n  —  i 

I  -h  sînij»        I  -H  sillon        \  9. 
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Si  Ton  fait  /i  =  3^  on  a  bien 


I  4-sio 
dans  le  cas  où  n  =  2,  il  vient 


sini]/ /i  —  sinf\  /i  —  agin^y 

sin^        \i  -^ain^/  \i  -f-  asinç/ 


I  H-  sin 


D'où  ce  ihëorème  pour  le  triangle  équilaiéral  inscrit  : 
Si  on  joint  le  milieu  P  d'un  côté  du  triangle  équilacéral 
au  sommet  opposé  6,  que  par  P  on  mène  une  sécante 
quelconque  qui  coupe  la  circonférence  en  Q  etR,  et  qu'on 
joigne  BR  et  QC  (C  centre  du  cercle)  prolongé  jusqu'en  S, 
intersection  avecBR,  on  a,  en  posait  BSQ  ^^  ({/,CBS=:  9, 

1  —  sin^» i  —  siny  /  i  — asin^y 

I  -J-  sioJ'  "~  I  -f-  sinf  \  ï  H-  asiuçy  ' 

et  des  Ihéorèmes  analogues  pour  d'autres  polygones. 


QUESTIONS  D'EXAMEN  ((864) 

(Toir  p   tSO) 


Géométne  analytique.  (Suite.) 

58.  Que  représente  l'équation  p^z=zq^  P  ^^  Ç  étant 
deux  fonctions  linéaires.^ 

59.  Lieu  des  centres  d'une  ellipse  de  grandeur  donnée, 
qui  se  meut  de  manière  à  toucher  constamment  une  droite 
fixe  en  un  point  fixe.  —  Lieu  des  sommets. 

60.  Est-il  nécessaire  que  les  axes  soient  rectangulaires 
pour  que  l'équation  du  plau  se  puisse  mettre  sous  la 
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forme 

xcosa  4-^cosp  H-  zcosy  =  p. 

61.  Plans  qui  coupent  un  paraboloïde  hyperbolique 
suivant  des  hyperboles  équiialères. 

62.  Equation  d'une  section  plane  d'une  surface,  rap- 
portée à  deux  axes  situés  dans  son  plan. 

63.  Mener  une  normale  à  la  parabole  par  un  point  ex- 
térieur. 

64.  Nature  de  la  surface  représentée  par  l'équation 

jrz  -f-xx-h  xjzm, 

65.  Lieu  des  points  a  égale  distance  de  deux  droites 
fixes  (dans  Tespace). 

66.  Condition  pour  qu'une  équation  du  deuxième  de- 
gré représente  deux  plans. 

67.  Équation  générale  des  courbes  du  second  degré 
ayant  les  mêmes  foyers. 

68.  Mener  une  tangente  par  jiin  point  (a.  |3)  à  une 
ellipse.  Cas  où  le  point  (a,  /3)  est  un  foyer. 

69.  Ije  point  d'intersection  de  deux  sécantes  communes 
à  deux  courbes  du  second  degré  a  même  polaire  par  rap* 
port  aux  deux  courbes. 

70.  Courbe  représentée  par 

AS*  —  5/1  j' Jî*  H-  j*  =  O./ 

71.  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  diîgrr. 

72.  Trouver  le  centre  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
<  onnaissant  trois  génératrices  d'un  même  système. 

73.  Surface  roprosenléc  par 
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74.  Surface  représentée  par  «P  ==  ycî,  «,  p,  y,  J  étant 
des  fonctions  linéaires.  —  Cas  où  les  quatre  plans  a  =  o, 
^  =  o,  y  =  o,  }  =s  o  se  coupent  en  un  même  point. 

75.  Sections  circulaires  de  la  surface 

xj  H-  jrx  -H  7Z  -f- 1  =  o. 

76.  Plusieurs  parabole»  ont  même  directrice  et  leurs 
sommets  en  ligne  droite.  Lieu  des  pieds  des  normales  me- 
nées à  ces  paraboles  d^un  même  point  de  la  directrice 
commune. 

77.  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  équilatères  con- 
centriques et  passant  par  itn  point  donné. 

78.  (k>nstruire  la  courbe 

79.  Si  deux  courbes  du  second  degré  sont  concentri- 
ques, tontes  les  courbes  du  second  degré  passant  par  les 
points  communs  aux  deux  premièi*es  seront  concentriques. 

80.  Lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données  en  des  points  donnés. 

81. 

p  =  sin*«>  —  sin^w. 

82.  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équation 

A=o,     B  =  o,     C  =  o; 
tangente  à  un  sommet  de  ce  triangle. 

83.  Point  dMnflexion,  sa  détermination. 

84.  Surface  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur 
deux  droites  données  et  sur  un  cercle  donné. 
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85.  Trouver  les  points  où  la  langentc  à  une  courbe 
rapportée  à  des  coordonnées  polaires  est  perpendiculaire 
à  Taxe  polaire. 

86.  Equation  générale  des  surfaces  de  révolution  ;  cas 
où  Taxe  des  z  est  l'axe  de  rotation. 


CORRKSPORDANCI. 


M.  Transon  a  donné  à  la  page  4^8  de  notre  précédent 
volume  le  théorème  suivant  : 

Soit  f[Xy  y)  ==  o  V équation  d\me  courbe  du  second 
degré.  Si  d'un  point  M,  dont  les  coordonnées  sont 
(a,  (3),  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  la  po- 
laire de  ce  point  et  quon  la  prolonge  jusqu'en  A,  oii 
elle  rencontre  Vun  des  axes  de  la  courbe^  on  trouve  que 
f{cCy^)  est  proportionnel  au  produit  MP.MA. 

Nous  avons  reçu,  au  sujet  de  ce  théorème  et  d*trae  con- 
séquence que  M.  Manuhcim  en  a  déduite,  plusieurs  corn* 
municatîous  que  noua  allons  résumer. 

1.  M.  CoRNi},  élève  de  Sainte-Barbe,  démontre  le 
théorème  d'abord  pour  les  courbes  à  centre  rapportées  à 
leur  centre  et  à  leur  axe;  et  ensuite  pour  la  parabole 
rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet.  M.  Cornu 
fait  remarquer  qu'on  a  pour  les  surfaces  du  second  ordrf 
un  théorème  analogue,  dont  voici  Ténoncé  : 

Soient  f(x^j y  z)  =  o  V équation  d^une  surface  du 
second  ordres  MP  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
M  (a,  ]3,  y)  sur  le  plan  polaire  de  ce  point  ^  A  le  point 
où  MP  prolongé  rencontre  l'un  des  plans  principaux 
de  la  suffoœ  :  /(«,  jS,  y)  est  proportionnel  au  produit 
MP.MA. 
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M.  Mdiiuheim  avait  remarqué  que  si  le  point  A  (dans  le 
cas  des  courbes  du  second  degré)  est  sur  le  petit  axe,  les 
points  P,  A,  F  et  F'  sont  sur  tin  même  cercle.  M.  Cornu 
ajoute  que  le  point  d'intersectiou  B  de  la  polaire  du  point 
M  avec  le  oiême  axe  se  trouve  sur  ce  cercle.  Un  théorème 
analogue  a  lieu  pour  le  grand  axe,  mais,  dans  ce  cas,  le 
cercle  passe  par  les  foyers  imaginaires  situés  sur  le  petit 
axe. 

M.  Cornu  déduit  aussi  le  même  théorème  d'un  théo- 
rème plus  général  :  mais  ce  dernier  n'éiant  ni  d'un 
énoncé  plus  simple  ni  d'une  démonstration  plus  facile, 
il  n'y  a  aucun  avantage  à  s'en  servir  dans  la  question 
actuelle. 

2.  M.  Paihvin.  —  «  Si  /{a:,j-)  =  o  est  réijuatîon 
d'ttn€  courbe  du  n'**"*  ordre;  si  M,,  Mj, .  • . ,  M„  sont  les 
intersections  de  la  courbe  et  d'uae  droite  passant  par  les 
points  M  i^yj)  et  P  (a,  (3),  on  a 

MM..MM,.MM3.  ..MM,  _/(x,j) 
PM,.PM,.PM|...PM„    ""/(a,  P)t' 

C'est  le  théorème  de  Newton  donnant  une  si  {unification 
géométrique  de  f{Xy  j)  dans  les  courbes  d'un  degré 
quelconque.  On  peut  en  déduire  beaucoup  de  significa- 
tions géométriques  dans  le  cas  des  courbes  du  second 
degré,  -n 

3.  M.  Mathieu,  à  Toulouse, trouve,  comme  rannoncc 
'  M.  Painvin,  d'autres  significations.  Si  l'angle  des  axes 

est  0,  et  x^y  /o  les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe, 
on  a,  quand  les  axes  varient,  la  courbe  du  second  degré 
restant  fixe, 

^ î--=const., 

/(a,  6)sin»ô 


A-H  i: —  Bc(»sO 


Digitized 


by  Google 


(  336  ) 

/'(a,  6)8in'» 
b>-4ac    ='""^'' 

et  des  formules  analogues  pour  les  surfaces  du  second 
ordre.  Nous  ne  citerons  que  la  première,  qui  est  la  plas 
simple, 

elle  conduit  au  théorème  sur  les  surfaces  du  second  ordre 
cité  plus  haut. 

4.  MM.  Bertrand  et  Grassàt,  élèves  du  lycée  de  Lyou, 
démontrent  a  peu  près  comme  M.  Cornu  le  théorème  de 
M»  Transon  et  la  conséquence  que  M.  Mannheim  en  a  dé- 
duite :  démonstration  analytique  trop  facile  pour  qu'il  y 
ait  utilité  à  la  reproduire. 

5.  M.  Recoq,  élève  du  lycée  de  Montpellier  (classe  de 
M.  Berger),  énonce  les  deux  théorèmes  suivants,  dont 
Tun  est  une  variante  du  théorème  de  M.  Transon  : 

La  valeur  que  reçoà  le  premier  membt^e  de  Véqualion 
d*une  conique,  quand  on  y  remplace  x  et  y  par  les  coor- 
données d^un  point  quelconque  du  plan,  représente,  à  un 
facteur  constant  près,  le  rappott  des  distances  dt  la 
polaire  du  point  considéré  à  ce  point  et  au  centre.  — 
Théorème  analogue  pour  une  surface  du  second  degré, 

P. 
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TliOB»  BBS  S1IRPACB8  POLAIRES  DDN  NINT  (*)] 

Par  m.  L.  PAIPiVIN. 


Il  est  ÎDUtîIe,  je  pense,  d'insister  sur  l'importance  des 
équations  tangent! elles;  le  double  système  des  coor* 
données  d'un  point  et  des  coordonnées  d'un  plan  ou 
d'une  droite  est  la  traduction  analytique  de  la  dualité 
géométrique,  dualité  qui  a  sa  raison  d'être  dans  le  double 
mode  de  génération  des  courbes  et  des  surfaces.  Or,  les 
définitions  que  je  vais  présenter  nous  conduisent,  dans  le 
cas  des  équations  tangentielles,  à  des  formules  identiques 
à  celles  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  polaires  d'un 
point;  c'est  donc  le  complément  naturel  et  indispensable 
de  cette  importante  théorie. 

Je  ne  donnerai  d'ailleurs  ici  que  les  principes  fonda- 
mentaux, et  seulement  pour  les  surfaces-,  l'application 
aux  courbes  planes  des  définitions  et  des  formules  que 
nous  rencontrerons  ne  saurait  offrir  aucune  difficulté. 

PREMIÈRE    PARTIE. 

Coordonnées  d^un  point,  coordonnées  d^un  plan. 

1 .  J'indiquerai  d'abord  les  dénominations  que  je  dois 
employer. 

1**  Supposons  donnée  une  équation  qui  définit  une 
surface  :  si  cette  équation  est  une  relation  entre  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  surface,  je 
l'appellerai  équation  ponctuelle  de  la  surface  ou  équa- 
tion en  coordonnées-point  de  la, surface^  si  cette  équa- 
tion est  une  relation  entre  les  coordonnées  d'un  plan 
tangent  quelconque  à  cetto  surface,  je  la  nommerai  équa- 
tion tangentielle  de  la  surface, 

(")  Mémoire  présenté  au  Comité  des  Sociétés  savantes,  le  i4  noYcinbro 
1863  {voir  la  Reloue  des  Sociétés  savantesy  t.  H,  p.  aSg). 

Ann.  de  Umthémat.y  ^  série,  t.  lY .  (Août  iSOS.)  23 
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Ces  dénominations  ne  seront  d^ailleurs  nécessaires  que 
lorsque  les  équations  seront  envisagées  k  la  fois  sous  ce 
double  point  de  vue. 

Q?  Dans  ce  Mémoire,  je  définirai  un  point  ou  un  plan 
en  le  rapportant  à  un  tétraèdre. 

Les  produits  des  distances  d'un  point  aux  quatre  faces 
d'un  tétraèdre  par  des  nombres  fixes  seront  dits  les  coor- 
données  télraédriques  du  point. 

Les  produits  des  distances  des  quatre  sommets  d'un 
tétraèdre  à  un  plan  par  des  nombres  fixes  seront  dits  les 
coordonnées  télraédriques  du  plan, 

3^  Dans  les  figures  planes  : 

Les  produits  des  distances  d'un  point  aux  trois  côtés 
d'un  triangle  par  des  nombres  fixes  peuvent  être  appelés 
les  coordonnées  trilatères  du  point  ^ 

Les  produits  des  distances  des  trois  sommets  d'un 
triangle  à  une  droite  par  des  nombres  fixes  seront  les 
coordonnées  trilatères  de  la  droite* 

N.  B,  — Convenant,  une  fois  pour  toutes,  de  rapporter 
un  point  et  un  plan  k  un  tétraèdre,  je  supprimerai,  la 
plupart  du  temps,  le  mot  tétraédriques,  et  je  me  con- 
tenterai de  dire  les  coordonnées  d'un  point,  les  coor- 
données d^un  plan. 

2.  Coordonnées  télraédriques  d^un  point.  —  Dans  ce 
système,  un  point  est  déterminé  par  ses  distances  à  quatre 
plans  fixes,  formant  un  tétraèdre,  ces  distances  étant 
multipliées  respectivement  par  des  nombres  constants. 

Soient  les  équations  des  quatre  plans  fixes,  dits  plani 
de  référencCy 

(A)  al-^a'n  -h^^X,  H-  «"  =  o, 

(B)  ^Ç^^'7i-f-^''Ç4- A'^  =  o, 

(C)  cl-^  c'fl-+-  c-'Ç-4-  r^zrro, 

(D)  /fÇ^-^'«-^frÇ-hrf"'.-o, 


(0 
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(,  n,  Ç  étans  las  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  M. 
Si  nous  admcUOQs  que  les  axes  des  |,  y?*  Ç  soient  rectan^ 
gulaires,  les  distances  du  point  M(|,  lOj  Ç)  à  ces  quatre 
plans,  seront 

flÇ  4-  fl'«  -h  a"^  'ha'"  cÇ  +  c'n  -h  c"Ç  -4-  e^ 

«= ====== — >      7= === 9 

^a*  -^  a't  4-  ^''1  ^c»  -h  c'»  -+-  c"» 

Nous  poserons 

en  disposant  des  signes  des  radicaux,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  des  signes  des  constantes  a^  b^  Cy  a\  &^..M 
de  manière  que  les  produits  x,  j^  2,  t  soient  positifs 
lorsque  le  point  correspondant  est  dans  Tintérieur  du 
tétraèdre  de  rëférence;  d'où 

a?  =  flÇ  -h  fl'n  H-  a"Ç  4-  «*', 

Les  quantités  x,  j",  r,  f  sont  les  coordonnées  tétraé- 
driques  du  point  M;  le  tétraèdre  fixe  A6CD  sera  dit 
tétraèdre  de  référence,  et  les  nombres  constants 

V^c>  4-  c'»  4-  c"S      ^d^Z^Td^T^ir^i 

seront  les  paramètres  de  référence. 
Si  Ton  désigne  par  V  le  volume  du  tétraèdre  ABCD, 

ni* 


(a  to) 
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par  m,  n,  p,  q  les  quotients  des  aires  de  ses  faces  par  les 
paramètres  correspondaDts,   on  aura   entre  les  quatre 
coordonnées  x^  y^  z,  t  la  relation 

(3)  mx-^nf  -hpz  -hqt=3y»  . 

Les  formules  (a  bis)  et  (3)  permettent  de  passer  des 
coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  tétraédriques, 
et  inversement.  • 

Les  signes  des  coordonnées  x,  j^,  z,  t  devront  être  dé- 
terminés d'après  la  convention  suivante  :  «  Les  pro- 
»  duits  X,  y  y  z,  t  seront  précédés  du  signe  plus  ou  moins, 
)»  suivant  que  le  point  se  trouvera  ou  non  du  même  côté 
»  que  le  sommet  opposé  à  la  face  par  rapport  â  laquelle 
»  on  évalue  la  distance.  » 

3.  Etant  donnés  deux  points  Mi(a:i,  r^  z^^  ti)  et 
Mt(xs,^s,  r,,  fs),  un  point  M(x,  y^  z^  t)  situé  sur  la 
droite  MiMi,  el  tel  que 

MM|        X 
aura  pour  coordonnées 

X-+-,i 

>  Z,  -h  flS| 
Z  =    — 9 

X-+-P 

X-hfi    ' 

et  réciproquement,  si  les  coordonnées  x,  y,  «,  <  d'un 
point  vérifient  les  relations 

X r g      _      t 

Xx,-H  ptx,  ~  ^Xi-hfiXt  ""  X2t4-f*«i  ~  Xr,-hfA^' 
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ce  point  sera  sur  la  droite  MtM»  et  la  divisera  dans  le 

rapport  —• 

4.  Un  plan)  dans  le  système  de  coordonnées  que  je 
viens  de  définir,  a  une  équation  de  la  forme 

(4)  Mar-l-N/H- P«-hQr=o, 

elle  plan  à  Tinfinî  est 

(4  ^w)  nix  -+-  /f/  -f-  ^s  -h  çr  =  o. 

La  distance  d'un  point  x^j^  2,  t  au  plan  (4)  est 

Mx-i-Nr-4-P*-4-Ql 

CD  arrivera  immédiatement  à  cette  expression  en  partant 
de  Texpression  correspondante  en  coordonnées  carte* 
siennes. 

D'après  cette  formule  et  la  relation  (3),  on  conclut 
entre  les  distances  ûCi,  (3],  y^,  i^  des  sommets  du  tétraèdre 
de  référence  au  pian 

(6)  Mj?-f-N^-f-Ps-f-Qf==o 

les  relations  suivantes  : 

f  %  mat  __n^i  __/^7t  _^y^« 

^''  M   ""   N   "~   P    ~  Q  ' 

Ces  notions  étant  rappelées,  je  vais  maintenant  définir 
les  coordonnées  tétraédriques  d^un  plan. 

8.  Coordonnées  tétraédriques  d'un  plan^  —  Dans 
ce  système  de  coordonnées,  on  définit  un  plan  par  ses 
distances  k  quatre  points  fixes,  ces  distances  étant  res- 
pectivement multipliées  par  quatre  nombres  fixes  ^  ces 
produits  seront  appelés  les  coordonnées  tétraédriques 
dit  plan. 
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Choisûsant  le  tétraèdre  précédent  pour  tétraèdre  de 
référence,  je  poserai 

iX  =:  ma, , 

les  produits  X,  Y,  Z,  T  sont  les  coordonnées  tétraé^ 
driques  du  plan  considéré;  les  nombres  m,  fi,  p^  q  sont 
les  paramètres  de  référence^ 

Les  relations  (6),  (7)  et  (8)  nous  montrent  qu'un  plan 
dont  les  coordonnées  sont  X^  Y,  Z^  Ta  pour  équation 
ponctuelle 

(9)  Xx  -T-  Y^  -h  Zz  4-  Tr  =  o. 

Enfin,  V  étant  le  volume  du  tétraèdre  de  référence, 
on  a  entre  les  coordonnées  télraédriques  X,  Y,  Z,  T  d'un 
plan  la  relation 

,  (hXh-  *T  +  irZ  4-  dTY  -h  («'X  -f-  b'Y  H-  c'Z  +  iTT)» 


^'°M      H-KX-+-^''Y-hc'Z-hJ''T)»=9V». 

On  arrive  à  cette  relation  en  comparant  les  distances  du 
sommet  A,  par  exemple,  au  plan  (9),  ces  distances  étant 
évaluées  successivement  à  Taide  des  formules  (5)  et  (8)« 

La  discussion  de  Téquation  (9)  conduit  à  la  convention 
suivant^  relative  aux  signes  des  coordonnées  : 

K  On  devra  prendre  avec  le  même  signe  les  longueurs 
»  des  perpendiculaires  qui,  menées  des  points  de  réfé- 
»  rence  vers  le  plan  considéré,  sont  dirigées  dans  un 
»  certain  sens,  et  avec  le  signe  contraire  celles  qui  sont 
»  dirigées  dans  l'autre  sens.  » 

6.  Étant  donnés  deux  plans  P^  (Xi ,  Y, ,  Z| ,  Ti)  «'t 
P,(X,,  Y,,  Z,,  T,),  un  troisième  plan  P(X,  Y,  Z,T) 
passant  par  l'intersection  D  des  deux  premiers  et  tel 
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tftie 

sinPDP.       \ 
sinPDP,       ** 

aura  pour  coordonnées 

■        XXa  -t-  ttX, 
A.  =  9 

^  =    9 


T  =  îili±iîll9 


formules  dans  lesquelles 


Ip  =  sj\^  -H  fl*  +  2XfACOS0, 
e  =  P.DP,. 

Cette  proposition,  qui  est  fondamentale  dans  la  théorie 
que  je  vais  exposer,  peut  s'établir  de  la  manière  sui- 
vante : 

Par  un  des  sommets  de  référence,  A  par  exemple, 


menons  un  plan  perpendiculaire  à  Tintersection  des  plans 
considérés-,  soient  O,  D|,  D,  Dt,  les  intersections  de  la. 
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droite  D  et  des  plans  P|,  P,  P|  par  le  plan  perpendicu- 
laire; X',  ii\  (ù,  les  angles  DOD|,  DODt,  AOD,;  et  enfin 
A,  A|,  Af ,  les  distances  du  sommet  A  aux  droites  D,  Di, 
Dt ,  on  a 

As==OAsintf, 

A  =0A  sin(»  H-  f*')  =  A|  cosp'  +  OA  ces»  sin  ft% 

A,  =  OAsin(<)i>  +y-+-ft'}  =  ^cos(V-+-f*')  •+-OAcos»sin(V-hfi'). 

Éliminant  coso)  entre  les  deuie  dernières  relations,  on 
trouve 

A,  sin  y  H-  A|  sin  af              _       X,  sin  \'  +  X.  sin  a' 
A  = 7—rr-, rr-^      OU       X  =  ;— 7^7 rr —  • 

Si  maintenant  on  a  égard  aux  relations 

*^       N       sm  p'       p 

on  arrive,  après  quelques  transformations  faciles,  aux 
formules  (ii). 

Réciproquement^  si  les  coordonnés  X,  Y,  Z,  T  â^un 
plan  P  ^vérifient  les  relations 


(.2) 


)LXa-f-pX|       XY,H-pY,       XZ,-f-f*Z,        XT,H-f*T, 


•» 


ce  plan  passera  par  V intersection  D  des  plans  P,  c£  Pt, 
et  Von  aura 

sin  PDP,  _  X 
sinPDP,       ^ 

En  effet,  les  équations  ponctuelles  des  plans  Pi  et  Pt 
sont {9) 

(P,)  Xi«-«-Y,j-l-Z,f  4-T,f=o, 

(Pi)  X,j?  ^  Yj^-h  Z,»  -h  T,r  =  0; 
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et,  en  désignant  par  K  la  Yalenr  commune  des  rap- 
ports (t%),  on  aura  pour  l'équation  du  plan  P 

(P)l(X,*-4-Y,7-l-Z,a-hT,0-+-f*(X,xH-Y.r4-Z,a-+-T,r)=o; 

c^est  évidemment  Téquaiion  d'un  plan  passant  par  Tin- 
tersection  des  deux  premiers. 

D'après  les  formules  (5)  et  (lo),  les  distances  d'un 
point  quelconque  (x,  y^  z^t)  du  plan  P  aux  deux  plans  P| 
et  Pt  sont  respectivement 

leur  rapport  est  visiblement  -  diaprés  l'équation  dn 
plan  P. 

7.  L'équation  linéaire  et  homogène 
(i3)  AX-^BY  +  CZ-hDT  =  o 

représente  nn  point.  Car,  soit  une  solution  (X,  Y,  Z,  T) 
de  l'équation  (i3)  ;  le  plan  (X,  Y,  Z,  T)  aura  pour  équa- 
tion ponctuelle 

X«  H-  Yj  +  Z«  -H  T/  =  O. 

Éliminons  T  entre  cette  équation  et  la  précédente,  il 
vient 

X(A/~D«)  +  Y(Br  — Dr)-^Z(C^  — D«)  =  o. 

Or,  cette  équation  représente  un  jplan  passant  par  le 
point  fixe 

lorsqu'on  laisse  X,  Y,  Z  indéterminées.  Donc  Véqua^ 
tien    (i3),    qui    représente    la    surface-enveloppe  des 
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plans  (X,  Y,  Z,  T),  est  Véqualian  d'un  points  et  les 
coordonnées  tétraédri</ues  de  ce  point  sont. données 
par  les  équations  (i4)« 

8.  Inéquation  tangentieUe  (l*une  surface  étant 

U(X,Y,Z,T)  =  o, 

le  point  de  contact  du  plan  tangent  (Xo,  Tq,  Zo,To) 
aura  pour  équation 

avec  la  condition 

(i5  his)  D  (X, ,  T.,  Z.,  T.)  ~  o. 

En  effet,  Féquation  U  =  o  étant  homogène,  l'équa- 
tion (i5)  admettra  les  solutions  (Xo,  Yo»  Z^,  To)  et 
(Xo  -h  ^Xo ,  Yo  -f-  ^ Yo ,  Zo  -f-  rfZo ,  To  -f-  rfTo),  c'est- 
à-dire  que  les  intersections  du  plan  tangent  Po  a?ec 
tous  les  plans  tangents  infiniment  voisins  passeront  par 
le  point  (i5),  lequel  est,  par  conséquent,  le  point  de 
contact  du  plan  Pq. 

[La  suite proehainemerU,) 


SECTION  DU  TORE 
PAR  UN  PLAN  ET  PAR  UNE  SPHÈRE  BITAN6ENTS; 


Par  m.  NOMBEL, 
Élèvtf  de  rÉcole  Polytechnique. 


TbAokème.  —  La  section  d'un  tore  par  un  plan  bitan- 
gent  est  l'ensemble  de  deux  circonférences. 

Le  cercle  de  T infini  peut  être  considéré  comme  un  pa- 


Digitized 


by  Google 


(347) 
rallèle  double  de  la  surface;  donc  toute  section  plane  du 
tore  a  pour  points  doubles  les  deux  points  d'intersection 
de  son  plan  et  de  ce  cercle,  c'est*B*di^  les  deux  points 
de  Finfini  par  lesquels  passent  tous  les  cercles  de  ce  plan. 

Si  en  particulier  on  coupe  la  surface  par  un  plan  bi* 
tangent,  la  courbe  obtenue  est  du  quatrième  degré  et  a 
quatre  points  doubles;  elle  est  donc  Tensemble  de  deux 
coniques.  Or,  cbacuue  de  cea  coniques  passe  par  les  deux 
points  de  l'infini  qui  appartiennent  k  tous  les  cercles;  la 
section  se  compose  donc  de  deux  cercles. 

Ce  qui  précède  démontre  en  outre  que  Ton  ne  peut 
placer  sur  le  tore  d'autres  coniques  que  le  cercle. 

Théorème.  —  La  section  dUin  tore  par  une  sphère  i^- 
tangente  est  r  en  semble  de  deux  circonférences. 

Il  faut  d'abord  remarquer  que  la  portion  située  a  dis» 
tance  finie  de  la  courbe  d'intersection  d'une  sphère  et  d^un 
tore  est  une  ligne  du  quatrième  ordre  seulement.  La  rai- 
son en  est  que  la  sphère  contient  le  parallèle  double  du 
tore. 

Cela  posé,  considérons  une  sphère  bitangente.  Le  plan 
méridien  du  tore  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère  con- 
tient  les  deux  points  de  contact  des  deux  surfaces.  Le  cy- 
lindre projetant  la  courbe  d'intersection  sur  ce  plan  est 
du  second  degré;  il  est  d'ailleurs  évidemment  bitangent  à 
la  sphère.  Sa  courbe  d'interseciion  avec  la  sphère,  qui 
n'est  autre  que  celle  du  tore  et  de  la  sphère^  se  compose 
donc  de  deux  cercles. 

Ainsi,  la  section  d'un  tore  par  une  sphère  bitangente 
se  compose  de  deux  circonférences» 

Ifoîf,  —  M.  E.  West  nous  a  remis  une  démonstration  fondée  sur  les 
mêmes  principes.  Au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques» il  étend  à  la  cyclide  quelques  propriétés  du  tore,  travail  déjà 
fait,  et  plus  complètement,  par  M.  Mannbeim  (t.  XIX,  p.  65). 
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NOTI  SDR  LA  SECTION  DU  TORE  PAR  LE  PLAN  BlTANGEirr; 

Pae  m.  Uor  DYRION, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


J*ëcris  l'équation  du  cercle  dans  le  plan  des  xz  sous  la 
forme 

»*—  «"lang'a  -+-  (i  -h  tang'a)(x  —  rfj»=  o, 

a  étant  Fangle  de  la  tangente  ol  menée  par  Forigine  aa 
cercle,  et  ^l'abscisse  du  point  t  [voir  la  première  figure 
de  la  Note  suivante).  Pour  avoir  l'équation  du  tore,  je 
remplace  x*  par  x^  +J^*i  et  j'ai 

»'—  or'Ung'a  —  j'Ung*a  H-  (l  +  tang'a)  (V?^fjr*—  rf)*=o, 

et  si  on  coupe  par  le  plan  z=x  tanga,  on  a  pour  équa- 
tion de  la  projection 

(</ ±:jr  sin  «)' =  «Jc*  H- /* 
ou 

rf*  ±  a i/;^  sin  a  =:  j?' -*- j^*  cos*a. 

Si  maintenant  on  veut  la  section  dans  son  plan,  je  rem- 
place or  par  xcosa,  et  j'ai 

iP  ±2<^sina=  («*-+- ^•)cos'a. 

Appelant  R  la  distance  oc,  r  le  rayon  du  cercle,  on  a  im- 
médiatement 

x»{jr±ry  =  J{\ 
résultat  connu. 
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Note. 

La  proposition  sur  le  plan  bi tangent  est  due  i  M.  Yvon 
Villarcean;  elle  a  été  démontrée  très- simplement  au 
moyen  de  la  Géométrie  élémentaire  par  M.  Barbier 
(voirie  recueil  scientifique  intitulé  les  Mondes^  t.  III, 
p.  703).  J'indiquerai  ici  une  autre  démonstration  fondée 
de  même  sur  les  éléments  les  plus  simples  de  la  Géométrie, 
et  conduisant  facilement  à  la  proposition  relative  à  la 
sphère  bi  tangente. 

Il  résulte  de  la  définition  du  tore^  que  si  le  point  o 
est  le  centre  de  cette  surface  et  oz  son  axe,  toute  section 
du  tore  par  un  plan  zox  contenant  oz  est  formée  de  deux 
circonférences  égales,  dont  les  centres  c,  c\  équidistants 
du  point  o,  appartiennent  à  la  perpendiculaire  élevée  en 
ce  point  à  Taxe  oz.  Le  rayon  de  ces  circonférences  et  la 
dislance  de  leurs  centres  au  point  o  sont  invariables;  je 
nommerai  reid  ces  deux  lignes. 

Quand  le  plan  zox  tourne  autour  de  oz,  la  tan- 
gente tôt'  commune  aux  deux  circonférences  c,  c',  décrit 


un  cône  de  révolution  bitangent  au  tore,  les  circonférences 
décrites  par  les  points  f,  t' sont  les  deux  ligues  de  contact. 
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Il  esl  clair  qu'un  plan  tangent  h  ce  cône,  suivant  une 
génératrice  quelconque  tot'^  est  biungent  au  tore  aux 
poinu  t  et  l'y  et  que  sa  trace  sur  le  plan  de  Téquateur  est 
une  droite  oy^  perpendiculaire  au  plan  toz. 

La  section  du  tore  par  ce  plan  bitangent  fo^,  se  forme 
de  deux  circonférences  égales,  ayant  pour  centres  les 
points  gy  g' y  situés  sur  la  trace  oy^  à  une  distance  r  du 
point  o,  et  dont  les  rayons  sont  égaux  a  d  :  c'est  ce  que  je 
Tais  démontrer. 

Soit  mené  par  Taxe  oz  un  plan  quelconque,  ses  traces 
sur  les  plans  xo/,  toy  seront  des  droites/b/^,  boh'y  et  il 
coupera  le  tore  suivant  deux  circonférences  ^ales  ayaot 
leurs  centres  d^  d'  sur  fof\  Ces  deux  circonférences  sonl 
rencontrées  par  la  droite  bob'  en  des  points  &,  a,  a\  b'^ 
dont  le  lieu  géométrique  est  la  section  du  tore  par  le  plan 
bitangent. 

Du  point  b  je  mène  bf  perpendiculaire  à  q/*,  puis/e 

perpendiculaire  à  oy.  Les  droites  eb,  efélant  parallèles 

À  oty  ocy  les  triangles  rectangles  bfe^  cto  ont  leurs  angles 

égaux  \  donc 

eb oe il 

^''  'bf'~'7t^y 

Sur  oy  je  prends  og  =  r,  et  j'abaisse  sur  ob  les  perpen- 
diculaires guty  di.  Les  triangles  rectangles  gmo^  dio  sont 
respectivement  semblables  aux  triangles  beo^  bfo\  el 

de  là 

eb        bo 

(2)  —  =  — » 
gm       go 

(3)  ^=^". 
^    '  di       do 

Divisant  membre  à  membre  l'égalité  (2)  par  l'éga- 
lité (3),  il  vient 

eb         di  do d 

bf       g"*        go        r 
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mais 

—  ==-,     donc     gm  =  di. 
D'ailleurs 

par  conséquent,  les  triangles  rectangles  gmo^  dib  sont 
^aax  entre  eux,  et  de  leur  égalilë  résulte  celle  (les  trian- 
gles rectangles  gmb^  dio\  il  s'ensuit 

gb  =  od  =  d. 
De  ce  qu'on  a 

om  =  ib     et     oa  =  oa', 

il  faut  conclure  que 

mclz=:mb     et    ga' z=z  gb  z=z  d. 

Ainsi,  le  lieu  géométrique  des  points  h  et  a!  est  une  cir- 
conférence décrite  dans  le  plan  bitangent,  du  point  ^ 
comme  centre  avec  d  pour  rayon . 

En  prenant  sur  le  prolongement  de  oy  la  distance 
0^'=  og^  et  menant  les  droites  g'V^  g'a^  on  aura 

g'b'—gbz=id    et    g^a  =  ga'  =  d, 

c  est-à-dire  que  le  lieu  géométrique  des  points  b\  a,  est 
une  seconde  circonférence  dont  g:' est  le  centre^  et  d  le 
rayon.  Donc,  la  section  du  tore  par  le  plan  bitangent  con- 
sidéré, se  forme  des  deux  circonférences  g',  g'  qui  se  cou- 
pent aux  points  f,  t'.  La  première  proposition  est  ainsi 
démontrée. 

Pour  déterminer  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  bi- 
tangente  au  tore,  il  suffit  de  décrire,  dans  un  plan  passant 
par  Taxe  de  la  surface,  un  cercle  qui  touche  les  deux 
cercles  de  la  section  faite  par  ce  plan,  l'un  inlérieure- 
tnent  et  l'autre  extérieurement.  Soient  C,  d^  d' les  centres 
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de  ces  trois  cercles,  et  &,  a'  les  points  de  contact  :  la  sphère 
dont  C  est  le  centre  et  Ci  le  rayon  sera  bitangente  au 
tore,  aux  points  &,  a\ 

La  corde  des  contacts  ha!  passe  par  le  point  o,  centre 
de  similitude  inverse  des  circonférences  égales  d^  d'.  Par 

Fie.  Q. 


la  droite  ha'  on  peut  mener  deux  plans  bitangents  au  tore, 
parce  qu'on  peut  mener  par  cette  droite  deux  plans  tan- 
gents au  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  oz^  et  qui  a 
pour  génératrice  la  tangente  tôt'  commune  aux  deux 
cercles  dy  d\  Chacun  de  ces  plans  bitangents  coupe  le 
tore  suivant  deux  circonférences,  et  sur  Tune  dédies  se 
trouvent  les  points  &,  a  (p.  35 1)  ;  il  y  a  donc  sur  la  sur- 
face du  tore  deux  circonférences  passant  chacune  par  les 
points  h  et  a'.  Ces  deux  circonférences  appartiennent  à  la 
sphère  bitangente  au  tore  :  en  cela  consiste  la  proposition 
à  démontrer. 

Soient  g  le  centre,  et,  par  conséquent,  gha'  le  plan  de 
Tune  des  circonférences  dont  il  s'agit,  tout  se  réduit  a 
prouver  que  la  droite  C^  est  perpendiculaire  au  plan  gla\ 

On  sait  que  le  point  g  est  situé  sur  le  plan  de  Téquateur, 
à  une  distance  r  du  point  o,  et  que  les  perpendicu- 
laires gm^  di^  abaissées  des  points  g  el  d  sur  oé,  éunt 
égales  entre  elles,  on  a 

om  =  Ar,     bm  =  o/,     gb=:d  (p.  35i). 
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hm 

= 

om         bi 
oi         bm 

di 
Cm 

= 

gm 

-            hm 

,     donc     — 

gm 

__  gm 
Cm' 
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De  plus,  Cm  est  perpendiculaire  à  ba'^  car  Ci  =  Ca', 
Cette  perpendiculaire  Cm  rencontre  dd'  en  un  point  k, 
et  le  parallélisme  des  droites  hm,  di  donne 


Mais 


par  conséquent,  les  triangles  gmh^  g^C  sont  semblables, 
et  les  angles  ghm,  ^g"^  so"^  égaux  entre  eux.  Or,  Tan- 
gle  ghm  est  droit,  car  gh  est  perpendiculaire  au  plan  ohm, 
comme  intersection  des  deux  plans  ghm,  gho^  perpendi- 
culaires à  ohm',  donc,  l'angle Cg^m,  égal  à  ghm, est  droit. 
En  outre,  Tun  des  côtés  gm  de  l'angle  droit  Cgm  coïncide 
avec  Tintersection  des  deux  plans  C^m,  gba*  qui  sont 
perpendiculaires  entre  eux;  il  s'ensuit  que  la  droite  Cg 
•est  perpendiculaire  au  plan  gba\  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

De  là  je  conclus  que  toute  sphère  bitangente  au  tore 
coupe  la  surface  du  tore  suivant  deux  circonférences  dont 
les  rayons  sont  égaux  à  d,  et  qui  ont  leurs  centres  sur  le 
plan  de  l'équaleur,  à  la  distance  /du  centre  de  la  surface. 

G. 


Wn  SUR  U  «UBSTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 

pair  la  classe  de  Mathénatiqnes  spéciales  en  1858; 

Par  m.  Piearb  DËLAITRE, 

Élève  du  lycée  Bonaparte. 


Cette  question  est  énoncée  dans  le  numéro  de  Juillet 
iSSg  des  Nouv^elles  Annales  de  Mathématiques.  Réduite 

Ann.  de  Maihémat.,  i*  série,  t.  IV.  (Août  i8G5.}  23 
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k  sa  partie  essentielle,  elle  consiste  â  trouver  le  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation 

*sin*a:=:sin(*  —  a) 

comprises  entre  o  et  aTr,  A  étant  un  nombre  positif  et  a 
un  angle  aussi  donné  compris  entre  o  et  ir. 
.  Deux  professeurs  se  sont  occupés  de  cette  question 
dans  le  numéro  cité  et  dans  le  suivant.  Ils  considèrent 
les  racines  de  l'équation  comme  les  abscisses  des  points 
d^ntersection  des  deux  cûurbeà  représentées  par 

jr  =z  /isinVir, 

j:=:&in(4r  —  a). 

En  construisant  ces  courbes  [voir  p.  ^84  ^t  suiv.),  ils 
mettent  en  évidence  deux  racines  réelles  comprises  entr«  . 
o  et  an.  Ils  reconnaissent  encore  que  pour  des  valeurs 
convenables  des  données^  Téquation  peut  avoir  deuk 
autres  racines  réelles  dans  le  même  intervalle.  Afin  de 
trouver  dans  quels  cas  ces  deux  racines  existent,  ils 
cherchent  d'abord  les  conditions  pour  que  les  denx  cour- 
bes soient  tangentes;  mais  la  complication  de  leur  calcul 
ne  leur  permet  pas  d'arriver  à  des  formules  générales. 
Us  ne  font  qu'indiquer  une  règle  pratique  pour  chaque 
cas  particulier.  Abordant  ensuite  la  question  proposée, 
ils  se  bornent  encore  à  tracer  la  marche  à  suivre  dans  les 
exemples  numériques,  sans  avoir  le  soin  d'appuyer  leurs 
assertions  sur  une  démonstration  rigoureuse;  de  sorie 
qu'au  point  de  vue  théorique  la  question  ne  me  parait 
pas  épuisée. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  trouver  les  condi- 
tions générales  pour  que  l'équation 

/i  sin*  ;r  3=  sin  (x  —  a) 

ait  quatre  racines  réelles  entre  o  et  a7r. 
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Je  ferai  deux  remarques  préliminaires  : 

1®  II  sufBl  de  faire  varier  x  de  ol  à  tt  4-  a,  car  il  est 
évident  qu'en  dehors  de  cet  intervalle  l'équation  ne  sera 
jamais  satisfaite. 

2®  On  peut  toujours  supposer  a<[-.  Soit  en  efïet  a' 
une  valeur  de  a  supérieure  à  —  Posons 

d'où 

L'équation 

h  sio*  Jp  =  sin  (  j:  —  a'  ) 

deviendra 

/i  sin<x  =  —  sin  (x  -»-  a,  ) . 

En  changeant  x  en  271  —  or^  ou  a 

k  sin*  X  =  sin  {x  —  a ,  ), 

ce  qui  nous  ramène  au  cas  a  <C  --  II  suffit,  d'après  cela, 

de  faire  varier  x  de  o  à  tt,  car  entre  tt  et  tt  +  a  la  figure 
montre  qu^il  y  aura  toujours  une  racine  et  une  seule. 

Ceci  posé,  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  Téquation  proposée,  ce  qui  nous  donne 

(1)  M  -{-4/sinjr  —  /sin(x  —  a)=:o; 

la  fonction 

a  pour  dérivée 

4  cos.r       cos  (x  —  a  ) 4  cos x  sin  (x  —  a)  —  sinx  ces  (x  —  a) 

sinx         sin  (x  —  a)  sin  x  sin  {x  —  a)  ' 

qu'on  peut  écrire,  par  des   transformations  trigonomé- 

23. 
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triques  connues, 

-  I  sin  (2x  —  a)  —  -  siaa  I 

.  sin 2  sin  {x —  «) 

Pour  que  Téquation  (i)  ait  plus  d^une  racine  entre  o 
et  ir,  il  est  nécessaire  que  la  dérivée  s'annule  dans  cet 
intervalle  ou  que 

5 


ce  qui  exige 


sin  (ax  —  a)  =  -^  sina^ 


5   .      ^ 
^sina  <i 


ou 


sina<;^. 
D 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  il  y  aura  une  ra- 
cine etu  ne  seule  entre  o  et  ir,  et  par  conséquent  Féqua- 
tion  aura  deux  racines  réelles  comprises  entre  o  et  air. 

La  condition 


.      ^3 
sma  <;^ 

o 


étant  remplie,  posons 


5   . 
^sma=:smp; 

p  étant  supposé  moindre  que  -9  ce  qui  est  permis. 
La  dérivée  s^annule  quand  on  a 

2X—  a  =  p     ou     2j:  — a  =  7r — p, 

c'est-à-dire  pour  les  valeurs 

B  H-  a                 TT        B  —  a 
x=:- j      x=z ï- 


2  2  2 
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/3  étant  <]-9  la  première  de  ces  valeurs  est  plus  petite 

que  la  deuxième,  et  toutes  les  deux  sont  comprises  entre 
a  élit.  Or  a:  =  a  -h  e  donne  pour  la  fonction  un  résultat 
positif  et  x  =  K  —  E  un  résultat  négatif,  s  étant  une 
quantité  positive  suffisamment  petite  (*).  Donc  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  trois  ra- 

fi  -4-  a 

cines  est  que  le  minimum  correspondant  k soit  né- 
gatif, et  que  le  maximum  correspondant  à 

soit  positif.  On  trouve  ainsi  les  conditions 

.      S  —a                           BH-a 
sm cos 


A< 5-^-.      /'> 


2 


6  -f-  a  B  ——a 

sin' cos*  -i- 

a  2 

Ces  conditions  sont  compatibles, 'car  les  valeurs 
/A  H-  4 '  sm  -i- /sin  ^ 

^2  2 

et 

,L       A,       P— «      /       PH-« 

^2  2 

étant  un  minimum  et  un  maximum  consécutifs,  la  se- 
conde est  supérieure  à  la  première.  On  tire  de  là 

M -f- 4/ cos  1.^1^  —  /  cos  i^i-? 

^2  2 

#     .      6  H-  a                   B  —  a 
>  ih  +  4^  sin  ^ /  sm  -i- , 


(*)  On  doit  observer  que  la  fonclion  f,  quoique  discontinue  puisqu'elle 
devient  inlinie  pour  x=:o,  «,  v,  peut  être  traitée  ici  comme  une  fonc- 
tion continue,  parce  qu  on  ne  fait  varier  r  que  de  a  à.;ry  inten'alle  dans 
lequel  la  fonction  ne  devient  pas  infinie. 
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d'où 

8-1-  a          .      8  —  ot 
cos SIO 

?_< ^ 

cos»*^- sin* 


Sous  les  conditions  précédentes,  l'équation  aura  quatre 
racines  réelles  comprises  entre  o  et  2  7r. 

Le  raisonnement  ne  serait  pluA  applicable  si  les  deux 
racines  de  la  dérivée  devenaient  égales  ott  si  Ton  avait 


P 

H- 

a        TT        p  —  a 

% 

2               2 

d^où  Ton  tire 

?=i> 

et  par  suite 

. 

3 

Dans  ce  cas,  la  dérivée  a  la  racine  double  ^ 


a- 

OU 


2 

^  ^.  -•  et  si  cette  racine  annule  aussi  la  fonction 
4       ^ 

Ih  H-  4./sin  j:  —  /  sîn  {«  —  a),, 

elle  sera  une  racine  tripla  de  Téquàtion  proposée. 

On  peut  alors  présenter  les  différents  cas  de  la  ques* 

tion  dans  le  résumé  suivant  : 

3 
Premier  cas.   oc  <  Tanglé  aigu  ayant  pour  sinus  r  ou 

36«52'll^6: 

P-f-  a 
COS    *- 

A  <; -. ,     a  racines  distinctes  j, 

6  —  a 
COS*-—  - 
2 
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j     4  racines  donl  2  égales; 


cos^r 


cos 


COS^-î—i- 
7, 

}  4  racines  dîstincies; 
sin 


*< 


sin«-i- 


sin^^ 


1     4  racines  donl  %  égales; 


sm 


A  > T »     2  racines  distinctes. 

sin*  ^- 

2 

Deuxième  cas.    a  =  36°  62'  1 1",  6  : 

cos  (7 -»--) 

i&  < ~ -^  9     2  racines  distinctes  ; 

eo$*l 


(i-î) 


cos  (7  -*-- ) 

A  :rz j!^ {- ,     4  racines  dont  3  égaies  ; 

CO6* 


(i-j) 


/i^ 7^^ —-'     2  racines  distinctes. 

cos* 


"(i*?) 
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Troisième  cas.    a.  >  36°  5  a'  1 1'',  6  : 

a  <;  -  >         2  racines  réelles  distinctes. 

2 

Remarque.  —  La  méthode  que  je  viens  d'employer  est 
applicable  dans  beaucoup  de  cas  ^  lelle  permettra  de  dis- 
cuter les  équations 

h  sin"j:  :=.  sin  [x  —  a), 
h  tang"  X  =  t  ang  {x  —  a). 


^   SUR  U  DÉTELOPPfiE  DE  LA  PARABOLE; 

Par  m.  RECOQ, 

•    Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  MontpeUîer. 


Le  premier  membre  de  V équation  de  la  développée 
d'une  parabole 

i^px'  —  8  (*  —  pY 

représente^  à  un  coefficient  linéaire  constant^  près  ^  le 

carré  de  la  surface  du  triangle  qui  a  pour  sommets 
les  pieds  des  trois  normales  issues  du  point  {x,jr)  con- 
sidéré  comme  étant  un  point  quelconque  du  plan. 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan,  en  prenant  pour  axes  la  tangente  et  la  normale  au 
sommet  de  la  parabole  ;  si  S  désigne  la  surface  du  triangle 
des  pieds  des  trois  normales  issues  de  ces  points,  et  (x\y), 
(x^^y^)^  (x'",  j^'")  les  cordonnées  des  sommets,  on  a 

^'  (/'  -xi  +  .^"  ir-y)  H-  -r'"  (/  -/'} = ±  2S, 

OU,  en  substituant  à  x',  a/',  x"'  les  valeurs  — ?  :— ,  •^— -. 
'  ip    ^p    ip 
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OU 

(•)  {y-y'){}'-y■l{J'-r')  =  ^^4pS. 

Les  coordonnées  j^',^",^^'"  sont  racines  de  réqnalion 

et  comme  on  sait  que  Téquation  au  carré  des  difTérences 
de  Téquation 

admet  pour  terme  indépendant  l'expression  4P'  +  ^7Q*ï 
on  a 

c'est-à-dire,  à  cause  de  la  relation  (i), 

AppLiCÀTions.  —  I.  Lieu  des  points  tels,  que  le  triangle 
fies  pieds  des  trois  normales  menées  de  chacun  d^eux 
à  une  parabole  a  une  surface  constante. 

Il  est  clair  que  ce  lieu  a  pour  équation 


Cette  courbe  présente  deux  inflexions  aux  points 


3p 

Si  Ton  suppose  S  =  o,  elle  se  réduit  à  Téquation  de  la 
«léveloppéc»  ce  qui  devait  être. 

II.   Lieu  des  somme/ s  des  triangles  ABC  de  surface 
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constante  circonscrits  à  une  parabole  et  tels^  que  les 
normales  aux  trois  points  de  contact  A\  V^  Cf  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

On  sait  que  la  surface  du  triangle  ABC  est  la  inoitié 
(le  celle  du  triangle  A'B'C;  là  première  étant  consume, 
la  seconde  doit  Tétre,  et  par  suite  le  point  de  rencontre 
(et,  p)  tles  trois  normales  décrit  la  courbe  dont  il  vient 
d'être  question  et  dont  Téquation  est,  en  appelant  ici  S 
Taire  du  triangle  ABC, 

(a)  2.y^jp»_8(a  — /;)V—  i6S»~o. 

Il  suffit  donc,  pour  connaître  le  lieu  des  points  A,  B,  C, 
d'exprimer  a,  /3  en  fonction  des  coordonnées  de  Vixn 
d'eux. 

Or,  soient  (x\y')j  (x'\j")^  (^''^>^"^)  1^»  coordonnées 
des  trois  points  de  contact,  c'est-à-dire  des  pieds  des  trois 
normales  issues  du  point  (a,  /3  )  :  les  coordonuées^',/^,/^ 
sont  l«s  racines  de  l'équation 

r*  -*-  ay?  (/?  —  et) y  —  ?./;'p  =  o, 

d'où  il  suit 

y'  ^y''  ^y'"=io. 

Or,  les  coordonnées  du  point  C  fourni  par  l'intersection 
des  tangentes 

yyz=p'(x^x'),     yy^=:p[x'^-a:") 
étant 

j'y" 

7. 
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il  vieot,  k  cause  des  relations  précédentes, 

y 

d^où,  en  muliipliant^ 

On  connaît  ainsi  13'  en  fonction  des  coordonnées  de  C. 
D'autre  part,  on  peut  obtenir  la  yaleur  de  p  —  a  en 
observant  qu'on  a 


ou 


(à  cause  des  valeurs  x  =  - — f     r  = ) 


px  —  2  j^» 

n  reste  à  porter  les  valeurs  de  ;i/3  et  de  p  —  a  dans 
la  relation  (a)  pour  avoir  Tëquation  du  lieu.  C'est  une 
courbe  du  sixième  degré, 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  qui  permet 
de  la  discuter  aisément  ;  mais  il  est  bon  d'examiner  préa- 
lablement le  cas  particulier  où  S  ==  o.  Alors  deux  des 
trois  normales  se  confondent,  et  Ton  voit  que  la  para- 
bole doit  faire  partie  de  la  courbe  ;  cela  se  vérifie  d'ailleurs 
parle  calcul;  car,  si  dans  l'équation 

(3)  a  {iy^  —  pxy  —  vip^s^y"  i=  o, 

on  fait  j-'  =  apx,  on  a  une  identité. 
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Il  importe  maintenant  de  faire  apparaître  le  facteur 
r*  —  ^px  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (3) 

2(2/*  —  px)*  —  ^l'jp^x'jr^. 

Par  un  calcul  que  nous  supprimons,  on  trouve  que 
Téquation  (3)  peut  s'écrire 

(4r'  -*-  p-'Y  ix'  —  ^p^)  =  o> 

c'est-à-dire  que  : 

Le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  tangentes 
à  une  parabole  menées  aux  deux  pieds  des  normales 
issues  d'un  point  quelconque  de  sa  développée  est  une 
parabole  dont  l'équation  est 

On  en  conclut  que  V enveloppe  de  la  droite  qui  joint 
ces  deux  pieds  est  une  conique^  car  ce  lieu  est  la  polaire 
réciproque  de  la  courbe  précédente  relativement  à  la  pa- 
rabole donnée. 

Cette  conique  est  une  autre  parabole 

j'-h  l&px:=i  o. 

En  revenant  au  cas  général  où  la  valeur  de  S  est  quel- 
conque, on  peut  mettre  Téquation  du  lieu  sous  la  forme 

équation  facile  à  discuter. 
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SOLUTION  DE  OUESTIONS 
PROPOSfiES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  691 

(TOimérie,  UlII.p.  €1); 

Pae  mm.  a.  GRASSAT  st  DESQ, 

Élèves  du  lycée  de  Lyon. 

Trouver  r équation  de  la  surface  qui  est  le  lieu  des 
courbes  de  contact  des  cônes  ayant  un  point  fixe  pour 
sommet^  et  circonscrits  aux  ellipsoïdes  d^ un  système 
honiofocal  donné.  (Strebor.  ) 

UéquatioD  d'un  des  ellipsoïdes  étaut 


b^ 


c^-f-X 


la  courbe  de  contact  du  cône  ayant  le  point  (a,  j3,  y) 
pour  sommet  est  représentée  par  cette  équation  et  par 


7«     _ 


fl»-+-l 


I. 


On  obtiendra  le  lieu  demandé  en  éliminant  X  entre  ces 
deux  équations^  qu'on  peut  remplacer  par  les  suivantes  : 

-I-     ■    -■'     ■ ;; %  J? 


j^(M  — «r)     g(P^  — 7r) . 


— r» 


ou 


-f-  z(a8  —  yx) 


•  b^z[az  ■ 
b^c'{x- 


yx)\  =:0, 
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(y-p)À«+x(px-,a^) 

-t-(a'H-c'){7-{J) 


-f-«'ï(p«— ^j')  1=0. 
+  «'c'(j'-p)      ) 


Or,  quand  on  a  deux  équations 

A')l'  +  B'3n-C'  =  o, 
le  résultat  de  l'élimination  de  \  est 

(  AC  —  CA')'  =  (  AB'  —  BA')(BC'  —  OB'). 
Dans  le  cas  actuel, 

AC'  —  CA'=c*«(x  —  «)(px  —  a^) +  «»«;*  — «)(P« -7/) 

-(-«»««(*- .){r  -  p)  -  <rv(r-  p)(«/-|i'i 

+  «[«•('-«)  (P*-7r)-*'{r-P)(«»-7'!]- 
On  trouve  de  même 
AB'-BA'  =  {a«~é'J(x-a)(/— p)H-(px-«/) 

+  »[(*-«){p'-yr)-b-P)(«*-7')j' 
BC  - CB'  =  c«j(«'-  *'){* -  a)(r- P)  +  (P*- «r) 

•  x[x(x-«)H-r(r-P)]l 

+  «>'A»+6V»H-a»f»)(«  — 7){p«  — «/) 
+  8[(a'-  6')«(p2  -  7/)(ai  -  v«) 
+  (*'—  c»)x(ar— Px){«z  — 7X) 

-H  (a' -  cV(P^  -  «r)(P«  -  7r)]- 
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Donc,  en  posant    . 

(a«  ->  b^){a:  -  a)(/-  p)  H-  (fx  -  «j)  [x{x  ^  a)  -+-  (r  -  p)]  -  P, 

(•*-«)(P«~7r)-(r--P)(«^--v*)  =  Q% 

(««^» -h  é»'c»  H- flV»)  (a  —  7)(par  —  «/ )  ==  R, 

*(a»-^»)(P»-77)(«2-7x)H-x(^'-^e>Xar-P^)(««-7*) 
-hjr(a>-c»)(Px-ar)(p*-7r)  =  S, 

Fëqualion  de  la  surface  peut  s'écrire 

(Pi:»-hQz)«=(P-+-Q'»)(Pr--hR«~hSzW 
P'c*  -h  aPQi:*»  H-  Q«z»  =  PV  H-  Pz(R  h-  S) 

-f-Q'z(Pc*-+-R»H-S*); 

elle  se  décompose  donc  en  2  =  0,  ce  qui  donne  le  plan 
des  xj  et 

aPQc» -h  Q'z  =  P(R  -+-  S)  -f-  Q'(Pr<  -h  R«  -f-  S«) , 

ce  qui  représente  une  surface  du  sixième  degré. 
Sa  trace  sur  le  plan  des  xy  est  représentée  par 

aPQc'  =  P(B-hS)-4-PQ'cS 

qui  se  décompose  en  P  =  o,  c'est-à-dire 

(«'-*0(^-«)(j^-p) 
-h(px-ar)[*(x-a)-+.jr(^_P)].=  0, 
et 

2Qff»=RH-S-l-Q'c\ 
c'est-à-dîre 

2r»7[6^x(/  —  P)  —  a'y,(x  —  a)] 
^  — 7{px—  a/-)  {aH^  -h  ^*c'-f-  a'r»)  —  yx^(b^^c^)  [ay  —  px) 

-  7r'{«'-  ^')  (P-p -  «r)  H-  7^  («r  -  P')- 

La  première  représente  une  strophoïde  oblique  pas- 
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sant  par    le  poiot  P{a,  p),  par  ses  projections  Q,  R 
sur  les  axes;  les  tangentes  en  P  sont  perpendiculaires,  et 
l'asymptote  est  parallèle  à  OP. 

La  deuxième  passe  aussi  par  le  point  (or,  |3),  a  ane 
asymptote  parallèle  à  OP.  Dans  le  cas  où  Tellipsoïde 
donné  est  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  a=zh, 
cette  équation,  qui  peut  s'écrire 

-4-  (ay  —  px)  [a  (x^  -+-  ^2)  («a  —  c»)  —  û*  —  c*  —  la^f]  =  0, 
se  décompose  en 

aj  — par=:o, 

c'est-à-dire  la  droite  OP,  et 

ce  qui  représente  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre. 
Comme  cas   particulier,    supposons   que    la    surface 
donnée  est  une  sphère  :  on  aura 

s  est  identiquement  nul, 

et  l'équation  de  la  surface  devient,  en  remplaçant  Q  et  R 
para«Q'et3a»Q', 

ia*Pq'  -h  a*q'H  =:  3û<PQ'  -t-  Q' (««P  -h  3fl«Q'«), 
ce  qui  se  réduit  k 
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ce  qui  se  décompose  en 

Q'  =  o, 
c^esl-i-dire  les  deux  plans 

a  — 7  =  0, 

et 

P-hQ'z  =  o, 

c'est-à-dire 

(px  — ar)  [*(*  —  «) -+-r(r—P)^- »(»  — 7)]  =  o; 
le  lieu  est  donc  la  sphère 

j:(x  —  a)  -+-r  (r  —  P)  -+-  2(2  —  7)  =  o. 

qui  a  pour  diamètre   la  droite  joignant  Torigine  au 
point  («,13,  y). 

Note,  —-  M.  E.  Dabois,  élève  du  lycée  Gharlemagne  (clatBa  de  M.  Hau- 
•er),  a  aussi  résolu  la  même  question. 


Question  720 

(T0lrp.*ê); 

Pae  m.  chemin, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 

Soient  Xy  jf  z  trois  fonctions  et  une  variable  indé^ 
pendante  t,  satisfaisant  à  la  condition 

(l)  «»-+-jr«-+-»»=i; 

soient  x',  y  y  z'^  ^'',  J^'S  «"  ^"''-^  dérii^ées  premières  et 
secondes  par  rapport  à  t. 

Les  neuf  quantités  x,y^  z^  x'^  y',  «',  x^^y"^  z"  véri- 
fient identiquement  V égalité 

AC  — B»  — A»  =  D% 
Amn.  de  Mëthénuit.,  1*  série,  t.  lY.  (Ao«t  i865.)  «4 
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dans  laquelle 


A  r=  y  »  -+-  /'  -4-  Z\ 

C  —  or^'H-j'^'  +  z"», 

D  =  x(y «"  —  zy  )  -^yz'jc"  -  x'»") 


-4-r(x>"~yr' 


(Catàlaw.) 

Prenons  la  dérivée  première  et  la  dérivée  seconde  de 
l'équation 


nous  avons 


(0 


x'  H-  ^'  -h  z'  =  I  ; 


'  -^yf  -^  ZZ'=Z0^ 


y»  -h  y^  -H  z"  +  j:x"-|-  //'  -+7  zz"  =:  O. 


j; 

J 

z 

j' 

y 

z' 

x" 

jr" 

z' 

La  quantité  D  peut  s'écrire  sous  forme   du  détcr* 
minant 


D  = 


Formons  à  la  manière  ordinaire  le  carré  de  ce  déter- 
minant : 

x'  H-  j^»  -h  z»         xx'  -h  y/ -h  zz'     xy  4-  y  y"  -+-  zz" 

I  xx^-^yf-it'Zz'*  a:'x*'4-//'-hzV'  x"'-»-^'»-!- z"^ 

Cette  quantité  devient,  en  faisant  les  substitutions  et 
remarquant  que  xx^  -f-  yy"  H-  zJ*  =  —  (x"  -f- j^'*  +  z'*), 

I  o  —A 

D»=i           o  A  B 

-  A  B  C 
ou,  en  dévek>ppant, 

D"=AC  —  B>— A». 

c.    Q.    F.    D. 
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Note.  —  Solution  analogue  par  MM.  Graindorge,  élèTO  ingénieur  des 
mines  à  Liège;  de  Virieu,  professeur  à  Lyon;  Wohigeinuth,  précepteur 
à  Rugen  (LiTonie);  F.  Richard,  élève  du  collège  Chaptal;  Grassat,  du 
lycée  de  Lyon;  L.  Cousin;  Gerhardt  et  Joly,  de  Sainte*Barbe  (classe  de 
M.  Moutard);  Maze,  du  lycée  de  Toulouse;  Léon  Bailly,  répétiteur  au 
lycée  d'Orléans;  le  P.  Autefage,  S.  J.;  Rezzonico,  de  Morate;  M.  Lucien 
Bignon,  de  Lima  (Pérou  ). 


Même  question^ 

Pah  m.  a.  s., 
Élève  de  TÉcole  Polytechnique. 

L'égalité  à  démontrer  esc-  la  iraduction  analytique  de 
quelques  propriétés  des  courbes  gauches. 

Nous  pouvons  considérer  x,  y,  z  comme  les  coor- 
données d*un  point  M  d'une  courbe  gauche  située  sur  la 
sphère  x'-|-j^'-l- 2*=  i.  En  effet,  soit  p  le  rayon  de 
celte  courbe  au  point  M  (j:,  y,  z).  Ce  rayon  est  le 
même  que  celui  de  la  section  de  la  sphère  par  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  au  point  M.  Donc  il  a  pour  va- 
leur p*=  ï  — p*,  p  distance  du  centre  de  la  sphère  au 
plan  osculateur. 

Or  on  sait  que 


/^  = 


^djrdH  —  dzd^xY  -+-  (dzd'x  —  dxd^z^  -h  [dxd^x  —  dyd^xY  ' 

et  comme 

I  _  (rfr«  -»■  dy^^dt") (rf»x)»-H  (d^xY -^  {^^^Y  —  (dxd*af-hdrd\r -h dzd'zY 
p*"  ds' 

AC  — B» 

I       (dxd'z  —  dzd^Xy-^{dzd^X'-dxd*zY'h{dxd^X'^dxd*xY_l>*  J^ 
P"**  d?  ""Â«V'' 


p»"~      p»      "~A*'      ^  ""'"*"  A*' 


^4. 
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par  suite 

AC  —  B»  D» 

C.    Q.    F.    D. 

Note.  ~  M.  H.  ViolUnd,  de  Strasboarg,  a  démontré  le  théorème  de 
M.  CetaUn  à  l'aide 'de  considérations  empruntées  à  la  Mécanique,  et  oà 
intervient  aussi  le  rayon  de  courbure. 


Question  733; 
Paa  m""  LÉoifiDB  LECHAUCEY. 

Si  les  six  points  P,  Q,  A,  B,  C,  D  sont  sur  une  même 
conique,  les  points  fl^ intersection  des  droites  PA,  QB; 
PB,  QA;  PC,  QD;  PD,  QC  sont  sur  une  conique  qui 
passe  par  les  points  P  et  Q.  (Câyley.) 

Soient  M,  N,  R  et  S  les  points  ainsi  obtenus;  le  pro- 
blème revient  à  démontrer  que  les  points  de  concours 
des  droites  MN,  RS;  PC,  QA;  PA,  QC  sont  en  ligne 
droite. 

Les  pôles  des  droites  MN  et  RS  sont  sur  la  droite  PQ, 
donc  cette  droite  est  la  polaire  du  point  (MN) .  (RS).  Or 
les  polaires  des  points  (PC).(AQ);  (PA) .  (QC)  se 
coupent  sur  la  droite  PQ,  ce  qui  démontre  que  les  trois 
points  sont  en  ligne  droite. 

Note.  —  Solution  analogue  de  M.  Andoynaud,  professeur  au  lycée  de 
Poitiers. 


Même  question*^ 

Vkti  M.  GAZÈRES, 

Élère  du  lycée  de  Bordeaux. 

Les  deux  faisceaux  P(ABCD),  Q(ABCD)  sont  ho- 
mographiques;    par    suite,    les    faisceaux    P(ABCD), 
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Q(BADC)   le   sont   aussi.    Donc   les    intersections   des 
rayons  homologues  de  ces  deux  derniers  faisceaux  PA, 
QB;  PB,  QAj  PC,  QD;  PD,  QC  sont  sur  une  conique 
passant  par  les  points  P  et  Q. 

JVoi«.— Solutions  analogues  de  M9f.  Graasat,  Autefage,  Violland,  Al- 
bert Parel.  MM.  G.  Puel  et  Viant,  du  Prytanée  militaire;  Carrière,  du 
lyeée  Louis-lo-Grand,  donnent  en  outre  le  théorème  corrélatif  déduit  de 
la  théorie  des  polaires  réciproques.  M.  G.  Pontou,  du  lycée  Saint-Louis 
( classe  de  M.  Vacquant),  fait  voir  que  le  point  N  est  sur  la  conique 
(MQRTP),  en  s'appuyant  sur  ce  théorème  :  Lorsque  trois  coniques  oni  une 
corde  commstne,  les  trois  autres  cordes  communes  de  ces  coniques  prises  deux 
à  deux  passent  par  un  même  point.  Solutions  analytiques  de  MM.  Carrière, 
Lerosey,  du  collège  Chaptal. 


BULLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier^YillarSf  quai  des  Augustins,  55.) 


xvra. 

Chasles.  —  Traité  des  Sections  coniques,  faisant  sui>te 
au  Traité  de  Géométrie  supérieure.  Première  partie. 
In-8^  de  xiv-368  pages  et  5  planches;  i865*  Paris, 
•Gauthier-Villars.  —  Prix  ;  9  francs. 

M.  Chasles  vient  de  publier,  sous  le  titre  de  Traité  des  Sec- 
tions coniques^  la  première  partie  du  grand  ouvrage  qui  doit 
présenter,  dans  un  encliaîneinent  systématique,  les  diverses  ap- 
plications des  principes  et  des  procédés  de  démonstration  expo^ 
ses  dans  le  Traité  de  Géométrie  supérieure^  à  toutes  les  parties 
de  la  Géométrie  pure,  soit  sur  le  plan,  soit  dans  Tespace. 

Le  Traité  des  Sections  coniques  se  composera  de  deux  volumes  ; 
le  premier  parait  seul  aujourd'hui  (*).  Les  matières  qu*il  renferme 

(*)  Cet  ouvrage,  sorti  des  presses  de  M.  Gauthicr-Villar»,  siiccosseur  de 
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ont  presque  toutes,  et  plusieurs  fois  depuis  1 846  (  date  de  la 
création  de  la  chaire  de  Géométrie  iupérieurç)^  fait  le  sujet  du 
cours  professé  par  M.  Chasies  à  U  Sorbonne.  Les  personnes 
à  qui  il  a  été  donné  de  suivre  ces  savantes  et  instructives  leçons 
se  retrouveront  donc  sur  un  terrain  en  partie  connu  par  elles. 

Le  programme  tracé  dans  V Introduction  au  Cours  de  Géomé- 
trie supérieure  est  vaste.  L'auteur  y  fait  pressentir  qu'il  donnera 
successivement  au  public  des  Traités  relatifs  aux  coniques  planes, 
aux  coniques  sphériques,  aux  surfaces  du  second  ordre,  aux 
courbes  planes  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  aux  pro- 
priétés générales  des  courbes  et  des  surfaces  de  tous  les  ordres, 
aux  courbes  à  double  courbure  et  aux  surfaces  réglées  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré,  etc.  Les  personnes  qui  s'inté- 
ressent à  la  Géométrie  attendaient  donc  l'apparition  du  premier 
anneau  de  cette  longue  chaîne,  avec  une  impatience  d'autant 
plus  légitime,  qu'on  savait  parfaitement  qu'à  part  quelques  dé- 
tails peut-être,  l'auteur  possédait  en  manuscrits  les  matériaux 
nécessaires  à  la  réalisation  de  ses  promesses.  En  effet,  les  leçons 
de  la  Sorbone  venaient,  chaque  année,  soulever  quelque  coin 
nouveau  du  voile  aux  auditeurs,  au  moins  dans  la  mesure  où 
leurs  études  préparatoires,  le  plus  souvent  incomplètes  dans  cet 
ordre  d'idées,  leur  permettaient  de  suivre  avec  quelque  profit 
les  développements  donnés  par  le  professeur. 

M.  Chasies,  sollicité  par  ce  désir  fréquemment  exprimé,  com- 
prenait sans  doute  qu'il  mettait  quelque  retard  à  y  répondre. 
D'antres  ouvrages  ou  de  simples  Mémoires^  calqués  sur  ses  mé- 
thodes, ou  inspirés  par  ses  écrits,  faisaient  d'ailleurs  dans  son 
domaine  des  incursions  qui  pouvaient  ôter  quelque  chose  au 
plaisir  de  la  surprise  et  de  la  nouveauté.  Mais,  d'une  part,  des 
fonctions  publiques  très-mu Itipliées  devaient  abréger  singulière- 
ment les  moments  que  l'auteur  était  en  mesure  de  consacrer  au 
travail  assidu  et  souvent  ingrat  d'une  rédaction  définitive,  tan- 
dis que  son  esprit  inventif,  l'entraînant  sans  cesse  vers  de  nou- 

M.  Mallet-Bachelier,  est  remarquable  par  la  pureté  et  la  correction  da 
teite,  ainsi  que  par  la  l>eauté  des  fisures  gravées. 
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▼ettix  sujets,  le  détournait  du  but  trâcé,  pour  lui  faire  goûter 
le  charme  des  découvertes.  D'autre  part,  il  voulait  écrire  pour 
la  postérité,  et  ne  graver  sur  l'airaiii  qu'un  texte  longtemps  mé* 
dite  et  irréprochable.  Les  savants,  comme  les  écrivains,  qui 
ont  en  main  un  burin  de  cette  trempe,  sont  en  générai  peu 
impatients  de  produire  leurs  œuvres.  Ils  savent  bien  que,  mal- 
gré leurs  retards  calculés,  la  priorité  leur  est  rendue,  partout 
où  il  est  juste  qu'elle  le  soit,  et  qu'ils  n'ont  pas  besoin,  pour 
être  reconnus,  de  s'écrier  :  Me!  me!  adium  qmfeci! 

Le  volume  dont  nous  voudrions  donner  ici  un  rapide  aperçu 
ae  divise  en  dix-neuf  Chapitres,  dont  voici  le  sujet. 

Le  Chapitre  I  expose  deux  propriétés  fondamentales  qui  se 
prêtent,  au  même  titre  et  avec  la  même  fécondité,  aux  deux  genres 
de  propositions  et  de  déductions  qui  forment  une  théorie  com- 
plète des  sections  coniques,  savoir  :  aux  propriétés  relatives  aux 
points,  et  aux  propriétés  relatives  aux  droites  et  aux  tangentes. 

Ces  deux  propriétés  fondamentales  dérivent  elles-mêmes, 
comme  conséquence  immédiate,  d'un  théorème  unique,  qui  sert 
de  base  à  tout  l'ouvrage,  et  qui  est  ainsi  conçu  : 

Les  droites  menées  de  quatre  points  a,  A,  r,  d  d'une  conique  y 
à  un  cinquième  point  queiconque,  ont  un  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  points  dans  lesquels  les  tangentes  en  û, 
b,  Cy  d  rencontrent  une  cinquième  tangente  quelconque. 

Le  Chapitre  II  fait  connaître  plusieurs  théorèmes  généraux  ei 
très-importants,  qui  se  déduisent  immédiatement  des  deux  pro- 
|)riétés  fondamentales.  Ce  sont  les  théorèmes  de  Pappus,  de 
Desargues,  de  Pascal,  de  Carnot,  et  leurs  corrélatifs  par  voie 
de  dualité,  parmi  lesquels  se  trouve  celui  de  Brianchon.  Ce 
sont  aussi  les  équations  générales  des  sections  coniques,  expri- 
.  mées  en  fonction  des  distances  des  points  de  la  courbe  à  trois 
droites  fixes  ou  des  tangentes  de  la  courbe  à  trois  points  fixes; 
c'est  enfin  Téquation  de  Descartes,  bien  connue  par  l'usage 
exclusif  qu'on  en  fait  dans  les  ouvrages  désignés  habiluellenient 
sous  le  nom  de  Traités  de  Géométrie  analjtique. 

Les  théorèmes  dont  il  vient  d'être  question  donnent  lieu  à 
divers  corollaires  et  conséquences  qui  font  le  sujet  du  Cba- 
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pitre  in.  Noos  citerons  une  solution  élégante  du  problème  k- 
meoz  de  la  trisection  de  l'angle,  plusieurs  propriétés  métriques 
relatives  à  Thyperbole  et  à  la  parabole,  la  construction  des  co- 
niques déterminées  par  cinq  points  ou  cinq  tangentes,  et  enfin 
celle  du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  conique,  dont  on 
connaît  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres  points. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  une  extension  des  théorèmes 
généraux  du  Chapitre  II.  On-  y  trouve  la  description  organique 
des  coniques  de  Newton,  les  théorèmes  de  Mac-Laurin  et  de 
BraiLenridge,  d'autres  propositions  encore  plus  générales  qui 
en  découlent,  et  dont  quelques-unes  sont  dues,  soit  à  ces  deux 
géomètres,  soit  à  M.  Poncelet. 

L'importante  théorie  des  pôles  et  polaires,  celle  des  points  et 
des  droites  conjugués,  les  propriétés  des  quadrilatères  inscrits 
ou  circonscrits  à  une  conique,  celles  relatives  aux  cordes  d'une 
conique  passant  par  un  même  point  ou  aux  angles  circonscVits 
ayant  leurs  sommets  sur  une  même  droite,  font  le  sujet  du 
Chapitre  V.  On  y  trouve  d^élégants  théorèmes  dus  à  M.  O.  Hesse, 
et  une  explication  très-claire  de  ce  qu'il  faut  entendre  par  un 
quadrilatère  imaginaire  inscrit  ou  circonscrit  à  une  conique.  Ces 
quadrilatères  imaginaires  jouent  un  rôle  important  dans  plu- 
sieurs questions,  et  contribuent  surtout  à  simplifier  les  recheiv 
ches  et  les  démonstrations  et  à  généraliser  les  énoncés. 

Le  Chapitre  V  se  termine  par  la  solution  de  divers  problèmes 
relatifs  à  la  construction  de  coniques  déterminées  par  des  condi- 
tions données,  dans  lesquelles  plusieurs,  par  exemple  quatre 
points  ou  quatre  tangentes,  sont  imaginaires. 

Le  Chapitre  VI  traite  des  diamètres  et  du  centre  des  coniques 
et  de  leurs  diamètres  conjugués.  L'auteur  y  donne  un  grand 
nombre  de  relations  métriques,  dont  plusieurs  ne  se  ren- 
contrent pas  habituellement  dans  les  Traités  de  Géométrie  ana- 
lytique. 

Le  Chapitre  VII  apprend  à  mener,  par  un  point,  des  nor- 
males à  une  conique,  ou  des  obliques  sous  un  angle  donné.  La 
solution  est  amenée  par  la  démonstration  préalable  de  plusieurs 
théorèmes  intéressants,  qui  sont  la  conséquence  de  Tégalité  du 
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rapport  «nhamionique  de  quatre  poinra  eo  ligne  droite  et  de 
celui  des  polaires  de  ces  points. 

Le  Chapitre  yill  a  pour,  objet  la  théorie  des  divisions  Homo-* 
graphiques  sor  une  conique.  M.  Chastes  appelle  ainsi  deux  sé- 
ries de  points  pris  sur  la  courbe,  tels,  que  les  droites  menées 
de  ces  points  à  un  autre  point  de  la  conique  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques.  La  considération  de  ces  divisions  est 
utile  dans  plusieurs  questions,  notamment  dans  la  théorie  des 
coniques  qui  ont  un  double  contact.  Elle  fournit  aussi  une  so- 
lution intuitive  des  deux  problèmes  suivants,  résolus  pour  la 
première  fois  par  M.  Poncelet: 

I**  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  tous  les  côtés 
passent  par  autant  de  points  donnés; 

a*  Circonscrire  h  une  conique  un  polygone  dont  les  sommets 
soient. situés  sur  autant  de  droites  données. 

Le  Chapitre  IX  expose  la  théorie  des  courbes  polaires  réci- 
proques, et  celle  des  coniques  homographiques  et  horoologiqnes. 
On  y  troove  de  nombreuses  relations  de  segments,  utiles  dans 
les  applications.  C*est  par  la  considération  des  coniques  homo- 
logiques  que  l'auteur  introduit,  de  la  manière  la  plus  simple  et 
la  plus  naturelle,  dans  le  Chapitre  X,  la  notion  àe&foyersy  et 
parvient  à  démontrer,  sans  calculs,  toutes  les  propriétés  descrip- 
tives ou  métriques  de  ces  points.  Le  problème  dont  la  solution 
sert  de  point  de  départ  dans  cette  branche  de  la  théorie  des  co- 
niques est  le  suivant  : 

Une  conique  étant  donnée,  on  demande  de  détcrmfner  le  centre 
d^homologiCj  de  manière  que  la  conique  homologique  soit  un 
cercle. 

Il  7  a  deux  solutions,  et  les  deux  centres  d'homologie  ainsi 
trouvés  sont  les  foyers. 

Quelques  géomètres,  et  à  leur  tête  M.  Pincker,  à  qui  cette 
conception  est  due  (i833},  définissent  les  foyers  en  disant  que 
ces  points  sont  les  deux  sommets  réels  da  quadrilatère  imaginaire 
circonscrit  à  la  courbe^  et  dont  les  points  de  concours  des  côtés 
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Opposés  sont  les  deux  points  imaginaires  situés  à  l'infini  sur  un 
cercle.  Cette  notion,  qui  sous  un  caoncé  peu  différeot  a  l'avantage 
de  s'appliquer  aux  courbes  d'un  ordre  quelconque,  ne  pouvait 
servir  de  définition  dans  une  théorie  des  coniques  bien  ordonnce. 
Biais  il  était  utile  de  ne  pas  la  passer  sons  silence,  car  elle  est 
féconde  et  procure  des  démonstrations  intuitives  de  certaines 
questions,  particulièrement  dans  la  théorie  des  coniques  homofo- 
cales.  L'auteur  fait  connaître  les  considérations  par  lesquetles 
elle  se  trouve  le  plus  naturellement  amenée. 

Le  Chapitre  XI  résout  diverses  questions  ayant  pour  objet  de 
faire  la  perspective  ou  la  Bgure  homologique  d*une  conique 
lorsqu'un  ou  deux  points  donnés  deviennent  les  foyers  de  la 
nouvelle  courbe. 

Les  théorèmes  de  Steiner,  de  Lamé,  et  divers  autres  relatifs 
aux  propriétés  d'involution  de  plusieurs  coniques  circonscrites 
ou  inscrites  à  un  quadrilatère,  font  l'objet  du  Chapitre  XIL  On  y 
voit  ce  qu'il  faut  entendre  par  le  rapport  anhannonique  de 
quatre  coniques  circonscrites  à  un  même  quadrilatère,  notion 
fort  utile  dans  la  théorie  des  courbes  du  troisième  et  du  qua- 
trième ordre. 

Le  Chapitre  XIIl  traite  des  cordes  communes  à  deux  coniques 
ou  axrs  de  symptose  et  fait  connaître  leur  construction  dans 
tous  les  cas.  Ce  sujet,  qui  jusqu'ici  avait  laissé  beaucoup  à  dé- 
sirer, au  point  de  vue  de  la  simplicité  et  même  de  la  rigueur  des 
démonstrations,  est  traité  de  main  de  maître.  On  en  peut  dire 
autant  du  Chapitre  XIV,  où  il  est  question  des  points  de  con- 
cours des  tangentes  communes  à  deux  coniques,  ou  poinu 
ombilicaux» 

Le  Chapitre  XV  fait  connaître  les  relations  qui  existent  entre 
les  cordes  communes  et  les  ombilics  de  deux  coniques.  On  y 
trouve  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  belle  proi)osition 
due  à  M.  Poncelet,  savoir  : 

Deux  coniques  quelconques  sont  deux  figures  homologiqueSy 
dans  lesquelles  Vaxe  d'Aomologie  e^t  une  corde  commune  et  if 
centre  d 'homologie  est  un  ombilic  correspondant  à  cette  corde. 
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Le  même  Chapitre  traite  des  coniques  homothétiques,  et  fiiil 
connaître  leur  construction  dans  divers  cas  donnés*  Il  se  ier« 
mine  par  la  solution  générale  de  ce  problème  difficile^  que 
Desargues  paraît  avoir  résolu  le  premier^  mais  par  d'autres  roé~ 
thodes  : 

Étant  données  deux  coniques,  en  faire  la  perspective ^  de  ma-^ 
mère  qu'elles  deviennent  deux  coniques  homofocales^  ou  deux 
cerclesy  ou  deux  hyperboles  équilatères  ayant  un  foyer  commun^ 
ou  deux  paraboles  ayant  un  foyer  commun  y  etc. 

Le  Chapitre  XVI  renferme  les  propriétés  de  trois  et  de  quatre 
coniques  passant  par  quatre  mêmes  points  ou  tangentes  à  quatre 
mêmes  droites,  et  le  Chapitre  XVII  des  théorèmes  généraux  re- 
latifs aux  points  d'intersection  de  trois  coniques  quelconques 
et  aux  tangentes  communes  à  ces  courbes  prises  deux  à  deux. 
Enfin  le  Chapitre  XVIII  contient  aussi  des  propriétés  très- 
variéesi  dont  la  plupart  n'éuicnt  pas  connues,  relatives  à  des 
coniques  circonscrites  ou  inscrites  à  un  même  quadrilatère. 

Ces  trois  Chapitres  sont  peu  susceptibles  d'être  analysés,  à 
cause  de  la  diversité  des  propositions.  Ils»  sont  fort  importants  et 
auront  de  nombreuses  applications  dans  diverses  théories,  et 
notamment  dans  celle  des  coniques  homofocales.  Parmi  les 
nombreux  théorèmes  qu^ils  contiennent,  nous  citerons,  par 
exemple,  les  deux  suivants  : 

I*  Quand  deux  conjques  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère, 
les  huit  points  de  contact  sont  sur  une  même  conique,  et  les  tan- 
gentes menées  aux  deux  coniques  données,  par  chaque  point  de 
celle-ci,  forment  un  faisceau  harmonique; 

2*  Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  à  un  même  quadri" 
latère^  leurs  tangentes  aux  sommets  des  quadrilatères  sont  huit 
tangentes  d^une  même  conique,  et  chacune  des  tangentes  de  cette 
conique  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  coniques 
données. 

Le  Chapitre  XIX,  qui  termine  le  volume,  traite  des  coniques 
ayant  un  double  contact.  La  théorie  des  divisions  homogra- 
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phiques  sur  une  conique,  exposée  dans  le  Chapitre  YIII,  trouve 
ici  dHm portantes  applications,  et  fournit  des  démonstrations  in- 
tuitives de  théorèmes  qui  semblent  difficiles.  IVous  citerons  au 
hasard  le  suivant  : 

Si  un  angle  de  grandeur  donnée  tourne  autour  de  son  sommet 
situé  sur  une  conique^  les  cordes  que  cet  angle  intercepte  dans  la 
courbe  enveloppent  une  conique  qui  a  un  double  contact  avec 
la  proposée;  les  deux  points  de  contact  (imaginaires)  sont  tour- 
jours  les  mémes^  quelle  que  soit  la  grandeur  de  t angle. 

Le  §  IV  de  ce  Chapitre  contient  une  théorie  approfondie  des 
coniques  inscrites  à  deux  coniques.  L'auteur  y  donne  la  solu- 
tion de  plusieurs  problèmes  relatifs  à  la  'construction  de  coni- 
ques devant  avoir  un  double  contact  avec  une  ou  deux  coniques 
données.  Knfin,  le  §  V  fait  connaître  les  propriétés  relatives  à 
trois  coniques  inscrites  dans  une  même  conique.  Ces  propriétés 
sontintéressantesetont  une  analogie  frappante,  que  Tauteurfait 
ressortir,  avec  celles  des  cercles,  notamment  en  ce  qui  concerne 
la  construction  d'une  conique  tangente  à  trois  autres  et  celle 
d'un  cercle  tangent  à  trois  cercles.  C'est  qu'en  effet  on  peut 
transformer  l'un  des  systèmes  dans  l'autre. 

Telle  est  Tanalyse  succincte  des  matières  extrêmement  variées 
que  contient  la  première  partie  du  Traité  des  Sections  coniques. 
Dans  la  deuxième,  dont  nous  souhaitons  la  prompte  publication, 
il  reste  à  traiter  des  coniques  horaofoca]es,des  faisceaux  et  réseaux 
de  coniques,  des  propriétés  où  apparaissent  des  courbes  d'ordre 
supérieur,  de  celles  qui  sont  relatives  aux  fonctions  ellipti- 
ques, etc.,  et  à  exposer  cette  vaste  et  belle  théorie  des  systèmes 
de  coniques  assujetties  à  quatre  mêmes  conditions  quelconques, 
qui  est  la  plus  récente  et  certainement  une  des  plus  remar- 
quables créations  de  M.  Chasies. 

Ainsi  complété,  le  Traité  des  Sections  coniques  prendra,  dans 
la  Géométrie  moderne,  le  rang  qu'occupait,  dans  Tantiquité, 
celui  d'Apollonius,  avec  toute  la  supériorité  que  comportent  les 
perfectionnements  apportés  dans  la  science  par  les  efforts  des 
siècles  écoulés.    Espérons  qu'on  lui  donnera  aussi  le   même 
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rang  qu'avait  jadis  dans  renseignemeDt  de  la  jeunesse  Touvrage 
du  célèbre  géomètre  grec. 

Écrit  à  la  manière  des  anciens,  comme  Tétait  déjà  le  Traité 
de  Géométrie  supérieure  y  le  nouvel  ouvrage  de  M.  Chasies  rem- 
porte, selon  nousy  sur  ce  dernier  par  Tordre,  la  clarté  et  Ten- 
chainement  des  matières,  par  la  sobriété  des  détails,  par  la  con- 
cision des  raisonnements,  enfin  par  la  pureté  du  style.  Cette 
supériorité  peut  d'ailleurs  tenir  à  la  nature  même  du  sujet,  qui 
présentait  plus  d*unité. 

Dans  le  Traité  de  Géométrie  supérieure ^  Fauteur  avait  à  ex- 
poser un  système  encore  très-peu  connu,  à  faire  adopter  des  dé- 
nominations nouvelles;  à  écarter,  comme  indirects  et  impropres 
à  une  exposition  didactique,  des  procédés  de  démonstration  el  de 
transformation  justement  accrédités,  à  prouver  enfin  la  fécondité 
des  méthodes  nouvelles,  Tuniformité  de  leur  emploi,  la  portée 
de  leurs  applications.  Il  fallait,  sinon  combattre,  du  moins  un 
peu  plaider,  et  on  se  trouvait  ainsi  nécessairement  entraîné  à 
quelques  digressions,  instructives  toujours,  mais  parfois  un  pen^ 
contraires  à  la  pureté  de  la  forme. 

Ici  il  en  est  autrement.  Les  méthodes  de  Tauteur  sont  connues, 
ses  appellations  sont  admises  dans  la  science.  Il  n'a  plus  à  en 
faire  la  présentation,  ni  en  quelque  sorte  à  excuser  leur  audace. 
Comme  Euclide,  il  entre  en  matière  par  quelques  lignes  de  dé^ 
finitions,  et  présente  dès  la  première  page  le  théorème  qui  sert 
de  base  à  tout  Fédifice.  Il  s*avance  alors  à  travers  son  sujet,  avec 
le  ealme  et  la  majesté  de  la  vérité  pore,  avec  l'assurance  que 
donne  la  force,  mais  en  même  temps  avec  Télégance  qui  la  dis- 
simule et  la  rend  attrayante,  avec  la  sobriété  et  la  discrétion  que 
le  goût  inspire,  ne  cueillant  dans  chaque  matière  que  la  fleur, 
et  justifiant  ainsi  à  tous  égards  cet  heureux  parallèle  qu'un  de 
nos  pins  illustres  Académiciens  [*)  faisait  un  jour  en  disant  de 
Tauteur  qu'il  est  «  le  La  Fontaine  des  Mathématiques  a. 

E.  BB  JoNQUiiaxs. 
SaSgon  (Cochincbine),  i4  mai  1865. 

(")  M.  J.  LiouviUe. 
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XIX. 

BaBTOv  (de  Champ),  Ingéoieur  ea  chef  des  PooU  el 
Chaussées.  —  Traité  du  lever  des  plans  et  de  tarpenr 
tagCy  précédé  d'une  Introduction  qui  renferme  des 
notions  sur  Temploî  pratique  des  logarithmes,  la  Tri- 
gonométrie, r Algèbre  et  l'Optique.  In-S**  de  xxxu- 
596  pages  et  9  planches.  Paris,  i865;  Gauthier- 
Vîllars.  —  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

La  Table  des  matières  placée  en  tète  de  l'ouvrage  a  une  éfeen- 
due  de  22  pages.  V Introduction^  de  180  pages,  renferme  des 
noiions  sar  l'emploi  pratique  des  logarithmes  considérés  comme 
un  outil  X  c'est  à  peu  près  ainsi  que  les  ouvriers  intelligents  par- 
viennent à  se  servir  très-utilement  de  la  règle  à  calcul  y  qoi 
n'est  autre  chose  qu'une  table  de  logarithmes;  des  notions  sur 
Ist  Trigonométrie  y  qui  est  indispensable  pour  former  la  triangu- 
lation d'un  terrain  de  quelque  étendue  et  éviter  les  erreurs  inhé- 
rentes aux  constructions  graphiques  ;  des  notions  sxit  V Algèbre^ 
pour  aider  surtout  à  comprendre  les  formules  trigonométriqucs; 
enfin,  une  théorie  très-conrplète  des  instruments  d'optique  dont 
on  £iit  usage  dans  les  opérations  sur  le  terrain.  L^auteur  em- 
ploie les  formules  et  les  principes  donnés  en  1840  par  l'illostre 
Ganss  dans  ses  Recherches  dioptriques^  et  jusqu'à  présent  fort  peu 
répandus  en  France,  malgré  les  avantages  considérables  qu'ib 
présentent.  Il  fait  connaître  le  moyen  pratique  trouvé  par  notre 
célèbre  phrsicien,  M.  Léon  Foucault,  pour  éprouver  le  degré 
de  perfection  d'un  appareil  optique  sans  le  démonter. 

Le  Livre  I  est  consacré  aux  opérations  élémentaires,  tdles  qae 
le  tracé  des  lignes  droites  sur  le  terrain,  soit  au  mo^en  de  sim* 
pies  jalons,  soit  avec  le  secours  d*uù  iostromeot  spécial  oonMie 
pour  les  grands  alignements  des  chemins  de  fer  ;  la  mesure  des 
distances  soit  avec  la  chatne^  soit  sans  thaimage^  an  moyen  de 
l'instrument  appelé  stadia;  la  mesure  des  angles  et  leur  con- 
struction sur  le  terrain.  Ce  Livre  est  terminé  par  les  règles  que 
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fournit  le  calcul  des  probabilités  pour  combiner  entre  eux  de 
la  manière  la  plus  avaDtageose  les  résultats  de  plusieurs  mesures 
lorsqu'ils  présentent  des  différences  qu'on  puisse  attribuer  à  Tin- 
certitude  inhérente  ait  procédé  que  Ton  a  employé. 

Le  Livre  II  expose  les  divers  procédés  usités  pour  les  lei^en 
depl€uts^  ils  y  sont  décrits  avec  tous  les  détails  nécessaires  pour 
mettre  le  lecteur  à  même  de  surmonter  les  diverses  difficultés 
que  présentent  toujours  les  opérations  sur  le  terrain.  Tout  ce 
qui  eonecme  la  connaissance  des  instruments  est  traité  avec  un 
soin  particulier.  Le  dessin  des  plans  est  l'objet  de  quelques  in* 
dications  qui  ne  seront  pas  inutiles. 

L'auteur  a  consacré  le  Livre  III  à  ce  qu'il  appelle  Varpentage^ 
11  comprend  sous  ce  nom  d'abord  toutes  les  petites  opérations 
géométriques  qu'il  faut  savoir  exécuter  sur  le  terrain,  et  dont 
il  est  nécessaire  de  posséder  des  solutions  assez  diversifiées  pour 
n'être  jamais  embarrassé;  ensuite  tout  ce  qui  concerne  la  me* 
sure  des  contenances,  les  partagea  de  terrains  dans  des  oondi* 
tiona  données,  la  conversion  des  anciennes  mesures  en  mesures 
nouvelles»  et  réciproquement,  etc. 

Le  Livre  IV  et  dernier  a  pour  objet  les  opérations  dites  de 
préàêion^  On  y  trouve  un  exemple  de  triangulation  traité  trèsr* 
complètement  et  par  ime  méthode  telle,  qu'on  peut  se  rendre 
compte  du  degré  de  précision  qu'on  peut  espérer  de  mesures 
obtenues  dans  des  conditions  assignées.  Il  y  a  dans  ce  Livre  des 
iodioalions  que  l'on  chercherait  vainement  dans  d'autres  ou» 
vn^es. 

XX. 

RcBini  (R-),  Professeur  à  Naples.  —  Elément!...  Élé- 
ments  de  Géométrie  analytique.  Première  partie  : 
Géométrie  plane.  In-S'^de  vi-47a  pages.  Naples,  i865. 

Dans  sa  préface  Fauteur  s'excuse,  pour  ainsi  dire,  d'avoir 
donné  dans  son  Traité  une  si  grande  place  aux  coordonnées 
cartésiennes,  ainsi  (|n*à  la  construction  des  formules  et  des 
équations.  Cela,  dit-il,  peut  paraître  étrange  [strano)  depuis  la 
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publication  de  l'œuvre  trè»*précieuse  de  M.  Salroon,  où,  pour 
la  première  fois,  on  a  introduit  dans  les  éléments  de  Géométrie 
analytique  les  systèmes  modernes  de  coordonnées;  mais  M.  Ro- 
bini  se  justifie  par  des  raisons  qui  ne  nous  semblent  point  mau- 
vaises. «  Les  coordonnées  cartésiennes  sont  les  seules  qui  se 
prêtent  exclusivement  au  développement  des  questions  de  Mé- 
canique, par  la  raison  naturelle  que  les  mouvements  ne  peaveot 
avoir  lieu  que  suivant  certaines  directions  et  autour  de  certains 
axes  ou  de  certains  points.  D*un  autre  cété,  les  formales 
élémentaires,  les  métriques  principalement,  n'ont  pas,  en 
général,  dans  les  nouveaux  systèmes,  la  même  simplicité  que 
leurs  similaires  dans  le  système  cartésien.  Ce  dernier  donne 
aussi  les  formules  les  plus  simples  dans  le  calcul  infinitésimal, 
où  jusqu'à  présent  les  nouveaux  systèmes  n*ont  pas  montré  tonte 
leur  puissance....  Un  des  principaux  avantages  qu'offire  une 
méthode  de  coordonnées,  c*est  de  conduire  directement  à  la 
solution  d'un  problème  géométrique,  sans  recourir  aux  pro- 
priétés de  lieux  géométriques  déjà  étudiés.  La  raison  en  est 
qu'une  telle  méthode,  et  principalement  avec  les  coordonnées 
cartésiennes,  offre  toutes  les  formules  projectives  ou  métriqua 
qui  servent  à  exprimer  analytiquement  les  conditions  géomé- 
triques du  problème.  Pourquoi  donc  n'en  pas  tirer  profit?  • 
Tel  est  le  plaidoyer  de  M.  Rubini.  Cependant  le  savant  géo- 
mètre ne  méconnaît  pas  l'importance  des  nouveaux  systèmes,  et 
on  en  trouve  dans  son  livre  une  excellente  exposition.  Il  ne&at 
en  effet  mépriser  aucune  méthode.  Le  bon  ouvrier  se  sert  de 
tous  les  outils;  mais  il  ne  cache  pas  sa  préférence  pour  les  plus 
simples,  pour  ceux  qu'il  manie  avec  le  moins  d'effort. 


Digitized 


by  Google 


(  385  ) 

toB  LA  PROJECTION  GAUCHE; 
Paa  m.  Abel  TRANSON. 


I.  Je  suppose  que  pour  projeter  les  différents  points  d'une 
flgure  on  emploie  des  lignes  droites,  assujetties  à  rencon- 
trer deux  droites  fixes.  On  aura  ce'qu'il  me  parait  assez 
naturel  d^appeler  une  projection  gauche,  A  la  vérité,  ce 
nom  conviendrait  encore  si  les  deux  directrices,  ou  seule- 
ment l'une  d'elles,  étaient  des  lignes  courbes*,  mais  le  sys- 
tème où  les  deux  directrices  sont  rectilignes,  étant  le  seul 
dans  lequel  à  un  point  projeté  correspond  un  point  unique 
du  tableau,  semble  à  cause  de  cela  mériter  une  considéra- 
tion particulière.  On  remarquera  d'ailleurs  que  la  pro- 
jection gauche  donne  lieu  à  la  projection  conique  quand 
les  directrices  se  rencontrent,  et  à  la  projection  cylin- 
drique quand  elles  sont  parallèles. 

Rappellerai  tableau  le  plan  sur  lequel  se  fait  la  pro- 
jection ,  et  plan  primitif  celui  de  la  figure  que  l'on 
projette.  Je  désignerai  par  A  et  B  les  pieds  des  direc- 
trices sur  le  plan  primitif^  par  A'  et  B'  leurs  pieds  sur  le 
tableau,  et  par  L  l'intersection  des  deux  plans  [^). 

L  est  rencontrée  par  la  ligne  AB  en  un  point  /,  et  par 
A'B'  en  un  point  /'.  On  verra  que  ces  deux  points  jouent 
un  grand  rôle  dans  le  système. 

II.  Une  droite  du  plan  primitif  se  projette  en  général 
selon  une  conique,  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  conique 
passe  par  les  trois  points  A',  B^  et  L  Un  quatrième  point  est 

(*)  Le  l«etear  esl  prié  de  faire  la  figure. 

Anm.  de  Uaihémat.,  a«  série,  t.  IV. (Septembre  i865.)  25 
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à  la  rencontre  de  la  droite  donnée  avec  L  ;  un  cinquième 
sera  le  point  qui  lui  correspond  sur  la  ligne  de  fuite. 

Pen tends  par  ligne  de  fuite  la  projection  sur  le  ta- 
bleau de  tous  les  points  à  Tinfini  du  plan  primitif.  C'est 
manifestement  rîoterseclion  du  tableau  par  le  parabo- 
loïde  hyperbolique  ayant  pour  directrices  rectilignes 
celles  mêmes  du  système,  et  pour  plan  directeur  le  plan 
primitif. 

Pour  avoir  le  point  de  la  ligne  de  iîiite  qui  répond  k 
une  droite  donnée  du  plan  primitif,  on  mènera  è  celle^ri 
par  A  et  B  deux  parallèles  qui  rencontreront  L  aux  {points 
a  et  l3  •,  les  lignes  du  tableau  A'  «  et  B'^  se  rencontreront 
en  y  qui  sera  le  pbint  demandé,  le  cinquième  point  de 
la  conique  suivant  laquelle  se  projette  la  droite  donnée. 

III.  Supposons  qu  on  ait  construit  les  points  de  fuite 
y,  y',.,.,  relatifs  à  toutes  les  directions  de  lignes  situées 
dans  le  plan  primitif.  Alors  les  couples  de  points  a,  ^; 
a'yp'^  etc.,  qui  répondent  aux  couples  de  parallèles  Aa, 
B|3;  Aa\  B|3';  etc.,  forment  sur  L  deux  divisions  homo- 
graphiques  dont  /  est  un  des  points  doubles.  Le  second 
étant  à  l'infiai,  il  suit  de  là  que  les  points  y,  7',...,  qui 
sont  sur  le  tableau  à  la  rencontre  des  couples  de  droites 
A' a,,  B'^;  A'a',  B'j3';%...^  sont  sur  une  byperbok  ou  sur 
une  parabole,  ainsi  que  cela  résultait  à  pnori  de  la  pro- 
priété de  la  ligne  de  fuite  d^ètre  l'intersection  d'un  para- 
boloïde  hyperbolique  par  le  plan  du  tableau.  Mais,  de 
plus,  on  remarquera  que  cetie  hyperbole  ou  parabole 
passe  par  A',B'  et  /,  aussi  bien  que  la  projection  gauche 
de  toute  droite  du  plan  primitif.  Donc  il  est  permis  de 
considérer  la  ligne  de  fuite  comme  la  projection  d'une 
certaine  droite  de  ce  plan.' 

Il  suit  de  là  que  le  pi^ncipe  introduit  dans  la  science 
par  la  considération  de  la  projection  centrale,  savoir  que  : 
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les  points  à  V infini  d*un  plan  sont  sur  une  droite  $  cette 
sorte  d'aphorisme  qui,  pris  à  la  lettre,  serait  inexact  tu 
que  la  situation  relative  d'une  suite  de  points  à  Tinfini 
est  par  elle-même  indéterminée,  mais  qui  exprime  com- 
modément un  fait  géométrique;  cet  aphorisme  ou  ce 
principe  demeure  applicable  à  ia  projection  gauche ,  ce 
qu'à  la  vérité  et  dan^  quelque  mesure  on  aurait  pu  pré- 
voir, puisque  la  projection  gauche  renferme  comme  cas 
particulier  la  projection  centrale. 

IV.  Si  la  droite  du  plan  primitif  passe  par  le  pied  de 
Tune  des  directrices,  comme  serait  la  droite  Aa  qui  ren- 
contre L  au  point  ol^  sa  projection  gauche  se  composerait 
de  deux  droites,  savoir  A'a,  et  B7,  celle-ci  commune 
évidemment  à  touteè  les  droites  primitives  qui  passent 
par  A. 

De  même,  la  droite  primitive  B|3  se  transforme  en  un 
système  de  second  ordre  composé  de  la  droite  B'^  qui 
varie  avec  ^,  et  de  A7  qui  en  est  indépendante. 

Qaani  k  la  projection  de  toute  droite  primitive  passant 
par  le  point  /,  ce  serait  une  conique  tangente  à  la  droite  L 
en  ce  même  point  /. 

Enfin,  par  réciprocité,  toute  conique  du  tableau^  si 
elle  passe  par  les  points  A',B'  et  /,  répond  i  une  droite 
du  pian  primitif  qu'il  sera  facile  de  déterminer  en  ayant 
égard  à  ce  qui  précède.  Car  cette  conique  rencontrera  L 
en  un  second  point  qui>  considéré  comme  étant  sur  le 
plan  primitif,  appartient  k  la  droite  en  question,  et  de 
plus  elle,  cette  conique,  rencontre  la  ligne  de  fuite  en 
un  quatrième  point  qui,  étant  la  projection  du  point  de 
celte  même  droite  situé  à  l'infini ,  en  fera  connaître  la 
direction. 

V.  Si  on  considère  sur  le  plan  primitif  uh  faisceau 
de  droites  issues  d*un  point  D,  les  coniques  correspon- 

25. 
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dantes  formeront  sur  le  tableau  un  faisceau  de  base 
(A',  B7,  ly)  (*),  en  appelant  D' la  projection  gauche  du 
point  D.  D'ailleurs  ce  faisceau  de  coniques  sera  bomo- 
graphique  à  celui  des  droites  priuiitives.  En  effet,  chaque 
droite  primitive.  D^  détermine  une  et  une  seule  conique 
du  faisceau,  et  par  suite  elle  détermine  aussi  la  tangente 
de  cette  conique  en  un  quelconque  des  quatre  pivots  de  la 
base,  par  exemple  en  D'.  De  même  la  tangente  en  D' à 
Tune  des  coniques  du  faisceau  détermine  cette  conique, 
et  par  suite  détermine  la  droite  primitive  correspondante, 
soit  la  droite  Do.  Or,  cette  détermination  réciproque  en- 
traine, comme  on  sait,  Thomographic  des  deux  faisceaux. 

VI.  Par  les  principes  de  la  projection  gauche  on  pourra 
évidemment  transformer  tout  théorème  n'impliquant  que 
des  lignes  droites  en  un  autre  dans  Ténoncé  duquel  les 
droites  seront  remplacées  par  des  coniques  passant  par 
trois  points  fixes.  Il  suffira  de  citer  l'exemple  suivant  : 

Théorème.  —  Si  deux  faisceaux  homographiqu^s  de 
coniques  ayant  pour  bases  respectives  (a,  A,B,  C)  et 
(|3,A,B,C)  sont  tellement  placés,  que  la  conique  des 
cinq  points  a,  [3 ,  A,  B,  C,  étant  considérée  comme  appar- 
tenant au  premier  faisceau ,  soit  elle-même  son  homo- 
logue dans  le  second,  les  autres  coniques  du  premier 
faisceau  rencontreront  respectivement  leurs  homologues 
en  des  points  situés  sur  une  nouvelle  conique  passant 
elle-même  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

La  vérité  de  ce  théorème  résulte  sans  autre  examen  de 
sa  corrélation  avec  la  propriété  connue  de  deux  faisceaux 


(*)  On  sait  qae  M.  Chasles  appeUe /aijceaa  l'ensemble  des  coDÎqaet 
qui  passent  par  quatre  points,  el  hase  du  faisceau  Tensemble  de  ces 
quatre  points. 
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de  droites  qu'on  suppose  homograpbiques  et  tellement 
placés^  que  la  ligne  qui  joint  leurs  centres,  considérée 
comme  rayon  de  l'un  d'eux,  soit  en  même  temps  son  ho- 
mologue dans  Tautre. 

VII.  A  l'aide  des  mêmes  principes  on  pourra,  de  toutes 
les  propriétés  appartenant  à  des  courbes  d'un  ordre  donné, 
faire  sortir  des  propriétés  relatives  à  des  courbes  d'ordre 
supérieur. 

Ainsi  les  courbes  du  second  ordre  se  transformeront 
en  courbes  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre  ;  car  si  on 
fait  premièrement  la  projection  gauche  d'une  telle  courbe 
en  plaçant  hors  de  son  périmètre  les  pieds  A  et  B  des 
deux  directrices,  une  droite  quelconque  du  tableau  cor- 
respondra sur  le  plan  primitif  à  une  conique  passant  par 
les  points  A,  B  et  /',  laquelle  coupe  nécessairement  la 
conique  primitive  en  quatre  points  qui  sont  ou  réels,  ou 
imaginaires  par  couples;  et  ces  points  eux-mêmes  ré- 
pondent aux  rencontres  sur  le  tableau  de  cette  droite  et 
de  la  projection  gauche  de  la  conique  primitive;  cette 
projection  est  donc  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

En  second  lieu,  si  le  pied  de  Tune  des  directrices  est 
placé  sur  le  périmètre  de  la  conique  primitive,  la  pro- 
jecAon  sera,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  une  courbe  du 
troisième  ordre,  ou  mieux  le  système  d'une  telle  courbe 
et  d'une  ligne  droite. 

Si  les  deux  pieds  des  directrices  sont  sur  le  périmètre 
de  la  conique  primitive,  sa  projection  sera  une  nouvelle 
conique  ou  plutôt  un  système  du  quatrième  ordre  formé 
de  celte  conique  et  des  deux  droites  A7,  B7, 

Enfin,  les  deux  pieds  A  et  B  des  directrices  étant  sur  le 
périmètre  de  la  conique,  s'il  arrive  que  le  point  l',  qui 
esta  la  rencontre  de  A'B'  avec  Tintersection  du  plan 
primitif  et  du  tableau,  soit  aussi  sur  ce  même  périmètre, 
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la  projection  de  la  conique  proposée  sera  manifetiement 
une  ligne  droite. 

Généralement  la  projection  gaucbe  d'une  courbe  de 
l'ordre  n  sera  de  Tordre  a/i,  a/i  —  i,  a/t  —  a  ou  enfin 
2  re  —  3 ,  selon  que  son  périmètre  ne  rencontrera  aucun  des 
trois  points  A,  B,  /%  ou  en  rencontrera  un  ou  deux,  ou 
enfin  les  rencontrera  tous  les  trois. 

VIII.  Comme  application  de  ces  principes,  faisons  la 
projection  gauche  de  la  figure  dans  laquelle  une  conique 
est  engendrée  par  la  rencontre  de  deux  faisceaux  recti- 
lignes  bomographiques» 

On  aura  sur  le  tableau  la  génération  d'une  courbe  du 
quatrième  ordre  par  les  rencontres  des  coniques  homo- 
logues appartenant  à  deux  faisceaux  qucidriques  bomo- 
graphiques,  ayant  à  leurs  bases  trois  points  communs. 

Cela  suppose  que  les  points  A,  B  et  /'  du  plan  primitif 
soient  hors  du  périmètre  de  la  conique  engendrée  par  les 
deux  faisceaux  rectilignes. 

De  même  on  aura  pour  les  courbes  du  troisième  ordre 
une  génération  par  là  rencontre  des  éléments  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques  dont  Fun  rectiligne 
et  l'autre  quadrique,  si  le  centre  du  faisceau  rectiligne 
est  l'un  des  quatre  pivots  de  la  base  du  faisceau  quadri^ue. 
En  effet,  ces  deux  faisceaux  peuvent  être  considéra 
comme  la  projection  gauche  de  la  génération  d'une  courbe 
du  second  ordre  par  les  rencontres  des  éléments  homo- 
logues de  deux  faisceaux  rectilignes  homographiques, 
pourvu  qu'on  place  le  pied  de  l'une  des  direclrices  au 
centre  de  l'un  de  ces  faisceaux. 

IX«  Comme  seconde  application^  on  peut  montrer  que 
la  propriécé  des  courbes  du  troisième  ordre,  d'avoir  trois 
points  d'inflexion  en  ligne  droite,  se  lie  à  une  propriété 
des  courbes  du  second  ordre. 
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On  sait,  en  eSét,  qu*en  un  point  A  quelconque  d'une 
conique  passent  trois  cercles  qui  sont  osculateurs  de  la 
conique  en  trois  autres  points  B,  C,  D  et  de  plus  que  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  eux-mêmes  sur  un  qua- 
trième cercle.  (Théorème  de  feu  Joachimsthal.) 

Par  la  projection  centrale  et  par  le  principe  de  conti- 
nuité de  M.  Poncelet,  ce  théorème  subît  une  première 
transformation  et  devient  cette  propriété  générale  des 
sections  coniques  : 

Par  un  point  A  du  pérïmètre  d'une  conique  S  et  par 
deux  points  a  et  b  de  son  plan  on  peut  faire  passer  trois 
coniques  ayant  avec  la  première  un  contact  du  second 
ordre  en  des  points  distincts  B,  C,  D;  de  plus^  les  six 
points  A,  B,  C,  D,  a,  b  sont  sur  une  même  conique. 

Faisons  une  projection  gauche  de  la  figure  qui  con- 
vient à  ce  théorème,  en  ayant  soin  que  les  points  A,  a,  b 
coïncident  avec  les  pieds  des  deux  directrices  et  avec  le 
point  /'• 

La  conique  S  devient  sur  le  tableau  une  courbe  du 
troisième  ordre;  les  trois  coniques  osculatrices  s^y  trans- 
forment en  des  lignes  droites  puisqu'elles  passent  par  les 
pieds  des  directrices  et  par  le  point  l\  et  chacune  de  ces 
droites  touche  la  cubique  selon  un  contact  du  second 
ordre,  c'est-i-dire  en  un  point  d'inflexion.  Et  ces  trois 
points  d'inflexion  sont  en  ligne  droite,  puisque  la  conique 
des  six  points  est  elle-même  transformée  en  une  ligne 
droite. 

X.  Dans  un  Mémoire  publié  en  i83i  dans  le  Journal 
de  Crelle^  sous  le  titre  de  Nouvelle  méthode  pour  dé-- 
couvrir  des  théorèmes  de  Géométrie,  M.  Magnus  (de 
Berlin)  se  propose  de  trouver  pour  les  figures  planes  des 
formules  de  transformation  telles,  qu'à  un  point  de  la 
figure  transformée  corresponde  un  point  unique  de  la 
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transformai! te,  et  réciproquemeni.  Pour  cela,  appelant  x 
et  y  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  quelconque 
de  Tune  des  deux  figures;  appelant  u  et  t  celles  du  point 
correspondant  de  Tautre,  il  remarque  qu'il  doit  y  avoir 
entre  ces  quantités  deux  équations  qui  soient  seulement 
du  premier  degré  par  rapport  à  a;  et^,  aussi  bien  que 
par  rapport  à  u  et  f .  Représentant  donc  par  A,  A',  A', 
B,  B'  et  B^'^  six  fonctions  du]  premier  degré  en  x  etj^,  de 
sorte  ,  par  exemple,  que  l'on  ait  A  =  oar  4-  i^  +  c, 
les  deux  équations  en  question  sont  nécessairement  de  la 
forme 

A«  -h  A'r  H-  A'^rr  o,     Btt  4-  B'^4-  B"  ==  o, 

d'où  on  déduit 

A'B"  — A"B'  A^'B  — AB" 


u  = 


AB'— A'B  '  AB'  — A'B 


Maintenant,  supposons  qu'on  ait  un  lieu  géométrique 
çxprimé  en  u^X.t\  les  substitutions  de  ces  valeurs  donne- 
ront Téquation  en  x  etj^  de  ce  lieu  transformé. 

U  est  aisé  de  voir  qu'une  ligne  droite  devient  par  cette 
transformation  une  section  conique,  et  plus  générale- 
ment qu'une  courbe  du  degré  n  devient  une  courbe  du 
degré  an,  à  moins  que  l'ordre  ne  s'abaisse  par  quelques 
relations  particulières  entre  les  constantes  des  formules 
et  les  paramètres  de  la  courbe  primitive. 

M.  Magnus  fait  voir,  par  rapport  a  la  transformation 
des  lignes  droites,  que  les  coniques  correspondantes  pas- 
sent toutes  par  trois  points  fixes  qu^il  appelle  les  trois 
points  Jondamentaux  du  plan  transformé,  etc. 

On  reconnaît  à  ces  résultats  les  propriétés  de  la  pro- 
jection gauche,  Cest  que  cette  sorte  de  projection  réalise 
géométriquement  la  transformation  dont  M.  Magnus  a 
donné  les  formules  analytiques,  parce  qu'elle  oflfrc  la  cir» 
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constance  requise  par  le  géomètre  de  Berlin,  satoir,  qu'à 
chaque  point  de  la  6gure  transformée  corresponde  un 
point  unique  de  la  figure  transformante,  et  réciproque- 
ment. 

Â  la  vérité,  les  formules  de  M.  Magnus  offrent  plus  de 
généralité  en  ce  que  deux  des  trois  points  fondamentaux 
peuvent  y  être  des  points  imaginaires  conjugués,  au  lieu 
que  les  trois  points  A,B,  V  de  la  projection  gauche  sont 
nécessairement  réels.  Mais  les  résultats  obtenus  par  nos 
principes  pourront  toujours,  à  Taide  du  principe  de  con- 
tinuité de  M.  le  général  Poncelet,  être  portés  au  même 
degré  de  généralité  que  ceux  de  M.  Magnus. 


iTDDB  DB  GÉOMÉTRIE  COMPARÉE,  AVEC  APPLICATIONS 
AUX  SECTIONS  CONIQGES; 

Par    m.    J.J.-A,    MATHIEU, 

Capitaine  d'artillerie,  Sous-Directeur  de  la  fonderie  de  Toulouse. 


,     PREMIERE    PARTIE* 

§  I.  —  Considérations  générales  et  notions 
préliminaires . 

Une  même  idée  se  retrouve  au  fond  des  travaux  les 
plus  remarquables  de  notre  époque,  au  fond  de  toutes 
ces  belles  recherches,  dans  lesquelles  d^illustres  savants  ont 
tour  à  tour  tiré  si  bon  parti  des  méthodes  projectives, 
des  méthodes  de  déformation  ou  de  transformation  des 
figures,  des  lois  de  dualité  ou  des  modes  de  conjugaison; 
cette  idée,  j'essayerai  de  la  dégager  et  de  la  définir  nette- 
ment en  l'appelant  Tidée  féconde  de  la  Géométrie  corn" 
pâtée. 
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En  re$Unt,  pour  abréger,  dans  le  domaine  de  la  Geo* 
laétrie  plane,  qu'on  imagine  que  deux  points,  ou  un  poini 
et  une  droite,  ou  deux  droites,  soient  liés  par  une  loi 
invariable  permettant  de  trouver  Tun  des  éléments  qnaud 
l'autre  est  donné,  on  pourra  faire  de  cette  loi  ou  mode 
de  conjugaison  de  deux  éléments  la  base  d'une  méthode 
de  Géométrie  comparée.  H  suffira,  en  effet,  de  considérer 
une  ligne  déterminée  comme  ta  directrice  d'un  point,  ou 
comme  l'enveloppe  d'une  droite,  pour  faire  naître  une 
seconde  ligne  dont  les  points  ou  les  tangentes  se  dédui- 
ront des  points  ou  des  tangentes  de  la  première  par  la  loi 
de  conjugaison  établie* 

Les  mélbodes  de  Géométrie  comparée  peuvent  donc, 
comme  les  lois  ou  modes  de  conjugaison,  varier  a  l'infini. 
Lorsque  le  mode  de  conjugaison  appartient  à  la  Géo- 
métrie de  la  règle  et  du  compas,  c'est-à-dire  lorsqu'il  se 
traduit  en  une  construction  réalisable  avec  ces  instru- 
ments, la  Géométrie  comparée  peut  souvent  fournir  à  la 
pratique  des  moyens  commodes  pour  ramener  le  pro- 
blème de  la  construction  d'une  ligne  déterminée  par  cer- 
taines conditions  à  la  construction  d'une  ligne  conjuguée 
plus  simple,  de  laquelle  la  première  se  déduit  ensuite  par 
la  loi  de  conjugaison. 

C'est  ainsi  que  je  ferai  voir,  dans  la  seconde  Partie 
de  cette  Étude,  qu'une  conique  peut,  suivant  certains 
modes  simples  de  conjugaison,  se  traduisant  en  des  con- 
structions géométriques  faciles,  être  considérée  soit 
comme  la  conjuguée  d'une  droite,  soit  comme  la  conju- 
guée d'un  point. 

Je  ne  crains  pas  de  dire  qu'on  est  en  droit  d'attendre 
plus  encore  des  ressources  fécondes  de  la  Géométrie  com- 
parée. Je  pourrais  montrer  dans  Tanaljse  transcendante 
de  belles  méthodes  dont  les  points  de  départ  appartien- 
nent en  propre  à  ce  genre  de  Géométrie,  auquel  le  Calcul 
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intégral  d«vra  peat-élre  un  jour  les  solutions  dont  sont 
susceptibles  ses  problèmes  les   plus  épineux.   Mais  je 
n  examinerai  pas  ici  ce  sujet. 

La  valeur  d'une  méthode  de  Géométrie  comparée  dé- 
pend absolument  du  choix  plus  ou  moins  heureux  de  ta 
loi  de  conjugaison.  Assez  généralement,  la  loi  s'établit 
en  faisant  intervenir  nne  fignre  fixe  qu'on  peut  nommer 
figure  de  référence.  Ainsi,  pour  ne  citer  qu'un  exemple 
bien  connu,  dans  la  méthode  des  polaires  réciproques, 
qui  est  une  méthode  de  Géométrie  comparée  empruntant 
son  nom  à  la  propriété  principale  des  lignes  conjuguées 
qu'on  y  fait  naître,  la  figure  de  référence  est  une 
conique,  les  éléments  conjugués  sont  un  point  et  une 
droite,  la  loi  de  conjugaison  est  établie  par  la  condition 
que  le  point  est  le  pôle  de  la  droite  relativement  à  la 
conique. 

Ce  Mémoire  contiendra  l'étude  des  méthodes  de  Géo- 
métrie comparée  dans  lesquelles  j'emploie  le  triangle 
comme  figure  de  référence  et,  comme  lois  ou  modes  de 
conjugaison  de  deux  points,  d'un  point  et  d'une  droite,, 
ou  de  deux  droites,  certaines  lois  simples  qui  paraissent 
douées  de  conséquences  heureuses,  principalement  dans 
les  applications  aux  sections  coniques. 

Je  serai  naturellement  conduit,  par  la  nature  de  la 
figure  de  référence  que  j'emploie,  à  faire  un  certain  usage 
du  système  de  coordonnées  trilitères  ou  trilioéaires  dont 
nous  devons,  en  France,  la  connaissance  aux  Nouvelles 
Anncdes  de  Mathématiques  [Nouyelles  Annales^  iSSp, 
Bulletin  de  Bibliographie^  p.  67). 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  un  point  est  déter- 
miné par  ses  distances  à  trois  droites  quelconques,  dont 
le  triangle  est  nommé  triangle  de  référence.  La  règle  des 
signes  peut  s'énoncer  très-simplement  ainsi  :  la  distance 
est  positive  ou  négative  selon  que  le  point  et  le  triangle 
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de  référence  sont  ou  ne  sont  pas  situés  du  même  c6té  de 
la  droite. 

Il  existe  nécessairement  une  équation  de  condition 
entre  les  coordonnées  (f,  ii,  i^)  d*un  point  quelconque. 
Soient  ABC  le  triangle  de  référence,  S  sa  surface,  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit;  Téquation  de  condition  peut 
s'écrire  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  deux  manières  ; 

ta  -hub  -h  ce  =  28, 
rsinA  +  KsinB  +  PsinC=:  2RsinAsiQB  sinC. 

Il  sera  bon  de  remarquer  les  équations  suivantes,  écriles 
dans  ce  système  de  coordonnées. 
Equation  d'une  droite  quelconque  : 

ra  -f-  «p  -f-  ^7  =  o; 
Téquation  • 

ta  -^  ub  -h  PC  z=z  o 

représente  une  droite  située  à  l'infini. 

Équation  d'une  conique  circonscrite  au  triangle  de 
référence  : 

«       P  7 

t       u  ç 

l'équation 

a       b       e 

-  H h-=o 

i        u       9 

représente  le  cercle  circonscrit. 

Équation  d'une  conique  inscrite  au  triangle  de  réfé- 
rence : 

r'a'-+-a'P'H-p»7' —  a^tfap —  2tPay  —  ^a^py  =0. 

Pour  établir  les  lois  ou  modes  de  conjugaison  dont  je 
ferai  usage,  j'aurai  à  me  servir  de  deux  genres  de  fais- 
ceaux de  quatre  droites  :  1^  le  faisceau  harmonique,  bien 
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connu ^  Q^  un  faisceau  que  je  nommersii  faisceau  d'in^ 
i^rsion,  dont  la  définition  sera  donnée  dans  le  paragraphe 
suivant,  et  qui,  soit  dit  en  passant,  n'est  pas,  comme  le 
faisceau  harmonique,  doué  de  la  propriété  projeciive. 

§  II.  —  Faisceau  d'immersion» 

Je  nonunerai  ya/^ceau  d^ immersion  un  faisceau  formé 
par  deux  systèmes  de  droites  dont  les  bissectrices  coïn- 
cident, et  droites  inverses  deux  rayons  conjugués  de  ce 
faisceau.  Lorsqu'on  prend  pour  axes  deux  rayons  con- 
jugués, les  deux  autres  ont  des  coefficients  angulaires 
inverses;  de  là  ces  dénominations. 

En  Géométrie,  les  deux  tangentes  menées  d*un  point 
a  une  section  conique  et  les  deux  droites  menées  de  ce 
point  aux  deux  foyers  forment  un  faisceau  d'inversion. 
En  Physique,  deux  rayons  incidents  en  un  même  point 
d'une  surface,  et  situés  dans  le  plan  normal  à  la  surface 
en  ce  point,  forment  avec  les  rayons  réfléchis  un  faisceau 
d'inversion  dans  lequel  le  rayon  incident  et  le  rayon 
réfléchi  sont  conjugué?» 

Pour  abréger  le  discours,  parlant  d^une  droite  qui 
passe  par  le  sommet  d'un  angle,  j'appellerai,  sans  autre 
explication,  im^erse  de  cette  droite  le  quatrième  rayon  du 
faisceau  d'inversion  déterminé  par  les  côtés  de  l'angle, 
pris  pour  rayons  conjugués,  et  par  la  droite  donnée.  Je 
dirai,  ainsi,  que  la  bissectrice  d'un  angle  est  sa  propre 
inverse. 

S  ni.  —  Mode  de  conjugaison  de  deux  points  par 
immersion  tnlinéaire. 

Lorsque  trois  droites ,  issues  des  trois  sommets  d^un 
triangle,  se  coupent  en  un  même  point,  il  en  est  de  même 
des  trois  droites  inuerses. 
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Les  deux  poînis  ainsi  coDJugués  seront  nommés  fHÙnis 
inperses. 

Le  produit  des  distances  de  deux  points  inverses  à  l'un 
quelconque  des  trois  côtés  du  triangle  de  référence  est 
le  même. 

Soit  le  point  {t\  u\  f^').  Les  droites  de  jonction  de  ce 
point  aux  trois  sommets  du  triangle  sont 

il/  —  vf  -=.  o,     uq'  — f«'  =  o,     tu'  —  ut'  =  o. 
Les  inverses  de  ces  trois  droites^  qui  sont 

tt!  —  PP'  =  Oj      ttu'  —  «»'  rzr  o,     ti!  —  au!  =r  o, 

se  coupent  en  un  même  point;  et  si  Ton  représente  ce 
point  par  (f^  i/\  i^"),  on  aura 


Voici  maintenant  quelques  propriétés  des  points  in« 
verses  qu'il  faut  remarquer  et  dont  on  trouvera  facilement 
les  démonstrations. 

Deux  points  ins^erses  peuvent  toujours  être  regardés 
comme  les  deux  foyers  d'aune  conique  inscrite  au  triangle 
de  référence» 

La  droite  qui  joint  deux  points  et  celle  qui  joint  les 
deux  inverses  sont  vues  d^un  sommet  du  triangle  sous  le 
même  angle,  ou  sous  des  angles  supplémentaires. 

Les  angles  A'  et  A!',  sous  lesquels  un  côté  a  du  \triangk 
de  référence  est  vu  de  deux  points  inverses,  satisfont 
toujours  à  Vune  des  quatre  équations 

tang  (  A'  ±  A")  dr  tang  A  =  o. 

Il  est  a  remarquer  que  le  mode  de  conjugaison  de  deux 
points  par  inversion  trilinéaire  se  traduit  en  une  con- 
struction géométrique  très^facile  de  Tun  des  points  qaand 
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Tautre  est  donné  :  on  a  simplement  à  construire  denx 
fois  le  quatrième  rayon  d^un  faisceau  d'inversion,  et  trois 
fois  si  Ton  veut  une  vérification. 

S IV.  —  Mode  de  conjugaison  d'un  point  et  dune  droite 
par  polarité  trilinéaire  directe  ou  inuerse. 

La  définition  du  pôle  d'une  droite  relativement  à  un 
triangle  peut  se  déduire  de  la  théorie  générale  des  po  - 
laires.  (^oj'ez  l'article  déjà  cité  des  Nous^elles  Annales 
de  Mathématiques). 

II  me  suffira  du  reste  de  dire  que  le  pôle  trilinéaire 
d'une  droite  peut  être  considéré  comme  le  point  d'inter- 
section des  quatrièmes  rayons  des  faisceaux  harmoniques 
respectivement  déterminés  aux  trois  sommets  du  triangle 
par  les  c6tés  de  Tanglc,  pris  pour  rayons  conjugués,  et 
par  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  cet  angle  au  point 
d'intersection  du  côté  opposé  avec  la  droite  donnée. 

Cette  loi  de  conjugaison  entre  un  point  et  une  droite 
se  traduit  en  une  construction  géométrique  facile  de  F  un 
des  éléments  quand  l'autre  est  donné.  Elle  n'exige  même 
que  l'emploi  de  la  règle. 

Si  Ton  nomme  pôle  inyerse  d'une  droite  l'inverse  du 
pôle  de  cette  droite,  un  second  mode  de  conjugaison  d'un 
point  et  d'une  droite  peut  être  considéré.  Nous  avons 
ainsi  les  deux  modes  de  conjugaison  d'un  point  et  d'une 
droite  par  polarité  trilinéaire  directe  ou  inverse. 

Soit  la  droite 

ra  -4-  «p  -h  J'Y  =  o. 

Le  pôle  {t\  u',  1^^)  de  cette  droite  est  le  point  d'intersection 
des  trois  droites 

ta —  vy=~.Of      up  —  çy  :=::i  o,      ta  —  ap--0. 
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L'équatloD  de  la  droite  peut  alors  recevoir  la  forme 


::7  +  -/  +  -/  =  o 


ou,  en  fonction  des  coordonnées  de  Tinverse  de  son  pôle, 
ti^  4-  uu"  +  Pf^'  =  o. 

Ce  sera  de  la  polarité  trilinéaire  qu'il  sera  toujours 
question  dans  cette  Elude.  Je  préviens  donc,  une  fois 
pour  toutes,  que  lorsque  je  parlerai,  sans  autre  explica- 
tion, de  pôles  et  de  polaires,  il  faudra  toujours  sous- 
entendre  :  relativement  au  triangle  de  référence. 

§  V.  —  Mode  de  conjugaison  de  deux  droites  par 
in\fersion  trilinéaire  des  pôles. 

Lorsque  trois  droites,  issues  de  trois  sommets  d'un 
triangle,coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en 
ligne  droite,  il  en  est  de  m.ênie  des  trois  droites  inv^ersts. 

Les  deux  droites  ainsi  conjuguées  ont  les  pôles  in- 
iferses.  Je  nommerai  ces  droites  droites  de  pôles  inverses. 

Soit  l'équation  d'une  droite,  en  fonction  des  coordon- 
nées de  son  pôle 

i       u       ç 

Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 

points  d'intersection  de  cette  droite  avec  les  côtés  opposes 

sont 

tv*  -^-çi!  -=1  o,     np'  H-  pu!  =z  o,     tu*  -^  ut!  ^=z  o. 

Les  inverses  de  ces  droites,  qui  sont 

tt!  -f-  w'  =  o,     lui!  -h  pp'  =  o,     a'  -h  uu*  =  o, 

coupent  les  côtés  du  triangle  sur  la  droite 

r/'  -h  ««'  -h  vp*  =  o, 
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qnî  est  la  droite  de  pôles  inverses  de 


U  V 


Le  mode  de  conjugaison  de  deux  droites,  par  inversion 
trilinéaire  des  pôles,  se  traduit  encore  en  une  construc- 
tion facile  de  Tune  des  droites  quand  l'autre  est  donnée. 
La  droite  cherchée  peut  s'obtenir,  soit  directement  par 
deux  faisceaux  d'inversion,  ou  trois  si  Ton  veut  une  véri- 
fication; soit  en  inversant  le  pôle  de  la  droite  donnée  et 
cherchant  la  polaire  de  ce  point. 

§  VI.  —  Remarques  sur  les  modes  de  conjugaison 
précédents. 

Je  crois  bon  de  présenter  le  résumé  des  relations  ana- 
lytiques qui  définissent  les  quatre  modes  de  conjugaison 
précédemment  examinés.  Je  donne  ces  relations  :  i^  dans 
le  cas  où  Ton  se  sert  de  coordonnées  trilinéaires  ;  2^  dans 
celui  où,  se  servant  du  système  ordinaire  de  coordon- 
nées, on  prend  pour  axes  deux  côtés  CA,  CB  du  triangle 
de  référence. 

I®  Soient:  [t' u' v')^  (£" a"  i^'')  deux  points  inverses; 
fa'-f-  u^'  -f-  ^7'  =  o,  ta"'^u^"-h  ^j"  =  o,  les  polaires 
de  ces  points,  qui  seront  deux  droites  de  pôles  inverses; 
on  aura  : 

Mode  de  conjugaison  de  deux  points  par  inversion  tri- 
linéaire  : 

u*  u"  -^9/»"^=  o; 

Mode  de  conjugaison  d'un  point  et  d'une  droite  par 
polarité  trilinéaire  directe  : 

l'a'  — «''7'  =  o, 
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Mode  de  conjugaison  d'un  point  et  d'une  droite  par 
polarité  trilinéaire  inverse  : 

^"y_^'V'=:o, 

Mode  de  conjugaison  de  deux  droites  par  inversion 
trilinéaire  des  pôles  : 

a**   Soient:    (j^'j^') ,   (-'^^y^)   deux    points  inverses; 

polaires  de  ces  points,  qui  seront  deux  droites  de  p6les 
inverses;  on  aura  : 

Mode  de  conjugaison  de  deux  points  par  inversion  tri- 
linéaire : 

y'^  4-  a/'  -h  2x' J-'  co$ô  —  nx'  —  bf  ' 
- '/  ^-  .v^ay*  -A-hx'  --ab\ 

(équations  douées  de  réciprocité  en  x\  y'\  \ 

Mode  de  conjugaison  d*un  point  et  d'uue  droite  par 
polarité  trilinéaire  directe  : 

y/  [oy'  H-  2 bx'  —  ab)  —^  abx'  =  o , 
q\'xay*  -h  bx'  —  ûb)  —  aby'  zl:z  o; 

Mode  de  conjugaison  d'un  point  et  d'une  droite  par 
polarité  trilinéaire  inverse  : 

r/[x"[b'  -+-  c^)  -^y'ab  —  ab']  —  ab  [ay"  -+-  bx"  —  ab)  z=z  u, 
q'[y''{à'-^c^)-{-x'ab  —  a'b]  —  ab[ay'  H-  bx''  —  ab)  =  0; 

Mode  de  conjugaison  de  deux  droites  par  inversion 
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trilinéaire  des  pèles  : 

;>y'(c^  -  b')  -h  (;/  -h  /?")  ab'  —  a'b'=o, 
q'q*'[c'—à')  -f-  {q'  4-  q")aH-^  a^b^=  o. 

Il  faut  maiu  tenant  faire  plusieurs  observations  qui  ont 
leur  utilité  et  dont  on  trouvera  sans  peine  les  démons- 
trations. 

Un  point  d'un  côté  du  triangle  de  référence  a  pour 
inverse  le  sommet  opposé^  et  réciproquement  un  sommet 
a  pour  inverse  un  point  indéterminé  du  côté  opposé. 

Un  point  de  la  circonférence  circonscrite  a  son  inverse 
situé  à  Vinfini^  et  réciproquement  trois  droites  parais 
lèles,  issues  des  trois  sommets  du  triangle,  ont  pour  in^ 
verses  trois  droites  qui  se  coupent  sur  la  circonférence. 

Comme  positions  relatives^  deux  points  inverses  sont 
toujours  :  ou  1^  tous  deux  dans  V intérieur  du  triangle^ 
ou  a?  Vun  dans  F  angle  opposé  par  le  sommet  à  l'un  des 
angles  du  triangle  et  Vautre  dans  le  segment  du  cercle 
circonscrit  qui  a  pour  corde  le  côté  opposé;  ou  3®  tous 
deux  extérieurs  au  cercle  circonscrit  et  situés  dans  le 
même  angle  du  triangle. 

Le  centre  du  cercle  circonscrit  et  le  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  sont  deux  points  inverses. 

Le  centre  JCun  cercle  tangent  aux  trois  côtés  du 
triangle  est  son  propre  inverse. 

Le  centre  de  gravité  a  pour  inverse  le  point  de  con^ 
cours  des  droites  qui  joignent  un  sommet  au  point  d^in- 
tersection  des  tangentes  au  cercle  circonscrit  menées  par 
les  deux  autres  sommets. 

Un  point  d'un  côté  du  triangle  a  pour  polaire  ce  côté 
lui-même;  et  récipwquement  un  côté  a  pour  pôle  un 
point  indéterminé  de  ce  côté. 

Une  droite  passant  par  un  sommet  a  pour  pôle  ce 
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sommet  ;  et  réciproquement  un  sommet  a  pour  polaire 
une  droite  indéterminée  passant  par  ce  sommet. 

Le  centre  de  grav^ité  du  triangle  a  sa  polaire  située  à 
V infini;  et  réciproquement,  quand  une  droite  s'éloigne  à 
l' infini,  son  pôle  "vient  au  centre  de  gravité  du  triangle. 

Lorsqu'un  point  s^ éloigne  à  Virifini,  sa  polaire  devient 
tangente  à  Vellipse  inscrite  au  triangle  par  les  points 
milieux  des  côtés  ;  réciproquement  une  droite  tangente 
à  Vellipse  ainsi  déterminée  a  son  pôle  situé  à  V infini. 

L'inverse  du  centre  de  gravité  a  pour  polaire  la  droite 
qui  passe  par  les  points  d^ intersection  de  chaque  côté 
avec  la  tangente  au  cercle  circonscrit  menée  par  le 
sommet  opposé. 

Une  droite  passant  par  un  sommet  a  pour  droite  de 
pôles  inverses  le  côté  opposé  ;  et  réciproquement  un  côté 
a  pour  droite  de  pôles  inverses  une  droite  indéterminée 
passant  par  le  sommet  opposé. 

La  polaire  de  l'inverse  du  centre  de  gravité,  qui  est  la 
droite  indiquée  plus  haut,  a  sa  droite  de  pôles  inverses 
située  à  Vinfini. 

S  VII.  —  Méthodes  de  Géométrie  comparée  déduites 
des  modes  de  conjugaison  précédents. 

Les  modes  de  conjugaison  précédents  condaisent  tout 
naturellement  à  étudier  dans  leurs  propriétés  corréla- 
tives, ou  à  comparer  :  i°  deux  lignes  inverses,  c'est-à- 
dire  conjuguées  par  la  condition  que  les  points  de  Tune 
soient  les  inverses  des  points  de  Tautrc,  ce  qui  entraîne 
réciprocité;  2^  deux  lignes  conjuguées  par  la  condition 
que  Tune  serve  de  directrice  au  pôle  de  la  tangente  de 
Tautre,  ce  qui,  la  figure  de  référence  étant  un  triangle, 
n'entraine  nullement  réciprocité  comme  cela  a  lieu  quand 
la  Ggure  de  référence  est  une  conique;  3^  deux  lignes 
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conjuguées  par  la  condition  que  Tune  serve  de  directrice 
au  pôle  inverse  de  la  tangente  de  l'autre,  ce  qui  entraine 
réciprocité,  on  le  verra  dans  la  seconde  Partie  de  cette 
Étude  ]  4^  deuic  lignes  conjuguées  par  la  condition  que 
les  tangentes  de  l'une  soient  les  droites  de  pôles  inverses 
des  tangentes  de  l'autre,  ce  qui  entraîne  réciprocité. 

Mon  intention  n'est  pas  de  pousser  bien  loin  dans  ce 
Mémoire  l'examen  des  propriétés  générales  des  lignes 
conjuguées  suivant  Tun  ou  l'autre  des  modes  précédents. 
En  effet,  toutes  particulières  et  restreintes  que  puissent 
paraître,  dans  le  domaine  illimité  que  j'ai  assigné  à  la 
Géométrie  comparée,  les  méthodes  que  je  mets  en  jeu, 
elles  ouvriraient  encore  un  champ  indéfini  aux  re- 
cherches-, et  je  n^ai  guère  en  vue,  pour  le  moment,  que 
leur  application  aux  sections  coniques. 

Dans  tous  les  cas,  le  choix  du  triangle  de  référence, 
qui  est  resté  jusqu'ici  tout  à.  fait  arbitraire,  a  une  in- 
fluence radicale  sur  la  nature  de  la  conjuguée  d'une  ligne 
donnée.  Quelques  principes  généraux  montreront  clai- 
rement cette  influence  et  permettront  de  prévoir  d'impor- 
tants théorèmes  dans  les  applications  aux  sections  co- 
niques, théorèmes  qui  seront  alors  démontrés  directement 
et  développés  avec  l'intérêt  qu'ils  me  paraissent  mériter. 

Quant  aux  considérations  sur  lesquelles  reposent  les 
principes  que  je  vais  poser,  elles  se  déduisent  de  données 
contenues  dans  le  paragraphe  précédent;  mais  je  les  sup- 
prime pour  ne  pas  allonger  davantage  cette  première 
Partie  de  mon  travail. 

Soient  5  et  a  deux  lignes  inverses  de  degrés  m  et  /i. 
Soient  Â,,  B,,  C,et  A^,  B^,  C^  les  nombres  qui  indiquent 
Tordre  'de  multiplicité  de  chaque  sommet  du  triangle  de 
référence,  considéré  comme  un  point  multiple  de  chaque 
ligne;  Tordre  de  multiplicité  étant  o  lorsque  la  ligne  ne 
passe  pas  par  le  sommet. 
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Soient  £  et  t  les  enveloppes  des  polaires  des  points  des 
deux  lignes  inverses  précédentes,  et  supposons  que  p  eiv 
représentent  les  nombres  de  tangentes  qu'on  peut  généra- 
lement mener  aux  deux  lignes  f  et  r  par  un  point  exté- 
rieur. Soient  a^^bg^  c,  et  ar ,  b^^  Cr  les  nombres  indiquant 
Tordre  de  multiplicité  de  chaque  côté  du  triangle  de  ré* 
férence,  considéré  comme  tangente  multiple  a  chaque 
ligne;  Tordre  de  multiplicité  étant  o  lorsque  la  ligne  n*a 
aucun  point  de  contact  sur  le  côté. 

On  aura  les  relations  suivantes,  selon  les  modes  de 
conjugaison, 

1*'  Mode.  —  s  et  9  lignes  conjuguées  par  inçersion  des  pôles. 

/w  -h  ^  =  A,  -h  B,  -f-  C,  -h  Aff  +  Ba  4-  Cff, 
m  —  Ai  =  pi  —  A,, 

/7I  —  B,  zrr  ^—  Bff, 

m  —  C,  =  f*  —  Cff. 

2"  MoDX.  —  set  t  lignes  conjuguées  par  polarité  directe, 

iw  -4-  />  =  A,  -4-  B,  -h  C,  -f-  <i|  -h  ^#  -+■  e,, 
m  —  kt-=.  p  —  a,^ 
m  —  B,  =  />  —  btf 

m  — 'C,  :=.  p  —  Cg, 

3*  Mode.  —  s  etv  conjuguées  par  polarité  inverse, 

m  .  —  ir , 
m  —  A|  ^-^  TT  —  a^, 

m  —  Bi  rr--  TT  —  ^T  I 
m  —  Cj  ::-i^  li  —  Cx, 

4*  MoDB.  —  9etx  lignes  conjuguées  par  inversion  des  pâles 
de  leurs  tangentes, 

/?  -h  te  =  fl/  -f-  ^,  -+-  Cl  -h  /ÏT  -h  &T  -H  Ct, 

p  —  at=it  —  «T> 
p  ^  b,=s  it—  brt 

p  Ci=Z  iz  —  Ct. 
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Je  donnerai  quelques  exemples. 
En  faisant  dans  ces  formules  m  =  2j  A^=  i,  6«  =  i, 
C«  =  I ,  on  trouve  ces  théorèmes  : 

Linuerse  d^unç  conique  circonscrite  est  une  ligne 
droite;  les  polaires  des  points  de  la  conique  passent  par 
un  point  fixe;  les  droites  de  pôles  inverses  de  ces  polaires 
ont  pour  enveloppe  une  conique  inscrite. 

Pour  p  =  a,  a,  =  I,  J,  =  i,  C|  =  c,  on  trouve  ces 
théorèmes  : 

Les  pôles  des  tangentes  d'une  conique  inscrite  sont 
sur  une  ligne  droite;  les  inverses  de  ces  pôles  sont  sur 
une  conique  circonscrite;  les  droites  de  pôles  inverses 
des  tangentes  de  la  conique  inscrite  passent  par  un 
point  fixe. 

On  trouverait  :  qu^une  conique  qui  ne  passe  par  aucun 
sommet  a  pour  inverse  une  ligne  du  quatrième  degré  ayant 
un  point  double  en  chaque  sommet  ^  qu'une  ligne  du  troi- 
sième degré  simplement  circonscrite  a  pour  inverse  une 
ligne  du  troisième  degré  simplement  circonscrite;  qu'une 
ligne  du  troisième  degré  circonscrite  et  ayant  un  point 
double  en  un  sommet  a  pour  inverse  une  conique  passant 
par  ce  sommet,  etc.,  etc. 

La  ligne  du  troisième  degré  qui  est  le  lieu  des  foyers 
des  coniques  tangentes  K  quatre  droites,  ligne  dont  l'é- 
quation pourrait  s'écrire  immédiatement,  au  moyen  des 
formules  du  §  YI,  jouit  de  cette  propriété  d'être  sa  propre 
inverse  relativement  à  Fun  quelconque  des  quatre  trian«- 
gles  déterminés  par  les  quatre  droites.  On  pourrait  dé- 
duire de  cette  propriété  plusieurs  conséquences  auxquelles 
je  ne  m'arrêterai  pas.  « 

[La  suite  prochainement,  ) 
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RfiGLES 

fwt  reconattre  Tespiee  d'iie  sarfice  di  secoid  ardre  à  ceiire  ui^, 
Ml  sitii  su  II  svface,  ei  l'eaployait  fie  les  seetieis  par  les  plus 
coordeués,  et  das  eerUiis  cas  le  dianèlre  coijigié  à  Pue  d'elles  ei 
le  sipe  di  déteraisait  di  ceitre^ 

Paa  m.  dieu. 

Professeur  à  la  Faculté  de  Lyon. 


I.  Les  sections  elliptiques  par  des  plans  passant  par 
le  centre  sont  réelles  pour  Tellipsoïde  réel  et  pour  Thy- 
perboloïde  i  une  nappe^  imaginaires  pour  Thyperboloîde 
à  deux  nappes  et  pour  Tellipsoïde  imaginaire. 

Les  sections  paraboliques  des  hyperboloïdes  par  des 
plans  contenant  le  centre  se  réduisent  toujours  â  deux 
droites  parallèles,  et  ces  droites  sont  réelles  ou  imagi- 
noires  selon  que  Thyperboloïde  est  à  une  nappe  ou  à  deox 
nappes. 

La  première  de  ces  deux  remarques  est  évidente  d'elle- 
même,  la  seconde  se  démontre  comme  il  suit. 

Les  deux  hyperboloïdes  sont  compris  dans  l'équation 

x'  +  Pj^»  — PV=G, 

P,  G  étant  des  quantités  positives  et  P  une  quantité  po- 
sitive ou  négative  selon  que  l'hyperboloïde  est  à  une 
nappe  ou  à  deux  nappes.  —  Un  jisLnj^zmz  donne 

(i)  x»H-(Pin»  — P')z»  =  G 

qui  représente  deux  droites  réelles  pour  m  =  ±i/— 
quand  l'hyperboloïde  est  à  une  nappe,  mais  qui  ne  peut 
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représenter  qu'une  hyperbole  dans  le  cas  de  Thyperbo- 
loïde  à  deux  nappes.  —  Un  plan  a:  =  a/+|3z  donne 

(2)  (a»  +  P)7>4-2«prz-f-(P*-P')»»  =  G, 

et  la  section  sera  parabolique  si  Ton  a 

PV  — Pp»-f-PP'=o; 

mais  on  tire  de  là 

PB»  P'a» 

en  sorte  que  l'équation  précédente  se  ramène  à 

P'G 


la  section  se  compose  donc  de  deux  droites  qui  sont 
réelles  ou  imaginaires  selon  que  Pest  positif  ou  négatif. 

On  yoit  qu'une  section  hyperbolique  ne  peut  se  réduire 
à  deux  droites  concourantes  ^  car  une  équation  telle 
que  (i)  ou  (a)  ne  peut  présenter  ce  cas  particulier  à 
moins  d'avoir  son  second  membre  nul. 

II.  Quand  une  surface  du  second  ordre  est  à  centre 
unique,  qu'on  Ta  rapportée  à  trois  axes  passant  par  ce 
point  et  qu'il  n'est  pas  sur  la  surface,  Texamcn  des  sec^ 
tions  par  les  plans  coordonnés  fait  immédiatement  re- 
connaître la  nature  de  la  surface  dans  deux  cas  : 

i^  Une  parabole  :  la  surface  est  un  hyperboloïde  k 
une  nappe  si  la  parabole  est  réelle  ;  la  surface  est  un 
hyperboloïde  à  deux  nappes  si  la  parabole  est  imagi- 
naire* 

a^  Une  ellipse  et  une  hyperbole  :  la  surface  est  un 
hyperboloïde  à  une  nappe  si  l'ellipse  est  réelle;  la  sur- 
face est  une  hyperboloïde  à  deux  nappes  si  l'ellipse  est 
imaginaire. 
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Remarque.  —  Le  lieu  d*iiiie  équation  du  second  degré 
de  la  forme 

A/»-f-BxjH-Cx»r=G, 

pour  laquelle  ou  a 

B*— 4aC^o, 

est  rëel  ou  imaginaire  selon  que  A  et  G  sont  de  même  si- 
gne ou  de  signes  contraires. 

D'après  une  seule  des  sections  par  les  plans  coordon- 
nés, en  laissant  le  cas  de  la  parabole  qui  fixe  la  nature  de 
la  surface,  ou  a  les  alternatives  suivantes  : 

1°  Une  ellipse  réelle  :  la  surface  est  un  ellipsoïde  oa 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  \ 

a®  Une  ellipse  imaginaire  :  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde à  deux,  nappes  ou  un  ellipsoïde  imaginaire; 

3^  Une  hyperbole  :  la  surface  est  un  des  deux  hyper- 
boloïdes. 

On  voit  que  Tambiguïté  subsiste  même  après  examen 
des  trois  sections,  si  elles  sont  trois  ellipses  ou  trois  hj* 
perboles. 

m.  Une  section  elliptique  ou  hyperbolique  par  un  des 
plans  coordonnés  (*)  et  Tespèce  du  diamètre  conjupéà 
ce  plan  [réel  ou  imaginaire)  font  toujours  connaître 
d'une  manière  précise  la  nature  d'une  surface  du  second 
ordre  : 

1^  Une  ellipse  réelle  auec  le  diamètre  conjugué  réel  : 
ellipsoïde  réel  ; 

a®  Une  ellipse  réelle  auec  le  diamètre  conjugué  ima- 
ginaire \  une  hyperbole  ayec  le  diamètiv  conjugué  réel: 
hyperboloïde  à  une  nappe  ; 

3**  Une  ellipse  imaginaire  avec  le  diamètre  conjugué 

(")  Si  i'on  obtient  une  paraholc,  il  n'y  a  pas  de  donto  (H). 


Digitized 


by  Google 


(4i.  ) 

réel  \  une  hyperbole  as^ec  le  diamètre  conjugué  imagi- 
naire :  hyperboloïde  à  deux  nappes  *, 

4^  Une  ellipse  imaginaire  avec  le  diamètre  conjugué 
imaginaire  :  ellipsoïde  imaginaire. 

On  sait  en  effet,  dans  chaque  cas,  combien  la  surface 
a  de  diamètres  réels  ou  imaginaires  sur  trois  diamètres 
conjugués. 

Détermination  de  t espèce  du  diamètre  conjugué  à 
un  des  plans  coordonnés.  —  Soient 

Ax'  H-  Ay  -+-  A"s>  -f-  2  Bj-a  -H  a  B'&r -4-  2  B"^r = ^ 

l'équation  de  la  surface,  et 

X  =  mz^    yzzznz 

celles  d'un  diamètre  ^  l'équation  du  plan  conjugué  est 

{ Am  4-  B"/i  -f-  B') x+  (B"/ii  +  Mn  -4-  B)^ 

-+-(B'/w-f-B/i-hA'')z=o. 

Pour  que  ce  plan  soit,  par  exemple,  celui  des.wr;^,  il 
faut  déterminer  /n,  n  parles  équations 

(i)  A/wH-  Wn  -h  B'  r=  o,     B"/w  -f-  A'/i  -4-  B  =  o. 

Les  z  des  points  réels  ou  imaginaires  communs  à  la 
surface  et  à  la  droite  x  =  mz^  yz=znz  sont  donnés  eu 
général  par  l'équation 

(2)(Am» -f-  AV  -f-  A"-f-  2  B/i  +  2  B'/w  -+-  2  Wmn)  z^z=  G; 

mais  m,  n  étant  déterminés  par  les  équations  (i)  d'où  Ton 

lire 

A/n^H- AV-+-2B"/w/ï=  —  B/i  — B'm, 

l'équation  (2)  se  réduit  à 

(3)  {B'/w-i-B«4-A")*'  — G. 

Donc,  5e/o/i  que  Vm  -h  B/i  -+-  A''  prend  une  valeur  de 
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même  signe  que  G  ou  de  signe  contraire^  pour  les  va- 
leurs de  ira,  n  déduites  des  équations  (i),  le  diamètre 
conjugué  au  plan  des  xy  est  réel  ou  imaginaire. 

Remarque  I,  —  On  ne  pourrait  faire  ce  calcul  "si  Ton 
avait  B"*  —  AA'  =  o  5  mais  il  serait  mutile  dans  ce  cas. 

Remarque  II.  B'm  -h  B/i  -f-  A"  ne  peut  pas  être  nul 
pour  les  valeurs  de  m,  n  tirées  des  équations  (1),  puisque 
le  déterminant  des  équations  du  centre  est  différent  de 
zéro  par  hypoihèse.  Ce  déterminant  étant  désigné  par  D, 
Téquation  (3)  donne  en  effet  la  formule 

(4)  ^  Dz»  =  G(B''»  — AA'). 

IV.  Il  suffit  de  changer  z  en^  ou  x,  et  B''* — A  A'  en 
B"  —  A  A"  ou  B'  — A' A''  dans  la  formule  (4)^  pour  avoir 
celles  qui  se  rapportent  aux  plans  des  zx  et  des  j^'z.  — 
Donc  : 

Le  diamètre  conjugué  à  Cun  des  plans  coordonnés  est 
réel  ou  imaginaire  selon  que  le  produit  DG  est  de  même 
signe  que  le  binôme  correspondant  à  ce  plan  ou  de  signe 
contraire» 

BÉSUMÉ. 

i^  Un  binôme  négatif-,  G  de  même  signe  que  les  coef- 
iicients  A,...,  de  ce  binôme-,  DG  <[o  : 
Ellipsoïde  réel. 

a^  Un  binôme  négaiif  ;  G  de  même  signe  que  les  coef- 
ficients A... ^  DG>o; 

Un  binôme  positif^  DG  >  o  5 

Un  binôme  nul,  G  de  môme  signe  que  les  coeffi- 
cients A...  : 

Hyperholoide  à  une  nappe. 

3^  Un  binôme  négatif;  G  de  signe  contraire  aux  coef- 
ficients A...;  DG<oj 
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Un  binôme  positif;  DG  <[o; 

Un  binôme  nul  ;  G  de  signe  contraire  aux  coeflticients  A  : 
Hjperboloïde  à  deux  nappes, 

4**  Un  binôme  négatif*,  G  de  signe  contraire  aux  coef- 
ficients A...;  DG>o  : 
Ellipsoïde  imaginaire. 


TBÉORIB  DES  SURFACES  POLAIRES  D  UN  PLAN 

(voir  p.  887); 

Pak  m.  l.  painvin. 


9.  Étant  donnée  /'équation  ponctuelle  d\ine  sur-- 
face^  trouver  son  équation  tangentielle. 

Soit  l'équation  d'un  plan, 

Xx  H-  Yj  -f-  Zz  -4-  Tr  =  o, 

X,  Y,  Z,  T  étant  les  paramètres  de  ce  plan;  cherchons 
les  conditions  pour  qu'il  soit  tangent  à  la  surface.  Si 
Xo,  >oi  ^09  ^0  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact, 
on  devra  avoir,  en  identifiant  avec  l'équation  du  plan 
langent, 

/^\  /rfU\  /^\  /^\ 

\     )  ^  Y  Z  T       ' 

en  éliminant  x^^  j'o^  ^o,  /«  entre  les  quatre  équations 
homogènes  (i**)  et  (a**),  on  arrivera  à  une  relation  de  ia 
forme 

(3-)  F(X,Y,Z,T)r=o; 
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c'est  la  condition  pour  que  le  plan  soit  tangent.  Or,  nous 
pouvons  (9)  regarder  X,  T,  Z,  T  comme  les  coordonnées 
de  ce  plan;  Téquation  (3**)  est  donc  l'équation  tangen- 
ticUe  de  la  surface. 

Les  équations  (i°)  et  (2^)  entraînent  comme  consé- 
quence la  relation 

Xjt,  -4-  Yj.  +  Z»,  +  Tr.  =  o; 

on  peut,  par  conséquent,  substituer  au  système  des 
équations  (i®)  et  (a^)  le  système  suivant  : 

m     m.- m.- 

(IV)  V(x„x„z„t,)^o. 

Y    Z 
Supposons  qu^on  se  donne  les  rapports  :ç'y^i  et  que  m 

soit  le  degré  de  l'équation  de  la  surface;  les  équations 
(H),   (IIl)»  (IV)  ont  m  (m  —  i)*  solutions    communes 

/  fl,  --f ,  -!.  j ,  et  Téquation  (I)  donne  m  (m  —  i)*  valeurs 

T 

correspondantes  pour—-  Or,  1  équation  (3°)  est  une  con- 

A^ 

séquence  de  ces  quatre  équations-,  donc,  à  un  même 
système  de  valeurs  données  pour  (  ^  '  v  )  '  ^^^''^'^P^^^^''^ 

T 
dans  cette  équation,  m  (m  —  i)*  valeurs  pour  =:  ;  Véqua- 

tion  iangenticlle  (3**)  est  donc,  en  général^  du  degré 

m  (m  —  i)'. 
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10.  Étant  donnée  /'équation   taugentiblle  d*une 
surface,  trouver  son  équation  fobctuelle. 

Soit  rëquation  d'un  point 

a:X  -4-  jY  H-  aZ  -{-  rT  =  o, 

XyjTf  2,  t  étant  les  paramètres  de  ce  point;  cherchons  les 
conditions  pour  qu'il  soit  sur  la  surface.  Si  Xo ,  Yo ,  Zo  ^  To 
sont  les  coordonnées  d'un  plan  tangent,  on  devra  avoir, 
en  identifiant  avec  l'équation  du  point  de  contact, 

(!•»)  U(X„Y.,Z;,T.)  =  o; 


M 


/dV\  /rfU\         (dV\         /fiV\ 


En  éliminant  Xo»  Yo?  Zo,  T»  entre  les  équations  (i^) 
et  (a^)}  on  arrivera  à  une  relation  de  la  forme 

{3»)  F(x,j-,z,0  =  o; 

c'est  la  condition  pour  que  le  point  soit  sur  la  surface. 
Mais  on  peut  (14)  regarder  x^y^  z^  t  comme  les  coor- 
données du  point',  l'équation  (3^)  sera  donc  l'équation 
ponctuelle  de  la  surface. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  verra 
que  si  n  est  le  degré  île  Véquation  tnngentielle  y 
n[n  —  i)*  sera,  en  général ^  le  degré  de  Véquation 
ponctuelle. 

H.  Surfaces  déucloppables,  —  Une  surface  dévelop- 
pable  est  représentée  par  deux  équations  tangentielles 
telles  que 

(!•)  U  =  0,       VrrzO, 

et  celle  surface  est  circonscrite  aux  deux  surfaces  U  et  V. 
Ainsi,  dans  le  système  des  équations  tangentielles,  les 
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surfaces  développables  sont  corrélatives  des  courbes  de 
Tespace  dans  le  système  des  équations  ponctuelles. 

Les  coordonnées  d^un  plan  P,  passant  par  l'intersec- 
tion D  des  deux  plans  6xes  P«  et  Pi ,  sont 


p 

I  = » 

P 

2_XZ,  +  pZ.^ 

^_1T.  +  ^T.. 

pour  que  ce  plan  P  soit  tangent  à  la  surface  développable, 
il  faut  qu'il  soit  tangent  à  la  fois  aux  surfaces  U  et  V.  Or, 
si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z,  T 
dans  les  équations  (t^),  on  aura  deux  équations  h<Mno- 

gènes  en  -9  lesquelles  n'auront  pas,  en  général,  de  sola- 

lion  commune.  Donc,  par  une  droite  arbitraire,  on  ne 
peut  pas  mener  de  plan  tangent  à  une  surface  dévelop- 
pable. 

Donnons-nous  un  point  fixe 

(2»)  AX  H-  BY  -h  CZ  -h  DT  =  oî 

les  solutions  communes  aux  équations  (i^)  et  (2^)  don- 
neront des  plans  tangents  à  la  surface  développable  et 
passant  par  le  point  fixe.  Or,  si  n  et  tz,  sont  les  classes 
respeclives  des  surfaces  U  et  V,  le  nombre  des  solutions 
communes  sera  i .  n.  /i| . 

Nous  appellerons  classe  d'aune  surface  développable 
le  nombre  des  plans  tangents  quon  peut  mener  à  cette 
surface  par  un  point  quelconque.  Nous  'voyons,  en 
outre,  que  si  n  et  n^  sont  les  classes  des  surfaces  qui  dé' 
terminent  la  surface  développable,  la  classe  de  cette 
dernière  sera  égale  ànn^. 

Cette  proposition  complète  l'idée  de  la  corrélation  des 
surfaces  développables  et  des  courbes  gauches. 


Digitized 


by  Google 


(4«7  ) 

12.  Signification  de  Véquation  homogène 

y{X,T,Z)  =  o. 

Soit  Xo,  To>  Zo  une  solution,  dijBférente  de  zéro,  de 
TëquatioD 

(!•)  •         y{X,Y,Z)  =  o; 

Véquation  (i^),  ne  renfermant  pas  T>  sera  vérifiée,  quels 
que  soient  X  et  fz,  par 

(.0)    X=A1%     Y  =  ^-Ii,     Z  =  l?i,     T=:12V±iiIi; 

P  P  P  P 

To  et  Ti  étant  les  valeurs  de  T  fournies  par  la  rela- 
tion (io),lorsqu^on  y  remplace  successivement  (X,  Y,  Z) 
par  (Xo ,  To,  Zo)  et  (6,  o,  o)  5  les  valeurs  (a°)  déterminent 
donc  un  plan  tangent  à  la  surface  (i^).  Mais  ce  plan 
passe  (11)  par  Tintersection  L  des  deux  plans  (Xo,  Yo, 
»  Zo ,  To)  et  (o,  o,  o,  Ti)  ou  ABC  5  et,  puisque  X  et  (x  sont 
quelconques,  il  y  a,  par  suite,  une  infinité  de  plans 
tangents  passant  par  la  droite'  L;  de  plus  le  point  de 
contact  est  fixe.  Or,  comme  les  droites  L  sont  dans  le 
plan  fixe  ABC,  la  surface  se  réduit  donc  à  une  courbe 
plane  située  dans  le  plan  ABC.  Ainsi,  l'équation 
<p  (X,  Y,  Z)  =  o 

représente  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  ABC  \ 
X^  Y,  Z  peuvent  être  regardées  comme  les  coordonnées 
d'une  tangente  quelconque  à  cette  courbe. 

13.  Il  n'est  pas  inutile  d'indiquer  la  corrélation  des 
figures  représentées  par  une  équation,  suivant  que  cette 
dernière  est  interprétée  dans  le  système  ponctuel  ou  dans 
le  système  ungenlieL 

Une  équation  ponctuelle  représentant  : 

i^  Une  surface  réglée  gauche, 
a®  Une  surface  développabic, 
Ann.  de  Mathémût,,  a«  série,  t.  IV.  (Septcmbro  i865.)      27 
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3*  Un  cône 9 

4*  Une  courbe  gauche. 


4*  Une  courbe  gauche,  )  , 

r«  »T  L      1  /  ^^^^  équations; 

5®  Une  courbe  plane,     )  ' 

donne,  si  on  la  considère  comme  équation  fangentielle: 


Une  surface  réglée  gauche, 
Une  courbe  gauche, 
Une  courbe  plane, 
Une  surface  développable , 
Un  cône. 


>  deux  équations. 


Il  est  facile  de  se  rendre  comple  de  cette  corrélation. 
Car  exprimer,  dans  le  système  des  équations  ponctuelles, 
quMl  y  a  une  inûnité  de  points  situés  sur  la  surface  et  sur 
une  même  ligne  droite,  revient  à  exprimer,  dans  le  sys- 
tème des  équations  tangentielles,  qu^il  y  a  une  infinité 
de  plans  tangents  passant  par  une  même  droite-,  cette  ^ 
droite  est  donc  tout  entière  sur  la  surface.  Or,  dans  le 
système  ponctuel,  il  pourra  arriver  que  le  plan  tangent 
aux  divers  poinu  d'une  même  génératrice  varie  avec  la 
position  du  point,  si  la  surface  est  gauche;  ou  quMl  soit 
invariable,  si  la  surface  est  développable.  Alors  (dans  le 
système  tangentiel),  il  arrivera,  pour  le  premier  cas,  que 
le  point  de  contact  du  plan  tangent  passant  par  la  même 
génératrice  varie  avec  la  position  du  plan  :  la  surface  est 
alors  gauche;  pour  le  second  cas,  que  le  point  de  contact 
est  invariable  :  la  sjirface  se  réduit  alors  à  une  courbe 
gauche.  Lorsque  la  surface  est  un  cône  (dans  le  système 
ponctuel),  le  plan  tangent  passe  par  un  point  fixe;  dans 
le  système  tangentiel,  le  point  de  contact  décrira  un  plan 
fixe,  la  surface  se  réduira  donc  alors  à  une  courbe  plane. 

14.  En  terminant  cette  première  Partie,  je  rappellerai 
la  définition  du  centre  harmonique  d'un  système  de  poinU; 
cette  notion  nous  sera  utile  dans  la  seconde  Partie. 
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P  «  Soient  n  points  M.-  sitnës  sur  une  même  droite  :  on 
«  appelle  centre  harmonique  du  système  par  rapport  à 
»  un  point  O  pris  sur  cette  même  droite,  un  point  M  tel 
1»  que 

n    Il  I 

IP   «  Soient  un  système  de  n  points  M^  M, , . . . ,  M„ 

»  situés  dans  un  plan  et  une  droite  fixe  L  située  dans  le 

»  même  plan.  Joignons  un  point  quelconque  O  de  la 

^  droite  L  aux  n  points  M| ,  M  s  »  . . . ,  M„  ;  puis,  coupons 

»  le    faisceau    (OL5  OMj,  0M,>  .  .  .,  OM„)    par  une 

»  transversale  quelconque,  et  soient  (/  5  m, ,  m, ,  . . . ,  w,) 

y^  les  points  d'intersection.  Prenons  le  centre  harmo- 

»  nique  m,  par  rapport  au  point  /,  des  points  mi ,  m, , . .. , 

»  m^,  et  joignons-le  au  point  O;  la  droite  0/ra  passera 

n  toujours  par  un  certain  point  fixe  M,  quelle  que  soit 

»  la  transversale  considérée,  et  quel  que  soit  le  point  O 

»  pris  sur  la  droite  L.  Nous  donnerons,  diaprés  M.  Pon- 

«  celet,  à  ce  point  fixe  M  le  nom  de  centre  harmonique 

n  du  système  plan  Mi ,  M, ,  . . . ,  M„  par  rapport  à  la 

n  droite  L.  » 

IIP  La  notion  du  centre  harmonique  peut  encore  se 
généraliser  comme  il  suit  : 

a  Soient  n  points  M,-  (Xi^y^^  Zi^  r,)  disposés  d'une  ma<- 
1»  nière  quelconque  dans  Tespace,  et  un  plan  fixe  P« 
0  Joignons  un  point  quelconque  O  du  plan  P  aux  n 
n  points  M],  Mt,  ...,M„,  et  coupons  le  faisceau 
»  (OMi,  OMt, . . . ,  OM„)  par  un  plan  transversal  quel- 
»  conque  ^  soient  mt ,  m^ , . .  •  ^  m^  les  intersections  du 
M  faisceau,  et  L  Pintersectiou  du  plan  fixe  P  par  le  plan 
»  transversal.  Concevons  le  centre  harmonique  m  du 
n  système  plan  (m,,  ms,.../m„)  par  rapporta  la  droite  L, 
»  et  joignons  Om\  la  droite  Om  passera  toujours  par  un 

^7- 
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»  certain  point  fixe  M,  quel  que  soit  le  plan  transversai 
ïi  considéré  et  quel  que  soit  le  point  O  pris  sur  le  plan  P. 
D  J'appellerai  ce  point  fixe  M  le  centre  harmonique  du 
»  système  Mj ,  M, , . . . ,  M„  par  rapport  au  plan  P.  » 

Si  Téquaiion  du  plan  fixe  P  est 

(16)  Ax-hBjr-hCz-hDtzzzo, 

on  constatera,  par  un  calcul  qui  n'offre  pas  de  grandes 
difficultés,  la  propriété  énoncée  du  centre  harmonique, 
et  on  verra,  en  outre,  que  ses  coordonnées  sont  fournies 
par  les  formules 


Vf*  V"^"  Vii  V 

,      .             -^A.                  -^A,                  -^A/  -^ 

(17)   x  = ,      ^  = ,      2= f      /  = 


^Tt  ^Ti  ^li  2àTi 

formelles  dans  lesquelles  on  a  posé 

(18)  A/  =  kxi  -f-  Bfi  -f-  Qzi  -I-  Dr.-; 

XijjTij  Zi ,  ti  sont  les  coordonnées  du  point  M. . 

Les  formules  (17)  nous  montrent  que  le  centre  harmo- 
nique coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  système,  lors- 
qu'on attribue  aux  points  Mi,  M|,. . .,  M„  les  masses 

II  I  . 

respectives  --,•—,...,—. 

^  A,  A,  A;, 

On  voit  aussi  que,  lorsque  le  plan  P  est  le  plan  à  Tin- 
fini,  le  centre  harmonique  coïncide  avec  le  centre  des 
moyennes  distances. 
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DfiMONSTRATION  GÈONÉTRiQllE 

des  fomles  de  Trigoioaélrie  sphériqie  qii  doiieot 

A  A  A 

sin->      COS-»      tang-: 

Par  m.  E.  BARBIER. 


1 .  Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  du  côté  AB  du 
triangle  sphérique  (*)  ;  par  le  sommet  C  opposé  a  ce  côté 
menons  depz  plans,  l'un  perpendiculaire  au  rayon  OA, 
Tautre  perpendiculaire  au  rayon  OB^  ces  plans  ont  pour 
traces  DE  et  FG;  ils  se  coupent  suivant  une  droite  CP 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 

2.  Dans  la  section  faite  dans  la  sphère  par  le  plan 
perpendiculaire  i  OA,  Tare  CE  est  égal  à  l'angle  A  du 
triangle  sphérique;  par  suite,  dans  le  demi-cercle  DCE, 

on  a 

CE         .A  PE        .   A 

---  =  sin  -     et     r—  =  sm  -  • 
DE  2  CE  2 

Multipliant  membre  i  membre  ces  deux  égalités  et  sim- 
plifiant, on  en  déduit 

.  ,A      PE 
2       DE' 

on  obtiendrait  de  même 

A      PD 

cos'  -  =  -— 

2       DE 

et  aussi 

,A      PE 

^«"s';  =  PD- 


{"*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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3.  On  a  :  .    ■^' 

FB  =  BG  =  a,     DA=:AE  =  ^,     AB=zc; 
arc  DE  =  DA  -4-  AE  =  2  ft, 
,  arcFG  =  PB  4-  BG  =  2a, 
arc  DE  =     DA -h  AB  —  BF  =      * -+-tf  —  fl  =  a  (/?  —  «), 
arcFE=      FB  — BA-4-AE=      a —  c -+- ô  =  a(/?— c), 
arcEG  =— EA  h- AB  -4- BG=— ^-hc-f-a  =  '2(/?  — 6), 
arc  DG  =      DA  -♦-  AB  -+-  BC  =      i^  -f-  c  -I-  «  =  2/?. 

4.  L^angle  des  diagonales  DE  et  FG  dn  quadrilatère 
inscrit  DFEG  est  égal  à  Tangle  des  droites  OA  et  OB  qui 
leur  sont  respectivement  perpendiculaires^  or,  cet  angle 
est  celui  qu^on  désigne  par  c. 

5.  On  a  : 

aire  FPE      aire  FPD      aire  FDE 


de  même  9 


PE  PD  DE 

aire  GPE  __  aire  GPD  _  aire  GDE 
PË~^       PD      "^       DE 


En  ajoutant  les  rapports  qui  ont  les  mêmes  dénomina- 
teurs, on  obtient 


Delà, 


aire  FEG 

aire  FDG       aire  DFEG 

PE 

PD                  DE 

PE 
DE 

ou 

.  ^A        aireFBG 
*'"  2       aiieDFEG' 

PD 
DE 

ou 

^  A        aire  FDG 
""^^  2       aire  DFEG* 

PE 
PD 

ou 

,  A       aire  FEG 
^^^  2  ""  aire  FDG 

0.  li  aire  d'un  triangle  est  égale  au  produit  de  ses  trois 
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côtés  divisé  par  quatre  fois  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit. 

De  ce  théorème  on  déduit  les  égalités  suivantes  : 

aire FEG  =  ^""^'^»^"  (/^~  ^)-^ «"(/>— ^) 

4 

aire  FDG  = ^—, ^> 

4 

.     «.nn^       asinû.2sin^,2sînc 
aire  DFEG  = ' 

On  obtient  cette  dernière  égalité  en  exprimant  que 
Taire  du  quadrilatère  DFEG  est  la  moitié  du  résultat 
qu^on  obtient  en  multipliant  le  produit  de  ses  diagonales 
par  le  sinus  de  Tangle  qu'elles  forment. 

On  écrit  facilement  ces  trois  formules,  si  Ton  se  re- 
porte aux  égalités  écrites  dans  le  n^  3  et  si  l'on  se  rap- 
pelle la  formule 

cordeaji:=  2siDx. 

7.  Les  valeurs  des  aires  FEG,  FDG,  DFEG  éunt  por- 
tées dans  les  formules  qui  donnent 

.  ,A  ,A  A 

sm*  -  9     cos*  -  9     lang*  -  » 

2  2  ®   2 

on  obtient  en  simplifiant 

A  _  sin(/?  — ^)sin(/?  — c) 

Sm'—  = ; — =— : » 

2  smosmc 

.A       sinosinfi?  —  a\ 

cos^-  = — *^.    ,    . ^J 

2  smosmc 

A'  sin  (o— 6)sin(i?  — c) 

ung»-  =  — ^f r-^7 — ^^—7 — -'• 

^  2  sin/7sm(/'  —  a) 

Ce  sont  les  formules  que  je  me  proposais  de  démontrer 
d'une  manière  géométrique. 
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FACDLT$  DBS  SCIENCES  DE  PARIS. 

LICBKGB    fis    SCIENCES    HàT^ÉHàTIQUBS. 


Session  de  juillet  i865. 

i'*  Question.  —  On  propose  d'intégrer  les  équatious 

simultanées 

dr 

dz  ,  , 

-j-  ■+-  v'y  H-  a'z  =  o, 

u'  et  i^'  désignant  les  dérivées  de  deux  fonctions  données 
Il  et  f^  de  la  variable  x. 

2*  Question.  —  Un  point  matériel  est  repousse  par  six 
masses  égales  placées  aux  six  sommets  d'un  octaèdre  ré- 
gulier, la  force  répulsive  étant  supposée  en  raison  inverse 
de  la  Tz'^""  puissance  de  la  distance.  —  On  demande  si  le 
centre  est  pour  ce  point  matériel  une  position  d'équilibre 
stable  ou  instable. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  (1865). 


Questions  de  Mathématiques. 

1^  On  considère  n  variables  or,  y,  z,. . . ,  «  :  décomposer 
le  polynôme 

composé  de  71  -h  I  carrés,  en  une  somme  de  n  carres  dv 
fonctions  homogènes  et  du  premier  degré. 
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a°  Lieu  des  sommets  des  coniqaes  passant  par  deux 
points,  et  dont  les  axes  sont  proportionnels  et  parallèles 
à  ceux  d'une  conique  donnée. 


CONCOURS  OmniSSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1865). 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  dans  un  plan  une  parabole.  On  considère 
une  circonférence  passant  par  le  foyer  de  cette  parabole. 
On  propose  d'indiquer  les  régions  du  plan  où  doit  se 
trouver  le  centre  de  la  circonférence  pour  que  cette  courbe 
ait  successivement  avec  la  parabole  :  quatre  points  réels 
communs,  quatre  points  imaginaires  communs,  deux 
points  réels  et  deux  points  imaginaires  communs.  On 
étudiera  la  forme  et  les  propriétés  de  la  courbe  qui  sépare 
les  deux  premières  régions  de  la  troisième. 

Composition  de  Géométrie  descriptwe. 

On  demande  de  représenter  par  ses  contours  apparents 
un  solide  terminé  par  un  hyperboloïde  de  résolution  et 
par  deux  plans  :  Vhyperboloïde  a  pour  axe  de  révolution 
l'horizontale  (ÂB,  A^B^)  et  pour  génératrice  la  droite 
(CD,  CD')  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY;  les  plans 
sont  perpendiculaires  à  Taxe  (AB,  A^B')  et  également 
distants  du  centre  de  Thyperboloïde.  On  supposera  tra- 
cées sur  ce  solide  douze  génératrices  d'un  même  système, 
la  génératrice  donnée  (CD,  C^D')  est  Func  de  ces  douze 
droites.  Ces  génératrices,  également  espacées,  seront  re- 
présentées en  tenant  compte  des  parties  vues  et  des  par- 
ties cachées. 
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Les  arcs  d'hyperbole  qui  apparliennent  aux  contours 
apparents  du  solide  seront  simplement  traces  tangentîd- 
lement  aux  projections  de  ces  génératrices. 

On  achèvera  de  déterminer  le  contour  apparent  du 
solide  sur  le  plan  vertical  de  projection  en  construisant 
quelques  génératrices  du  système  qui  ne  renferme  pas  la 
génératrice  donnée;  ces  droites  seront  tracées  comme 
lignes  de  construction. 

A'B'  et  CD  sont  à  i  oo  millimètres  de  la  ligne  de  terre XT. 

CD'  est  à  q5  millimètres  de  A'B'. 

AB  et  CD  comprennent  un  augle  de  4o  degrés. 

Les  plans  qui  terminent  le  solide  sont  Tun  et  Taulre  à 
70  millimètres  du  centre  de  Thyperboloïde. 

XY  est  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille  de  dessin 
et  à  égale  distance  de  ces  côtés. 

Calcul  trigonométrique. 

btant  donnés,  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés,  savoir  : 

a=  12418", 58, 

^  =  28381"»,  i4, 

c  =  34218",  76, 

trouver  les  trois  angles. 


CONCOURS  D'ADMISSION  K  L  ÉCOLE  NAVAU  (l8fiS). 


Tracé  graphique. 

On  donne  une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  re- 
pose sur  le  plan  horiaBontal  et  un  plan  placé  d'une  ma* 
nière  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection. 
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On  fail  tourner  la  pyramide  autour  de  la  trace  horizontale 
du  plan  jusqu'à  ce  que  le  sommet  de  la  pyramide  soit 
venu  se  placer  dans  le  plau.  On  demande  les  projections 
de  la  pyramide  après  son  déplacement. 

Calcul  numérique  de  Trigonométrie  rectiligne. 

On  donne  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle  com- 
pris, savoir  : 

a=3i949»,49, 

6=24434^,13, 

C  =  68«~43'— 28'', 

et  on  demande  les  autres  éléments  Â,  B,  c  et  S. 


CONCOURS  B'AMISSION  A  L  ÉCOLE  NIUTAIRB  W  SAINT-CYR 

(1865). 

COMPOSITIONS   EXf    MATHÉMATIQUES. 

Calcul  logarithmique. 

Dans  le  triangle  ABC  Tangle  B  =  5i«  14' 37'',  85 
l'angle  C=  28^55' 35''-,  le  côté  BC  =  4436"^,  SSy  :  on 
demande  de  calculer  le  côté  ÂB,  et  ensuite  Tangle  que 
fait  ce  côté  avec  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu 
du  côté  opposé  BC. 

On  donnera  un  moyen  de  vérifier  Tangle  cherché^  en  se 
fondant  sur  ce  qu'il  ne  dépend  que  des  angles  du  triangle 
ABC,  et  nullement  du  côté  BC. 

GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE. 

Trouver  les  projections  de  l'intersection  d'une  pyra- 
puide  régulière  pentagonale,  dont  la  base  est  sur  le  {Jan 


Digitized 


by  Google 


(  4a8  ) 
horizonial,  avec  un  plan  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical. 

On  prendra  les  données  suivantes  : 

Pyramide, 

Le  côté  du  pentagone  qui  sert  de  base  a  o",  07  de  lon- 
gueur; Tun  des  côtés  est  situé  sur  une  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  menée  à  une  distance  de  o"*,o3- 

Hauteur  de  la  pyramide,  o"*,  10. 

Plan. 

Le  plan  sécant  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
égal  à  3o  degrés,  et  il  est  à  une  distance  de  o™,o5  do 
sommet  de  la  pyramide. 

Après  avoir  déterminé  les  projections  de  rintersection, 
on  cherchera  l'angle  de  deu%  faces  latérales  de  la  pyra« 
mide. 


QUESTIONS. 

737.  On  peut  inscrire  à  un  cercle  donné  une  infinité 
de  triangles  dont  les  hauteurs  se  croisent  en  un  point 
donné.  Trouver,  par  la  Géométrie,  la  commune  enve- 
loppe des  côtés  de  ces  triangles.  (Paul  Serret.) 

738.  Une  ellipse  et  l'un  de  ses  cercles  directeurs  étant 
tracés,  il  existe  une  infinité  de  triangles  simultanément 
inscrits  au  cercle  et  circonscrits  à  l'ellipse^  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  est  le  même  pour  tous  ces  triangles. 

(Paul  Seraet.) 

739.  Équation  d'une  surface  du  second  degré  passant 
par  trois  droites. 
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On  peut  meure  les  équations  des  trois  droites  données 
sous  la  forme  suivante  : 


l  A=:o; 
1  B  =  o; 


i "droite.. . . 

?.•  droite \ 

!  D=:o; 

^     ,     .  (  Aa -hB6-*-C7-+-D^  =  o; 

3«  droite \  ^         ' 

L'équation  de  la  surface  du  second  degré  est 

Aa-f-Bp__  Aa^-I-Bp^ 

Â,  B,  C  et  D  désignent  des  fonctions  du  premier  degré 
en  Xjjf  elz\  «,  /3,  7,  J,  a',  |3',  /,  3'  sont  des  constantes. 

(E.  Babbier.) 

740.  Deux  cercles  étant  donnés,  on  inscrit  dans  Tun 
d'eux  un  quadrilatère  dont  les  côtés  coupent  la  corde 
commune  en  quatre  points;  il  est  possible  d'inscrire  dans 
l'autre  cercle  une  infinité  de  quadrilatères  dont  les  côtés 
passent  par  les  mêmes  points  de  la  corde  commune. 

(E.  Bàkbier.) 

741 .  Si  Ton  coupe  un  fuseau  sphériquc  donné  par  une 
série  de  grands  cercles  tournant  autour  d'un  diamètre 
quelconque,  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  arcs  in- 
terceptés dans  le  fuseau  sera  un  grand  cercle  qui  aura  le 
même  diamètre  que  le  fuseau.  (Hovsel.) 

742.  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjugués  à  un 
triangle  donné  est  la  circonférence  des  neuf  points  de  ce 
triangle.  (J.  Griffiths.) 

743.  Soient  «i ,  61, 7i  I^s  points' auxquels  les  côtés  d*un 
iriangie  ABC  sont  touchés  par  le  cercle  inscrit;  par  chacun 
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des  sommets  A,  B,  C  on  mène  une  droite  parallèle  à  Taxe 
d'homologie  des  triangles  ABC,  orj  êj  y,  et  on  désigne  par 
x^j^  z  les  points  de  leur  intersection  avec  les  côiés  BC, 
CA,  AB,  et  par  p  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  du  (cercle  inscrit  («j  64  y,)  sur  l'axe  d'homo- 
logie des  triangles  ABC,  x^z  :  démontrer  que  la  Gircon- 
férence  des  neuf  points  du  triangle  ABC  touche  la  cir- 
conférence inscrite  [a^  6,  yj)  au  point  p. 

(J.  Griffiths.) 

744.  On  donne  sur  un  plan  une  conique  et  un  point 
fixe;  on  abaisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les 
trois  côtés  d*un  triangle  conjugué  à  la  conique,  et  par  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  circonfé- 
rence. Pour  chaque  triangle  conjugué  à  la  conique,  on 
décrit  ainsi  une  circonférence  :  toutes  ces  circonférences 
ont  le  même  centre  radical.  (Maitihheuc. ) 

745.  D'un  point  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  géomé- 
trique on  mène  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe,  on  di- 
vise le  rayon  de  courbure  relatif  à  chaque  point  de  contact 
par  le  cube  de  la  distance  de  ce  point  au  point  fixe  d'où 
^émanent  les  tangentes  :  la  somme  de  tous  les  rapports 

ainsi  obtenus  est  égale  à  zéro.  (Mahiiheim.) 


746.  Démontrer  la  relation 


I  sio  —  •  siD  —  •  sm • .  sm 


(?-')')' 


m  m  m  m 

71        .    Stt      .    Stt  .    (m — 1)11 

sm  — •  sm  —  •  sm •  •  sm  ^ — 

2,  m         2//1         2/7/  im 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  pair. 

(E.    CxTiLUllf.) 

747.  Quelle  est  l'enveloppe  du  plan  mené  perpendi- 
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culairement  à  rextrémité  du  diamètre  d'un  ellipsoïde, 
lorsque  cette  extrémité  décrit  une  circonférence? 

(E.    CATALlir.) 

748.  Si  les  nombres  entiers  a^  i,  c  sont  racines  de  l'é- 
quation x^  — px+q  =  o,  on  aura  en  nombres  entiers 

9y*-l-Cc2  =  r*», 

A      ^      C 

7->  7- ,  7-  étant  racines  de  l'équation 

r*  —  ^py  -h  2^»  —  27  y*  =  o, 

et  r,  i'^,  r"  étant  de  même  racines  d*une  équation  du  troi- 
sième degré,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  en- 
tières et  rationnelles  des  coefficients  de  la  proposée* 

Remarque.  —  Les  trois  relations  ci -dessus  étant  divi- 

^fi     ^ffi    f.^7 

sibles  respectivement  par  a*,  i',  c',  les  carrés  —  »  -r^  ?  --^ 

sont  encore  racines  d^une  équation  cubique  qu'on  peut 
construire.  (S.  Reàlis.) 


CORRESPONDANCE. 


1.  Un  abonné  nous  communique  la  proposition  sui- 
vante : 

Par  jun  point  M,  donné  dans  un  angle  XOY,  on 
mène  arbitrairement  une  droite  rencontrant  en  des 
points  A,  B  les  côtés  OX,  OY  ;  puisy  du  point  A  on 
conduit  une  noui^elle  droite  AC  faisant  a\^ec  AB  un 
angle  donné  a,  et  on  prend  AC  troisième  proportion- 
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nelle  à  BM,  MA  :    démontrer  que  U  lieu  du  point  C 
est  une  parabole. 

Celte  question  a  été  résolue  par  de  l'Hospital  (Traùé 
analytique  des  Sections  coniques,  p.  254)  exemple  IV), 
et  la  solution  est  suivie  du  renseignement  que  voici  : 

((  Le  comte  Roger  de  Vin ti  mille  a  proposé  ce  pro- 
»  bième  avec  quelques  autres  dans  le  Journal  de  Parme 
M  du  mois  d'avril  de  l'année  1693,  ce  qui  a  donné  occa- 
»  sion  au  père  Saquerius  de  faire  imprimer  un  petit 
))  livre  à  Milan,  dans  lequel  il  avoue  qu'il  n'a  pu  ré- 
»  soudre  celui-ci,  quoiqu'il  fasse  assez  paraître  par  la 
»  solution  des  autres  qu'il  est  forl  versé  dans  la  Géomé- 
»  trie.  » 

2.  Un  Professeur  nous  adresse,  de  la  Belgique,  une  solu- 
tion très-complèle  et  très-détaillée  de  la  question  qui  a 
pour  objet  de  déterminer  le  lieu  géométrique  desfojen 
d'une  conique  tangente  à  quatre  droites  données. 

La  même  question  a  déjà  été  résolue  par  M.  Salmon; 
l'ingénieuse  solution  qu'il  en  a  donnée  n'occupe  que 
cinq  lignes  d'impression  dans  son  Traité  des  Sections 
coniques  (p.  a6i,  exemple  XV). 

En  désignant  par  a  =  o,  S  =  o,  7  =  0,  J=  o  les 
équations  des  quatre  droites  données,  l'équation  dn  lieu 
cherché  est 

n        b       c        d 

a        6        7        0  . 

Les  rapports  des  coefficients  a,  &,  c,  d  s'obtiennent 
par  un  calcul  très-simple,  et  de  l'équation  de  la  courbe 
on  déduit  facilement  les  propriétés  énoncées  dans  les 
Noui^elles  Annales  (1"  série,  t.  XX,  p.  56).       G. 
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ANALOGIBS  DE  U  fifiOMÉTRIB  DU  PLAN 
A  CELLE  DE  L'ESPACE 

(Tolr  p.  USetlM): 

Par   m.    Paul   SERRET. 


IV. 

13.  Le  plan  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  tangentes  à  sept  plans  donnés  est  suscep- 
tible d^une  seconde  construction  et  qui  rappelle,  autant 
que  le  permet  la  diversité  des  choses,  la  construction  de 
la  droite  des  centres  pour  les  coniques  inscrites  à  un 
système  de  quatre  droites. 

Soient  x,  2,. . .,  7  les  plans  donnés;  la,  23,. . .  les 


12i 


V%/ 

\34 

<>'/..  - 

\>» 

(3l 

"^ 

••'/-^ 

\ 

'/^^ 

""^Sr^ 

\ 

/l) 

"lîT^ 

(in» 

droites  de  rencontre  des  plans  i  et  2,  2  et  3,. . ..  Que 
Ton  imagine  un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  assujetti  à 
passer  par  la  droite  1 2,  par  la  droite  34^  et  à  être  tangent, 
en  outre,  à  chacun  des  plans  non  encore  employés,  5, 
6,  7.  Assujetti  de  la  sorte  à  neuf  conditions,  Thyperbo* 
loïde  H  est  déterminé,  et  il  est  aisé  de  voir  que  son  centre 

Ann,  de  Haihtmat,,  3«  série,  t.  IV.  (Octobre  i865).  28 
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appartient  au  plan  général  des  centres  de  toutes  les  sur- 
faces du  second  ordre  tangentes  aux  sept  plans  donnés. 
Car  l'hyperboloïde  H  est  d'abord  explicitement  assujetti  à 
être  tangent  aux  plans  5,  6,  7.  Passant,  en  outre,  par  la 
droite  la,  comme  par  la  droite  34»  il  se  trouve  tangent 
à  tous  les  plans  menés  par  chacune  de  ces  droites  ;  et,  en 
particulier,  aux  plans  i,  a,  3  et  4  ^  il  <^st  donc  tangent 
aux  sept  plans  donnés.  Son  centre,  d'ailleurs,  peut  être 
construit  bien  aisément.  Regardant,  en  effet,  les  droites 
12,  34  qui  ne  sont  pas,  en  général,  dans  uu  même  plan, 
comme  formant  deux  génératrices  du  premier  système  de 
rhyperboloïde  H;  chacun  des  plans  tangents  5,  6,  7  ren- 
ferme une  génératrice  du  second  système,  rencontrant  les 
génératrices  la^  34  du  premier  en  des  points  qui  peuvent 
être  construits  :  puisqu  ils  ne  sont  autres  que  les  traces  des 
droites  12  et  34  sur  chacun  des  plans  5,  6,  7.  Ces  traces 
donc  étant  déterminées,  et  réunies  deux  à  deux  par  les 
droites  5'5",  6'6'',  7'7"7  on  a  dans  ces  droites  trois  gé- 
nératrices d'un  même  système  de  Thyperboloïde  H,  dont 
le  centre  se  trouve,  dès  lors,  soit  au  centre  du  paralléli- 
pipède  construit  sur  les  trois  génératsices  ^  soit,  ce  qui 
vaut  mieux  pour  Tanalogie,  au  point  de  concours  des 
médianes  de  deux  quelconques  des  trois  qt^drilatères 
gauches  ^'^"&'&,  6'6''7^7',  5'5''7^7'. 

De  là  cette  construction  :  Former  les  trois  quadrilaières 
gauches  ayant  deux  de  leurs  côtés  opposés  dans  les 
droites  1 2,  34?  e£  leurs  sommets  aux  traces  de  ces  droites 
sur  deux  quelconques  des  plans  5,6,  7  j  menant  ensuite 
les  médianes  (droites  des  points  milieux  des  diagonales) 
de  deux  de  ces  quadrilatères ^  le  point  de  concours  de 
ces  médianes  est  un  premier  point  du  plan  génénd  des 
centres.  Le  nombre  des  points  que  Ton  peut  obtenir  de 
la  sorte,  en  permutant  entre  eux  les  éléments  de  cette  con- 
struction, est  égal  au  triple  du  nombre  des  combinaisons 
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de  sept  lettres  prises  quatre  à  quatre,  ou  trois  à  trois  : 

3C,  =3.^^=3.35  =  105. 

Comment  déduire  de  cette  construction  (*)  Téquation 


2>p'=> 


du  plan  général  des  centres? 

V. 

14.  Les  côtés  i,  a,  3,  4  ^'"/^  quadrilatère  plan  don- 
nant lieu  à  trois  systèmes  de  sommets  opposés  et  à  trois 
diagonales  réunissant  les  sommets  de  chaque  système  : 
toute  conique  qui  divise  harmoniquement  deux  des 
diagonales  divise  harmoniquement  la  troisième  (Hesse). 

Soient,  en  effet, 

0  =  P.  =  P|  =  P,=P4 

les  côtés  du  quadrilatère  donné  y  considérons  la  courbe 

(i)  X.PJ  -h  \,V\  -h  \^V\  -h  \V\  =  o; 

et  la  polaire,  prise  par  rapport  à  cette  courbe,  d'un  point 

quelconque  [pi^pu  P%^Pk) 

(2)         X,/?..P.  -h  >,/>,. P,  4-  >,/?,. P,  -h  \Pi-V,  =  o. 

Si  le  point  considéré  coïncide  avec  l'un  quelconque  des 
somméis  du  quadrilatère,  avec  le  sommet  (i,  a)  par 
exemple,  on  devra  poser 

.  o=:/?i  =/>», 

et  l'équation  (a)  devenant,  par  cette  substitution, 

(2')  >5/>,.P|-+-X|/>4.P4=:0, 

(*)  Là  définition  de  la  sphère,  lieu  géométrique  des  centres  des  hyper- 
boloïdet  équilatdfw  inscrits  k  un  betaèdrei  peut  s'obtenir  géométrique- 
ment par  des  considérations  semblables  et  sur  lesquelles  nous  reviendrons. 

a8. 
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on  voit  que  U  polaire,  prise  par  rapport  à  la  courbe  (i), 
de  chacun  des  sommets  du  quadrilatère,  passe  par  le  som- 
met opposé.  Les  trois  diagonales  du  quadrilatère  donné 
sont  donc  divisées  harmoniquemenl  par  chacune  des 
courbes  (i).  Et  comme  Téquatiou  de  ces  courbes  contient 
trois  paramètres  arbitraires  Xi  :  X,  :  X|  r  X^  permettant  de 
faire  passer  Tune  d'elles  par  trois  points  pris  à  volonté; 
on  voit  qu^une  conique,  assujettie  à  diviser  harmonique- 
ment  chacune  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère,  ne 
se  trouve  réellement  assujettie  qu'à  deux  conditions  :  ou, 
en  d'autres  termes,  que  toute  conique  qui  divise  harmo- 
niquement  les  deux  premières  diagonales  divise  de  même 
la  dernière.  Le  quadrilatère  et  la  conique  sont  dits  alors 
conjugués, 

15.  Si  l'on  dispose  des  rapports  Xj  :  At  :  ^s  :  X4  de  ma- 
nière que  l'équation  (i)  soit  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  trois  points  situés  sur  une  même  droite  Q  =  o  ;  la 
fonction  (i)  sera  décomposable  en  un  produit  de  deux 
facteurs  linéaires  Q'Q'^  et  l'on  aura  identiquement 

o=:\.PÎ4îX,P   -f->3PÎ-+->«PÎ=Q.Q'. 

De  là  ce  théorème  connu  :  Si  l 'on  prend  les  traces 
d^une  même  droite  sur  les  trois  diagonales  d'itn  qua- 
drilatère^ les  points  conjugués  harmoniques  de  chacune 
de  ces  traces,  par  rapport  à  la  diagonale  correspond 
dante,  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  Q  se  réduit  à 
une  constante,  l'équation  précédente  s'abaisse  au  premier 
degré  et  représente  la  droite  des  milieux  des  diagonales 
du  quadrilatère  donné. 

16.  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée  Q  =  o  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère 
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o  s=  Pi  =  Pj  =  P,  =  P4  est  la  droite  Q'  =r=  o  définie  par 
Videntité  suivante  : 

;. P;  -+-  ^Pî  -^  X,P;  -f-  >.PÎ  =  Q.Q'. 

47.  Toute  siwface  du  second  ordre  qui  di\fise  harmo* 
niquement  quatre  des  dix  diagonales  d'un  hexaèdre 
complet,  divise  harmoniquement  toutes  les  autres. 

Soient,  en  effet, 

o  =?.  =  ?,=...=:  P. 

les  plans  des  faces  de  Thexaèdre  donné;  considérons  la 
surface 

(i)  ;.Pî-^>,Pî-i-..  -f->cPî  =  o, 

et  le  plan  polaire 

(2)  >,p,P,  -♦-  ^p,P,  -f- . . .  -f-  \p^V,  =  0, 

pris  par  rapport  à  cette  surface,  d'un  point  quelconque 
(/'n  /'ti*--»  Pe)-  Si  ce  point  coïncide  avec  l'un  des  som- 
mets de  Thexaèdre,  par  exemple  avec  le  sommet  (isk3), 
on  devra  poser 

o=/>,  =/>»=/?»  : 

et  Téquation  (a)  devenant,  par  cette  substitution, 

(2')  \,p,^,  -f-  >»p*P»  -4-  >,/?.P.  =  o  ; 

on  voit  que  le  plan  polaire,  pris  par  rapport  à  la  sur- 
face (  I  ) ,  de  chacun  des  sommets  de  Thexaèdre,  passe  par  le 
sommet  opposé.  Chacune  des  dix  diagonales  de  l'hexaèdre 
est  donc  divisée  harmoniquement  parla  surface.  Et  comme 
l'équation  (i)  de  celle-ci  renferme  cinq  rapports  arbi- 
traires X|  :  X,  :  X,  :  A4  :  ).,  :  Xe  permettant  encore  de  faire 
passer  la  surface  par  cinq  points  pris  à  volonté  dans  l'es- 
pace-,  on  voit  qu'une  surface  du  second  ordre,  assujettie 
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à  diviser  harmoiiiquement  chacune  des  dix  diagonales  d^un 
hexaèdre,  est  seulement  assujettie  par  là  à  quatre  con- 
ditions :  ou,  en  d'autres  termes,  que  toute  surface  de  cet 
ordre  qui  divise  harmoniquement  quatre  des  diagonales 
d'un  hexaèdre  divise  de  même  les  six  autres.  L'hexaèdre 
et  la  surface  sont  dits,  dans  ce  cas,  conjugués. 

18.  Si  Ton  dispose  des  coefficients  X  de  manière  que  la 
fonction  (i)  se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs 
linéaires,  ou  que  Ton  ait  identiquement 

(3)  o=r2*^P'  =  QQ'' 

deux  des  cinq  rapports  ^i  :  A,  :  X^  : . . .  resteront  arbi- 
traires en  permettant,  non  de  prendre  à  volonté  le 
plan  Q,  mais  de  le  faire  passer  par  une  droite  donnée. 
De  là  cette  conclusion  négative  :  les  conjugués  harmo- 
niques, par  rapport  aux  dix  diagonales  d'un  hexaèdre, 
des  traces  d'un  plan  quelconque  Q  sur  ces  diagonales, 
ne  sont  pas,  en  général,  dix  points  d*un  même  plan*,  si  ce 
n'est  dans  le  cas  où  le  plan  Q  est  tangent  à  une  certaine 
surface  :  la  surface-enveloppe  (ce  me  semble)  du  plan  d'une 
conique  tangente  aux  plans  des  six  faces  de  l'hexaèdre. 

19.  Si  le  second  facteur  Q'  de  Tune  des  décomposi- 
tions (3)  se  réduit  à  une  constante,  le  plan  représenté 
par  l'équation 

(3')  o  =  2'xP'-.Q 

contenant  les  points  milieux  des  dix  diagonales,  ces 
points  milieux  sont  dans  un  même  plan.  C'est  le  cas  où 
la  sphère  représentée  par  l'équation 


se  réduit  à  un  plan. 


2>p'=. 
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20.  Let  propositions  des  n^'  14  et  17  ont  ienrs  corréla- 
ûves  que  Ton  énoncerait  aisément  :  la  première  concer- 
nant un  quadrangle  plan  et  les  coniques  <?o/i/ix^^65;  la 
seconde,  un  hexagone  gauche  et  les  ellipsoïdes  conjugués, 

.      VI. 

21 .  Lemmb.  —  Six  droites  o  =  Pj  =  Pt  = . . .  =  Pe , 
situées  dans  le  même  plan,  étant  telles  que  la  fonction 

"V  AP*  puisse  être  rendue  identiquement  nulle,  ou  que 

Von  ait  /^identité 

ces  six  droites  sont  tangentes  à  une  même  conique. 

L'identité  (i)  imposant  six  conditions  aux  cinq  rap* 
ports  arbitraires  A|  :  ^s!  •  •  •  1^$^  cette  identité  n'aura  lieu 
qu'en  vertu  d'une  convenable  dépendance  entre  les  six 
droites  données.  Pour  trouver,  d'ailleurs,  la  nature  de 
cette  dépendance,  considérons  la  conique  tangente  aux 
cinq  premières  droites  i,  2,  3,  4*  S^  et  le  faisceau  des 
diamètres  de  cette  courbe,  représenté  (voir  le  §  I,  n^  2) 
par  l'équation 

(2)  2^P'=.o 

rendue  linéaire  à  l'aide  des  coefficients.  Entre  Videntité[i) 
et  l'équation  (a)  nous  pouvons  éliminer  l'un  des  car- 
rés, Pf  par  exemple;  et  l'équation  résultante 

(2')  2]^'p'=*» 

ne  cessera  pas  de  représenter  le  faisceau  des  diamètres  de 
la  conique  définie  par  les  tangentes  i,  a,. . .,  5.  D'ail- 
leurs, comme  Téquation  équivalente  (a),  l'équation  (a') 
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est  du  premier  degré  en  x,  y,  et  représente,  dès  lors,  le 
faisceau  des  diamètres  de  la  conique  définie  par  les  tan- 
gentes 2,  3,  4)  ^9  S*  Les  deux  coniques  (i,  a,  3,  4»  S) 
et  (a,  3,  4)  S)  6)  ont  donc  les  mêmes  diamètres,  le  même 
centre,  quatre  tangentes  communes.  Elles  coïncident;  et 
les  six  droites  i,  2,...,  5,  6  sont  tangentes  à  une  même 
conique. 

Mous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  lemme  et  son  corré- 
latif, susceptibles  Tun  et  Tautre  d'une  grande  extension. 

22.  Les  côtés  de  deux  triangles  isolément  conjugués 
par  rapport  à  une  même  conique  sont  six  tangentes 
d*une  seconde  conique.  Réciproquement,  etc. 

La  conique  donnée  étant  conjuguée  à  chacun  des 
triangles  123,  4^6)  ^^^  équation  peut  s^écrire  indiiîé- 
remment 

2^^'  =  o     ^^     2xP»  =  o, 

et  de  ces  équations  équivalentes  résulte  V identité 

y\p'»o. 

Donc,  etc. 

Par  le  théorème  corrélatif,  les  six  sommets  des  deux 
triangles  appartiennent  à  une  même  conique. 

23.  Lemhe.  —  Huit  plans  o  =  Pi  =  Pt  ==...=  P« 
étant  tels  que  la  fonction  2)  ^P*  ^^'^  identiquement 
nulle,  ou  que  Von  ait  /'identité 

(I)  2)fso: 

toute  surface  du  second  ordre  menée  tangentiellement  à 
sept  de  ces  plans  est  d'elle-même  tangente  au  huitième. 
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Considérons,  en  effet,  l'équation 

(a)  2!^'^'="' 

laquelle,  rendue  linéaire  à  Taide  des  coefficients,  repré- 
sente {voir  §11,  n^  5)  le  plan  général  des  centres  de 
tontes  les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux  sept 
premiers  plans  i,  2,...,  7.  Si  nous  éliminons  l'un  des 
carrés,  PJ,  par  exemple,  entre  Vïdentàé  (1)  et  Téqua- 
tion  (a),  Téquation  résultante 

représente  toujours  le  lieu  des  centres  des  surfaces  tan- 
gentes aux  plans  i,  2,...,  7.  Mais,  de  même  que  l'équa- 
tion équivalente  (2),  Téquation  (2')  est  du  premier  degré 
en  x,y^  z  :  elle  représente  donc  aussi  le  lieu  des  centres 
des  surfaces  tangentes  aux  plans  2,  3,...,  7,  8.  Les  sur- 
faces tangentes  aux  plans  i,  2,...,  y,  et  celles  tangentes 
aux  plans  2^  3,...,  8  ont  donc  leurs  centres  dans  un  même 
plan;  prises  deux  à  deux,  elles  sont  concentriques,  et 
admettent  six  plans  tangents  communs  :  elles  coïncident 
donc  deux  à  deux  ;  et  chacune  d'elles  est  tangente  aux 
huit^lans  i,  2,...,  7,  8. 

24.  CoEOLLAiHB  I.  —  Dcux  tétraèdres  étant  isolée 
ment  conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre, 
toute  surface  de  cet  ordre  menée  tangentiellement  aux 
plans  de  sept  des  huit  faces  de  ces  tétraèdres,  est  d'' elle- 
même  tangente  au  plan  de  la  huitième  face . 

(HfiSSB.) 

La  surface  donnée  étant  conjuguée  à  chacun  des  té- 
traèdres i234i  5678,  son  équation  peut  s'écrire  indiffé- 
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remment 

2àP'  =  o     ou     ^W  =  o: 
et,  comme  ces  équations  sont  équivalentes,  on  a  Videntàé 

2^P^o. 

Donc,  etc. 

Par  la  proposition  corrélative,  toute  surface  dn  second 
ordre  menée  par  sept  des  sommets  des  deux  tétraèdres 
passe  d'elle-même  par  le  huitième  sommet. 

2o,  CoROLLAiBE  IL  —  Toutc  surfoce  du  second  ordre 
menée  tangentiellement  à  sept  plans  donnés  est  d^ elle- 
même  tangente  à  un  huitième  plan  déterminé  (Lamé)  : 
et  ces  huit  plans  sont  ceux  des  faces  de  dfiux  tétraèdres 
isolément  conjugués  par  rapport  à  une  autre  surface 
du  même  ordre,  (Hessc.  ) 

Les  plans  donnés  étant  o  =  Pi  =  Pt  = ..  .=  P7 ,  consi- 
dérons la  surface  indéterminée 

(i)  oz=^\V^^\V\-^\,\^\^W\-^\,^U 

et  constatons  d'abord  que*  l'on  peut  disposer  des  rapports 
arbitraires  A,  :  X»  :  X,  :  1,,  de  manière  que  les  plans  restanu 
Ps»  Pe?  P7  soient  polairement  conjugués,  deux  à  deux, 
par  rapport  à  la  surface  (i).  Posons,  à  cet  effet, 

(5)  P»  =  a.Pi 4- fl,P, -+- <i,P3  -h  114P4, 

(6)  P.  =  6,P,H- -h^P4, 

(7)  P,=zc,P. -h -HC4P4; 

le  pôle  {px^Pt'iPit  Pk)  àxx  plan  P,  =  o  sera  déterminé 
par  l'identification  des  équations 

o  =  ii,Pi  -h  <i,P,  4-  agP,  -f-  ««P4, 
0=z\p,^x  -4-  V,P,  -4-  \pt9t  -4-  X4/>4P«, 
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ou  par  cette  suite  de  proportions  -^  =  — ^  = . , .  que 
l'on  peut  écrire 

D'ailleurs,  le  pôle  5'  du  plan  (5)  devant  appartenir  à 
chacun  des  plans  conjugués  (6),  (7),  on  devra  poser 

g|^i       ^tht       a^bt       a^h^ 

A|  A|  Xs  A4 

aiCi  .    «4<?4 

Les  plans  (5),  (6),  (7)  seront  donc  conjugues  deux  à 
deux  par  rapport  à  la  surface  (i),  si  Ton  détermine  les 

coefficients  Xi,  Xs,.**?  ^^  leurs  inverses  —>  — v»  à  l'aide 
des  trois  équations  linéaires 

a^hx       a^bt       a^b^       a^b^ 

ii  Aj  A|  A4 

l       A|  A4 

f    <?!«.  .       C4Û4 

\     Ai  A4 

le  système  des  coefficients  X],...,  X4  est  donc  déterminé^ 
ainsi  que  la  surface  (i). 

Si  Ton  conçoit  maintenant  le  plan  polaire 

P.=  o 

du  point  o  =  P»  =  Pfl  =  P7  par  rapport  à  la  surface  dé- 
terminée (i),  les  deux  tétraèdres  qui  résultent  des  huit 
plans 

o  =P,  =  P,  =r  P,  =  P4,     o  =  P.  =  P,  =  P,  =  P. 
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sont  isolément  conjugués  par  rapport  à  la  surface  (i).  Le 
corollaire  I  est  donc  applicable;  et  Ton  en  conclut  que 
toute  surface  du  second  ordre  menée  tangentiellement 
aux  plans  P,,  P^,...,  P7  est  d'elle-même  tangente  au  plan 
P.  =  o. 

Théorèmb  corrélatif.  —  Toute  surface  du  second 
ordre,  menée  par  sept  points  donnés,  passe  d^ elle-même 
par  un  huitième  point  déterminé,  et  ces  huit  points  sont 
les  sommets  de  deux  tétraèdres  isolément  conjugués  par 
rappott  à  une  autre  surface  du  second  ordre. 

(Lamé-Hesse.) 

Nous  donnerons  plus  loin  une  construction  nouvelle 
de  ce  huitième  point,  et  quelques  propriétés  d'involution 
de  l'hexaèdre  et  de  Toctaèdre,  résultant  de  ces  théorèmes, 

26.  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  donné  Q  =  o  par  rap- 
port à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux 
plans  Pi,  Pfv)  P7  est  le  plan  Q' défini  par  l'identité 
suivante  : 

27.  Lemme.  —  Neuf  plans  Pj,  P,,. . .,  Pi  étant  tels 
que  la  fonction  ^  iP*  soit  identiquement  nulle,  ou  que 
Von  ait  /'identité 

toute  surface  du  second  ordre  menée  tangentiellement 
à  huit  de  ces  plans  est  d^ elle-même  tangente  au  neu' 
vième. 

Corollaire.  —  Toute  surface  du  second  ordre  menée 
tangentiellement  à  huit  plans   quelconques  est  d'elle* 
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même  inscrite  à  une  surface  développable  dont  Farète  de 
rebroussement  est  une  courbe  gauche  de  la  quatrième 
classe.  (Hessb.) 

28.  Lemme.  —  Dix  plans  o  =  Pj  ==  Pj  = . . .  =  P,o 
étant  tels  que  la  fonction  ^  iP'  puisse  être  identique^ 
ment  nulle,  ou  que  Von  ait  V identité 

ces  dix  plans  sont  tangents  à  une  même  surface  du 
second  ordre. 

Considérons,  en  effet,  la  surface  du  second  ordre  dé- 
terminée par  les  neuf  plans  tangents  o  =  Pi  =...=  P,; 
et  le  système  des  plans  diamétraux  de  cette  surface  repré- 
senté par  Téquation 

(a)  2)'^'  =  ^ 

réduite  au  premier  degré  en  x^  y^  2,  à  Taide  des  coeffi- 
cients. Éliminant  Tun  des  carrés  P^,  entre  l'identité  (i) 
et  Téquation  (2)^  Téquation  résultante 

(2')  2/'p'=^ 

représentera  encore  les  plans  diamétraux  de  la  surface 
(i,  2,...,  9)  définie  par  les  neuf  plans  tangents  P|,...,  P,, 
D'ailleurs,  comme  Téquation  équivalente  (2),  Téqua- 
tion  (2')  est  du  prender  degré  en  x,  y^  z^  et  représente, 
dès  lors,  les  plans  diamétraux  de  la  surface  du  second 
ordre(2, 3,..., 10)  définiepar  les  neuf  plans  tangents  Pt,..., 
P,, Pio* Les  deux  suriaces(i,  2,...,  9)  et  (2,  3,...,  10)  ont 
donc  les  mêmes  plans  diamétraux,  le  même  centre  et  huit 
plans  tangents  communs  :  elles  coïncidenti  et  les  six 
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plans  donnés  sont  tangents  à  la  surface  unique  qui  résulte 
de  cette  coïncidence.  La  proposition  corrélative  sera  éta- 
blie et  généralisée  plus  loin. 

29.  Le  théorème  du  n^  24,  relatif  A  deux  tétraèdres 
isolément  conjugués,  peut  être  considéré  comme  faisant, 
dans  Tespace,  l'analogue  du  théorème  plan,  suivant  le- 
quel les  six  côtés  de  deux  triangles  isolément  conjugués 
par  rapport  à  une  même  conique  sont  tangents  à  une 
seconde  conique.  L'analogie  toutefois  est  double^  et  pa- 
rallèlement à  la  voie  suivie  par  M.  Hesse,  il  en  est  une 
autre  qui  aura  peut-être  une  plus  large  issue,  mais  qui 
demanderait,  pour  être  parcourue  jusqu'au  bout,  un  peu 
de  cette  profonde  Géométrie,  si  familière  à  l'illustre  ana- 
lyste. On  y  rencontre,  dès  le  début,  en  même  temps  que 
le  théorème  de  Pappus  et  son  corrélatif,  transportés  aux 
surfaces  du  second  ordre,  certaines  propriétés  descriptives 
de  dix  points  ou  de  dix  plans  tangents  de  ces  surfaces,  qui 
ne  se  prêtent  pas,  il  est  vrai,  aux  mêmes  usages  que  les 
théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon^  mais  qui  méritent 
d'être  notées,  en  attendant  mieux. 

Voici  d'abord  cette  seconde  analogie,  susceptible  de 
deux  énoncés  distincts. 

30.  «Si  deux  pentaèdres  sont  isolément  conjugués  par 
rapport  à  une  même  surface  t/u  second  ordre,  les  plans 
des  faces  de  ces  pentaèdres  sont  dix  plans  tangents 
d'une  autre  surface  du  second  ordre\  Réciproquement, 
si  Von  sépare  dix  plans  tangents  d'une  telle  surface 
en  deux  groupes  de  cinq  plans^  les  plans  de  chaque 
groupe  déterminent  un  pentaèdre,  et  les  deux  pen-^ 
taèdres  résultants  sont  isolément  conjugués  par  rapport 
à  une  même  surface  du  second  ordre. 

Soient,  en  effet, 

O  —  P,  =  P,  rr:  .  .  .=  P»       et       G  =  P,  -    P,  =1:  .  .  .=r  P». 
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les  plans  des  faces  des  deux  penlaèdres  donnés^  conju- 
gués Tun  et  Tautre  à  une  même  surface  du  second  ordre: 
c'est-à-dire  tels  que  le  plan  polaire,  pris  par  rapport  à 
cette  surface,  de  chacun  de  leurs  sommets  passe  par 
Taréte  opposée.  D'après  cette  définition,  il  est  aisé  de 
voir  que  Féquation  de  la  surface  conjuguée  peut  s'écrire 
indifféremment 

(1)  V\f  =  o, 

ou 

(2)  2/F  =  o. 

Et  il  résulte,  de  Féquivalence  de  ces  deux  équations, 
ridentité 

(3)  '^\9^^o, 

• 

ou,  d'après  le  lemme,  l'analogie  énoncée. 

Quant  à  la  proposition  réciproque,  elle  résulterait 
dans  un  ordre  inverse/ du  dédoublement  de  l'identité  (3), 
actuellement  donnée,  suivant  les  deux  équations  équiva- 
lentes (i)  et  (a). 

• 

31.  De  même,  un  tétraèdre  et  un  hexaèdre  étant 
isolément  conjugués  (voir  le  n°  17)  par  rapport  à  une 
première  surface  du  second  ordre  :  les  plans  de  leurs 
faces  sont  dix  plans  tangents  d'une  autre  surface  du 
second  ordre.  Réciproquement,  Si  l'on  sépare  dix  plans 
tangents  d'une  surface  du  second  ordre  en  deux  groupes 
inégaux,  le  premier  composé  de  six  plans,  le  second 
de  quatre  :  r hexaèdre  et  le  tétraèdre  résultant  des  plans 
de  chaque  groupe  sont  isolément  conjugués  par  rap* 
port  à  une  même  surface  du  second  ordre. 

La  surface  conjuguée  des  deux  polyèdres  est  repré- 
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sentée,  en  efièt,  dans  la  proposition  directe,  par  l'une  ou 
Tautre  de  ces  équations  équivalentes 

(I)  2)p'=o, 

(a)  2|*ip»=o. 

Et  l'on  en  déduit  l'identité 

(3)  2'\p'=°- 

Suivant  la  proposition  réciproque,  Fidentité  (3)  est 
donnée,  et  les  équations  (i),  (a)  sont  équivalentes.  Les 
propositions  corrélatives  se  rapportent  aux  polygones 
gauches  de  quatre,  cinq,  six  sommets,  polairement  con- 
jugués à  une  surface  du  second  ordre. 

On  verra  un  peu  plus  loin  le  rôle  de  ces  analogies*,  et 
que,  si  elles  ne  paraissent  pas  immédiatement  résolubles 
en  une  propriété  descriptive  suffisamment  simple  d'an 
système  de  dix  points  ou  de  dix  plans  tangents  d*une  sur- 
face du  second  ordre,  elles  fournissent  du  moins  les  pro- 
priétés métriques  qui  correspondent  au  théorème  de 
Pappus  et  à  son  corrélatif.  ^ 

VII. 

32.  Les  théorèmes  connus,  relatifs  aux  divisions  pro- 
portionnelles,  ou  homographiques,  déterminées  par 
toutes  les  autres  tangentes  sur  deux  tangentes  fixes  d'une 
parabole,  ou  d'une  conique  quelconque,  peuvent  se  dé- 
duire des  deux  identités 

(i)  VxP»  =  const., 
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auxquelles  donnent  lieu  cinq  tangentes  d'une  parabole, 
six  tangentes  d\ine  conique  quelconque.  Prenant  pour 
axes  des  or,  y  deux  de  ces  tangente^,  ridentité  générale  (  a  ) 
devient 

Développant,  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en 
^*5  j'i  J^»  ^^y^  ^^1  et  éliminant  a,  /3,  X,,...,  i^,  entre 
les  six  équations  résultantes,  on  trouve 


I 

I 

I 

1 

£l,A, 

a,  A, 

«3*S 

fl4^4 

I 

I 

1 

1 

«1 

«t 

«» 

<»4 

I 

I 

1 

I 

T, 

â; 

*; 

T. 

1 

1 

I 

1 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  aux  éléments  de  la  pre- 
mière colonne,  supprimant  les  indices  i  et  chassant  les 
dénominateurs, 


(I) 


k.ab  -[-  oL.a  -hp.A  -1-7  =  0. 


Telle  est  la  relation  entre  Tabscisse  et  Tordonnée  à  Tori- 
gine  d'une  tangente  quelconque.  Il  résulte  delà  forme  de 
cette  relation,  que  les  traces  a  et  b  d'une  tangente  variable, 
sur  les  deux  tangentes  fixes  ox  et  oj^  déterminent  sur  ces 
dernières  deux  divisions  homographiques.  On  pourrait 
d'ailleurs  écrire  à  priori  la  relation  (1)  et,  après  y  avoir 

mis  en  évidence  les  coordonnées  X  = ^>  Y  = %- 

ik  nk 

du  centre  de  la  courbe,  en  déduire  par  une  autre  analyse 
les  résultats  obtenus  au  §  I. 

33.  Opérant  de  même  sur  l'identité  ^   iP*==o,  ré- 
unit  é^  ôtathêmat.,  i«  série,  t.  IV.  (Octobre  iH65.)  79 
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lative  k  dix  plans  tangents  d'une  surface  du  second  ordre, 
et  prenant  encore  trois  des  dix  plans  tangents  pour  plans 
des  x^jTj  Zy  on  aurait  d'abord 


aar' 


Pr'+7*'  +  2>.(^  +  f  +  J-y-o. 


Développant  ensuite,  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
termes  en  x*,  j^*,  z*^  xy^ . . . ,  x^  y^  z^  x',  et  éliminant 
les  indéterminées  a,  P,  y,  ^^  ^s%-  •  •)  ^79  on  obtiendrait 
la  relation 


1 

1 

I 

fl.^. 

ûa^i 

a^h^ 

I 

1 

1 

1 

I 

1 

I 

I 

«7 

I 

1 

I 

t 

1 
ci 

I 
0 

=  0. 


De  U,  en  ordonnant  par  rapport  aux  éléments  de  la  pre- 
mière colonne,  supprimant  les  indices  i  et  chassant  les 
dénominateurs, 

(II)     *.flftcH-«.*c-f-p.ffl-h7.flfr-*-a'.a-t-p'.^-h7'.4?=:0. 

Telle  est  la  dépendance  entre  les  trois  segments  a,  fr,  c 
déterminés  par  un  plan  tangent  quelconque  sur  les  arêtes 
Xfjr^z  d'un  trièdre  circonscrit.  On  aurait  pu  écrire,  â 
priori  y  Téquation  (II),  en  remarquant  que  le  nombre  despa- 
ramètres indéterminés  contenus  dans  la  relation  cherchée 
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<f  (a,  b,c)  =  o  ne  pouvant  èlre  supérieur  à  six,  le  nombre 
de  ses  termes  ne  peut  d'abord  dépasser  sept^  que,  d'ail- 
leurs, cette  relation  doit  être  algébrique  et  du  premier 
degré  par  rapport  à  chacune  des  lettres  a,  £,  c  :  toutes 
conditions  déjà  remplies  par  la  forme  (II),  et  par 
cette  forme  seulement.  L'équation  (II)  obtenue  de  la 
sorte,   on  peut   y  mettre  en  évidence  les  coordonnées 

(X  =  — A,  Y  =  — -4-^Z  =  — -^^ducenlredcla 

surface,  et  en  déduire  une  autre  analyse  des  problèmes 

traités  dans  le  §11. 

(  La  suite  prochainement»  ) 


nu  THÉORÈMES  SIIR  LA  DÈGOIPOSITIOH  M  CERTAINES 
EXPRESSIONS  EN  REUX  CARRÉS^ 

Pab  m.  s.  REALIS. 


Les  deux  théorèmes  dont  il  s'agit  peuvent  être  énoncés 
au  moyen  d  une  formule  unique,  qiii  est  la  suivante  : 

=    î  q=^(tt.«i)  H-2(ai«,a,a4)rp2(*'«»-"««)— •••  I 

V  «1  et  V  («lai. .  .«i)  désignent  la  somme  de  n  quan- 
tités données  ai,  «t,  ai,...,  a„,etla  somme  des  produits 
de  ces  quantités  Ai  à  Ar;  ^«î  et  2 (***•••  ***)*  ^^* 

^9- 
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signent  de  même  la  somme  des  n  carrés  a J,  aj,  «î ,..-,«« i 
et  celle  des. produits  de  ces  carrés  À'  à  A  ;  les  signes  supé- 
rieurs et  inférieurs  se  correspondent  partout  entre  eux  5 

la  succession  des  termes   V  («iflCf  •  •«!)'>  et  celle  des 
termes  \^(aiaj. .  ,cr.i)  ne  vont  pas  au  d«^là  de 

V  (a,aa. .  .anY  =  (a,a,.  .  .«„)* 

et  de 

2  («!«»•  .  .a„)  =  a,aa..  .a», 

respectivement. 

On  a  ainsi,  par  le  premier  théorème  (signes  supé- 
rieurs)^ « 

I  4- {a»H- p)-Ha>p»  =  (l  -  aP)»-4- (a  4- p)», 
IH-  («»-♦-  P>  H-  7»)  -H  (a'P«  H-  a»7»  H-  p'7')  -f-  a^P'7» 
=  [l-(ap -H  a7 -4- p7)]>-h[(a  4- p  4-7) -aP7]S 

I-f-(a»-»-p»4-7»H-a»)-f-(a>p»-4-...4-7»i«)4-(a'P'7»4-...pY^) 
4-  a»p»7'^»  =  [1  —  («p  4- ...  4-  7^)  4-  ap7(îp 
4-  [(«4-.  .  .4-  ^)  -(aP7  4-. .  .4-  P7(î)]% 

L'expression  constituant  le  premier  membre  de  cha- 
cune de  ces  égalités  peut  donc  être  transformée  en  une 
somme  de  deux  carrés  au  moyen  de  formules  directes.  Et 
comme  il  est  permis  de  changer,  dans  le  second  membre, 
les  signes  des  quantités  a,  |3,  y,. . . ,  à  volonté,  la  décom- 
position dont  il  s'agit  pourra  généralement  être  faite  de 
plusieurs  manières  diflérentes.  Cette  remarque  est  com- 
mune aux  deux  théorèmes  compris  dans  la  formule  gé- 
nérale ci-dessus. 
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Par  le  deuxième  théorème  (signes  inférieurs)  on  a 

I  —  (a»  -f-  p'  -♦-  7«)  -f.  ( a»p»  H-  a»7»  -H  p«7«)  —  a'P'v* 
=  [H- («P  H.  «7 -h  Py)f  -  [(a-4- p  +  7)  H- ap'/p, 

I  — (a»-f-...-+-^')-f-{a»p»H-...-f-7»^)--(a»p»7»H-...-t-pV^') 
-f.  a'pV^  ~  [i  -h  («p  -f.. .  .  -I-  7.Î)  H-  aP7^]> 

-  [(a  -H. . .  H-  (î)  -f-  (ap7  -H. .  .-f-  P7^)]'; 

par  où  Ton  voit  que  la  somme  algébrique  exprimée  par 
le  premier  membre  de  ces  formules  peut  toujours  être 
changée  en  une  différence  de  deux  carrés  que  Ton  sait 
construire  directement. 

Bemarque,  —  On  énonce  aussi  les  propositions  qui 
précèdent  en  disant  que  si  f(z)  =  s" —  «z"~*-|-.  .  .=  o 
est  V équation  aux  carrés  des  racines  de  V équation 

x^  —  A,.r"-'  -f-  Aa.r"-*  —  AjO?— «  H-  .  .  .  =  o, 
on  aura 

{-0"/{-0 

=  (i— A,-^A4  — A.-4-...)'-t-(A,~  Aa-*-  A.—    ..)», 
et 

/(  l)  p=  (  IH-  A,  H-  A4  -f-  A«  -4-  .  .  .  )'  —  (  A,  -f-  Aa  +  A.  H- .  .  .  )'. 

Ainsi,  une  équation  f[z)  =  o^  à  coefficients  ration- 
nels, étant  donnée,  si  les  nombres  { —  ^Yf( —  *)  et  f[i) 
ne  sont  pas  réductibles  à  la  fois^  le  premier  à  une  somme 
de  deux  carrés,  et  le  deuxième  à  une  différence  de  deux 
carrés,  par  cela  seul  on  sera  en  droit  de  conclure  que 
toutes  les  racines  de  celte  équation  ne  sont  pas  des 
carrés. 
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QUESTION  rmiEN; 
Pa*  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Troiwer  les  racines  réelles  de  V équation  a'  -H  A*  =  c' 
dans  laquelle  a,  i,  c  sont  des  nombres  positifs. 

Je  remarque  d'abord  que  si  les  trois  nombres  a,  b^  c 
sont  plus  petits  que  Tunité,  +  oo  est  uue  solution  de  Té* 
quation  ^  de  même  —  oo  serait  une  solution  si  les  trois 
nombres  étaient  plus  grands  que  l'unité. 

Lorsque  a=  6,  Féquation  peut  se  résoudre  immédia- 
tement) eu  eiTot, 

loge  —  iogfl 

Lorsque  a  dillère  de  6,  on  peut  supposer  a  ^  £,  ce  qui 
donne  lieu  à  trois  cas. 

Premier  cas  :  c^a'^b.  —  Je  divise  les  deux  mem- 
bres de  Téquation  par  c',  en  tenant  compte,  s'il  j  a  lieu, 
de  la  solution  infinie  donnée  par  c'  =  o,  et  j*ai 


i^M^-' 


-  et  ~  sont  plus  petits  que  Tunité)  le  premier  membre  est 

une  fonction  constamment  décroissante,  égale  à  a  quand 
X  est  nul,  et  nulle  quand  x  est  infini  pi  y  a  donc  une 
seule  racine  qui  est  positive.  On  la  sépare  facilement  en 
remarquant  que 


'(°)'>->  '(')■ 


<i. 
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d'où 

loge  —  log  ^         ^  loge  —  loga 

Deuxième  cas  :  c<Cb<^a.  —  On  reconnaît  par  le 
même  moyen  l'existence  d'une  seule  racine  qui  est  né- 
gative. 

Troisième  cas  :  a^c'^b.  —  Il  n'y  a  pas  de  racine 
réelle,  car  pour  toute  valeur  positive  de  x 

a^'^c',     et  à  fortiori     a*  -f-  ^*  >  c* ; 

potir  toute  valeur  négative  de  x, 

6*  >  c*,     et  à  fortiori     a»  4-  A»  >  c*. 

Remarque.  —  Cette  question  a  été  posée  le  3o  mars 
i865,  à  Poitiers,  aux  candidats  pour  le  baccalauréat  es 
sciences  :  il  serait  superflu  de  s'enquérir  si  elle  a  été 
résolue. 

Remarque.  —  Le  nombre  des  racines  imaginaires  sera 
en  général  infini  et  leur  recherche  compliquée;  nous 
nous  contenterons  d'un  exemple  très-simple.  Soit 

e  éunt  la  base  des  logarithmes  népériens, 


e^^e'^z 


On  voit  que  x  a  une  iniinité  de  valeurs  imaginaires  et 
une  seule  valeur  réelle. 
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NOTE  SDR  L  fiQDATiON  N  TROISlKHK  DEGRÉ  M  LA  «UESTIOI 
M  PeNDHLB  CONIQUE  (*); 

Pae  m.  dieu. 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. 


M,  Slurm  a  irès-heureasement  perfectionné  la  ibéoric 
du  pendule  conique  par  une  ingénieuse  disposition  de 
Téquation  du  troisième  degré  qui  s'y  rencontre.  Il  lui  a 
donné,  comme  on  sait,  la  forme 

(/»-.z«)(i— 2,4-/i)  — (/»— «î)Acos"c=o, 

d'après  laquelle  ou  voit  qu'elle  a  toujours  trois  racines 
réelles  : 

1°  Une  racine  négative  inférieure  à  — /et  même  à 
—  (h  —  Zq)  pour  le  cas  de  h  —  ^o^^y  ^^^  — '  ®'  ^^ — '* 
donnent  tous  deux  le  résultat  négatif  —  (Z* —  ^î)  A  «^os'e; 

1°  Deux  racines  de  signe  ambigu  dont  Tune  entre  — / 
ou  — (A  —  z^)  et  z^^  et  l'autre  entre  z^  et/,  car  z^ 
donne  le  résultat  positif  (/* —  «JjAsin'e,  et  /donne le 
même  résultat  négatif  que  —  /. 

Quelque'  chose  reste,  je  crois,  à  désirer  dans  la  discus- 
sion de  ces  deux  dernières  racines,  dont  il  est  nécessaire 
de  fîxer  les  limites  d'une  manière  plus  précise  pour  ex- 
primer le  temps  en  fonction  elliptique,  comme  M.  Sturm 
Ta  fait,  a  désignant  la  plus  grande  des  deux  et  b  la  plus 
petite,  il  faut  que  Texpressiun 


V- 


a^-^b^ 


l^-^iab-^P 


C)  Coursât!  Mécanique  par  M.  Storm,  public  par  M.  PaovBCTp  4^*  leçon. 
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[formule  (a),  page  i8a]  reste  réelle  quand  ^  varie  de  o 

à  -•  Or,    cela    exige    effectivement    que    la    quantité 

«'— ^*  •  Tir    c 
se  trouve  com prise  entre  o  et  i .  M.  oturm. 

dont  la  pénétration  était  si  grande,  avait  sans  doute  vu 
que  ces  conditions  sont  toujours  remplies;  mais  il  ne  Ta 
pas  établi  dans  &on  cours  écrit.  C'est  ce  que  je  vais  faire 
dans  cette  Note. 

La  plus  grande  a  des  trois  racines  de  l'équation  est  po- 
sitive quand  z^  est  positif,  puisqu'elle  se  trouve  entre  z^ 
et  /.  Elle  est  encore  positive  lorsque  z^  est  négatif,  car  on  a 

/'(/isin'f  —  2,)-f-«JAcos*« 

pour  «  =  o,  c'est-à-dire  un  résultat  positif,  en  sorte 
qu'elle  se  trouve  entre  o  et  /  dont  le  résultat  de  substitu- 
tion est  négatif. 

Quand  la  racine  b  est  positive,  on  a  à* —  6*  >o.  Pour 
savoir  si  cette  inégalité  subsiste  lorsque  b  est  négative,  ou, 
en  d'autres  termes,  si  — b  est  inférieur  à  /i,  je  substitue 
—  a,  ce  qui  donne 

Il  n'est  pas  possible  de  discerner  immédiatement  le 
signe  de  ce  résultat;  mais  la  remarque  que 

—  «•  +  (a»—  /*)fl»4-/'«  —  /'(«•—  à)  —  (/'  —  z;)/icos'« 

est  nul,  puisque  a  est  par  hypothèse  nue  racine  de  l'équa- 
tion, permet  de  réduire  à 

l'expression  précédente^  et  l'on  voit  enfin  que  — a  donne 
un  résultat  négatif.  On  a  donc  dans  tous  les  cas 

a»— A'>o, 
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et  de  plus 

Joignant  à  ces  deux  inégalités  l'inégalité  évidente 

on  obtient 

/'-+-  2<?^-4-û»>a' —  A»>o.         C.  Q.  F.  D- 


DÉMONSTRATION  ANALYTIQUE  DO  THËORÈIE  DE  NAC-CDLUfil 
SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  DANS  L  ELLIPSE 

Eitension  au  cas  de  rbjperbole  et  de  la  parabole  (^) 

(voir  l.  IX,  p.f»6); 

Pab  m.  MISTKR, 

ProfesBeur  à  rAthénée  royal  de  Bruges, 

Et  m.  NEOBERG, 

Professear  à  l*£colo  Normale  de  Nivelles. 


4.  Théorème.  —  Un  niangle  étant  inscrit  dans  une 
ellipse,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  est 
égal  au  produit  des  trois  demi-diamètres  parallèles  aux 
côtés  du  triangle,  divisé  par  le  produit  des  deux  demi- 
axes. 

Ce  tliéorome  revient  au  suivant  qui  le  rend  applicable 
aux  trois  courbes  :  Le  cairé  du  rayon  du  cercle  circon^ 
scrit  est  égal  au  produit  des  trois  cordes  passant  par  le 
foyer  parallèlement  aux  côfés  du  triangle,  divisé  par 
quatre  fois  le  paramètre  de  la  conique. 


{*)  Le  théorème  restait  à  démontrer  pour  l'hyperbole  (  voir  iVîiMwel/ef 
Annales,  X  IX,  p.  798),  et  n'a  été  démontré  géométriquement  que  pour 
Tellipso. 
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Rapportons  Tellipse  à  ses  axes  principaux^  so|i  équa- 
tion sera 

y»  X» 

(0  F  +  ^  =  '- 

La  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC  ren- 
contre l'ellipse  eu  un  quatrième  point  D,   et  si   Ton 

appelle 

y  =z  mx  -k-  p^ 
jr=zm'x-^  p' 

les  équations  de  deux  sécantes  communes  au  cercle  et  à 
Tellipse,  et 

(r  — P)'-»-{x-a)»-R«=o 

Téquation  de  la  circonférence,  celle  de  l'ellipse  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

(a)  i  [y-'nx--'p)[y-^ni'x'--p') 

Cette  équation  devant  être  identiquement  la  même  que 
la  première,  on  devra  avoir 

(3)  in-i-//ï'  =  o, 

(4)  ,,+/=-2lp, 

(5)  mp'  A-  m'p  z=z  2>a, 

De  la  première  de  ces  équations  on  tire  m'  =  — /w,  ce 
qui  indique  que,  dans  un  même  système,  les  sécantes 
communes  sont  également  inclinées  sur  le  grand  axe, 
mais  en  sens  contraires. 

De  Tavant-dernière  on  tire 
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ensuite  les  équations  (4)  et  (5)  donnent 

p  -'P  =  'zr'^ 

m 
élevons  au  carré  et  retranchons,  nous  aurons 

Remplaçons  ces  valeurs  dans  Téquation  (7)   mise  sous 
la  forme 

^»{H- >) -4-;?/;' -h  A  (a^-h  p»  —  R')  =  o; 
elle  deviendra,  réductions  faites, 

(8)  1        -4-  {a'>m^-hb')[(t  -4-  m')  (a'P'/w'—  ù^ar) 

(  —  R'/«»](a»— ^')]  =  o. 

Cette  équation  développée  est  du  sixième  degré  eu  m; 
elle  donne  par  conséquent  les  inclinaisons  des  six  sé- 
cantes communes.  Ces  six  valeurs  de  m  sont  égales  deux 
à  deux  et  de  signes  contraires^  les  carrés  des  valeurs 
de  m,  dans  chaque  système  de  sécantes  communes,  sont 
donc  égaux,  et  comme  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 
font  partie  de  chaque  système,  il  en  résulte  que  Téqua- 
tion  précédente,  étant  résolue  par  rapport  à  m*,  don- 
nera les  carrés  des  inclinaisons  des  trois  côtés  du  triangle 
ABC. 

Cela  posé,  menons  un  diamètre  parallèle  à  la  droite 
jr  =  mx  -hp\  la  longueur  d  de  ce  diamètre  sera  donnée 
par 

fPzr-  î I 
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d'où  Ton  tire 

et  par  suite 

I  4-  //i»  = 


j_  rf»(a»— ^2) 


Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (8),  le  facteur 
commun  (a'm*+i*)  pourra  se  supprimer  et  l'on  aura, 
pour  déterminer  d,  Téquation 

—  [«»*» -4- fl»p'-h  ^»a»— R>(a»— ^»)]^/'— R»a»ô«r=  o. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  ^*;  par  consé- 
quent, en  appelant  d^,  d'^^  d"^  les  trois  racines,  on  aura 

d'où 

2.  Enoncé  de  la  seconde  manière,  le  théorème  peut  se 
démontrer  avec  la  même  facilité.  Si  par  le  foyer  d'une 
ellipse  nous  menons  une  corde  MFN  parallèle  à  la  droite 
y  =  /?ixH-/7,  en  appelant  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  le 
grand  axe,  on  sait  que  l'on  a 

El  El 

FN  = ? et     FM  = , 

c  c 

I cosa  \-\ —  cos  a 

a  a 

d*où  Ton  tire,  en  additionnant  et  appelant  /  la  longueur 
de  la  corde, 

a 


/=. 


I 7  COS*« 

à* 
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Or,  la  corde  ëtaiil  parallèle  à  la  droite  y  =  mx  H-  p^  on 
a  langa  =  m,  et  par  suite 


cos*a  =: 


Substituons  dans  la  valeur  de  /  et  observons  que 
c*  =  û'  —  i*,  il  vieut 

2fl//*(n-  m») 

On  pourrait  tirer  de  là  la  valeur  de  m*  et  la  porter 
dans  Téquation  (8)  ;  on  aurait  une  équation  du  troisième 
degré  en  /  qui  donnerait  la  valeur  du  produit  des  trois 
racines;  mais  si  Ton  rapproche  cette  valeur  de  /  de  celle 
de  d^  qui  est 


d^^. 


on  voit  que  Ton  a 


--  =  - ,      d  oïl     rf>  =  ~ .  /. 

/  2  2 

La  même  relation  subsiste  entre  les  autres  valeurs,  et  en 
substituant  dans 

il  vient 

o 
d'où  Ton  tire 

a 

ib^ 
Et  comme  —  représente  le  paramètre  aP  de  Tellipse, 

on  peut  écrire 

8P 
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3.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  s*étend 
d*elle-ménie  au  cas  de  Thyperbole.  Il  suffit  pour  cela 
d'identifier  Téquation  (a)  avec  celle  de  Thyperbole, 

Les  calculs  se  traitent  de  la  même  manière,  ils  ne  dif- 
fèrent des  précédents  que  par  le  changement  de  b*  en 
—  i*,  et  l'on  parvient  facilement  à  Téquation 

— /ii»#i»A>(i-4-/w»)(«»-h  ^») 
mais  comme  on  a  aussi 

""  /|'/7I»—  b^     ' 

on  aura,  comme  pour   Tellipse,    pour  détt^rminer   r/', 
Téquation  du  troisième  degré 

l  !/•—  [«»-  b^  —  (a»  -4-  p»  —  R»)]  d* 

Or,  ici  deux  cas  sont  possibles  :  si  le  triangle  inscrit 
dans  l'hyperbole  a  ses  trois  sommets  sur  la  même 
branche  de  courbe,  les  diamètres  menés  parallèlement 
aux  côtés  du  triangle  ABC,  ne  rencontrant  pas  la  courbe, 
seront  imaginaires,  et  les  trois  racines  de  Téquation  pré- 
cédente seront  négatives^  dans  le  cas  contraire,  deux 
diamètres  seront  réels  et  le  troisième  imaginaire,  deux 
des  racines  seront  positives  et  la  troisième  négative.  En 
représentant  les  trois  racines,  dans  le  premier  cas,  par 
—  rf*,  —  £Î",  — d'^^y  et  dans  le  second  par  — rf*,  ^", 
<2"*,  on  aura  chaque  fois 

—  rf»d'»€/"-:  — R«û«6%     d'où     R=:^l^. 

ab 
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La  formule  est  donc  la  même;  seulement ,  dans  le  cas 
de  Thypcrbole,  les  trois  diamètres  seront  imaginaires,  ou 
bien  deux  seront  réels  et  le  troisième  imaginaire. 

4.  La  seconde  forme  donnée  à  Ténoncé.  dans  le  cas  de 
rbyperbole  a  l'avantage  de  faire  disparaître  toute  trace 
d'imaginaire,  car  les  cordes  menées  par  le  foyer  paral- 
lèlement aux  trois  côtés  du  triangle  seront  toujours 
réelles.  Pour  avoir  leurs  longueurs,  rappelons- nous  quun 
rayon  vecteur  est  donné  par  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formules 


et 


c  c 

I  -\ —  C08  a  1  —  -  cos  a 

a  a 


selon  que  son  extrémité  M  est  située  sur  l'une  ou  l'autre 
branche  de  courbe. 

Loi^sque  le  triangle  inscrit  a  ses  sommets  sur  une 
même  branche  de  courbe,  les  cordes  menées  par  le  foyer 
parallèlement  aux  trois  côtés  ne  coupent,  non  plus,  qu'une 
seule  branche,  et  l'on  fera  exclusivement  usage  de  la 
première  formule 

b^ 


c 

IH —  cos  a 

a 


On  aura  donc,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  pour  les 
deux  parties  FMj,  FN  d  une  même  corde  MFN  de  lon- 
gueur /, 


FN  = et     FM  = 


c  c 

I  H —  cos  a  I cos  a 

a  a 
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et,  en  additionnant, 

FN  -h  FM    ou    /  =  - 


a 


I :  COS'a 


Comme  co8*a  =: ;  et  c*  =  a*-f-  i*,  il  vient,   pour 

I  -h  m'  ^ 

la  valeur  de  /, 

iab^(\  -h  m') 

a'iw»  —  b' 

En  la  comparant  avec  la  valeur  de  d*  cpii  est 


on  trouve 


t  =  -°,       d'où       rf':^-f./. 

On  aurait  de  même  */"  = /',  d"^  = /''  pour  le» 

deux  autres  cordes,  et  comme,  dans  Téquation  (9),  le 
produit  des  trois  racines  est  négatif  et  égal  à  — R*a*i*, 
en  remplaçant  dans  le  produit  les  trois  racines  par  les 
trois  valeurs  que  nous  venons  de  trouver,  il  viendra 


d'où 


b^ 

—  représentant  encore  la  moitié  du  paramètre. 

Lorsque  deux  des  sommets  du  triangle  se  trouvent  sur 
Tune  des  branches  et  le  troisième  sur  l'autre,  deux  des 
cordes  couperont  les  deux  branches  et  la  troisième  n'en 

it/m.  de  Hathémat,,  i*  série,  t.  IV.  (Octobre  i865.)  3o 


J- //'/"= 

—  R'a»A% 

.,   «''', 

IV  r 

a 

-  8P  ' 
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coupera  qu'une.  Pour  celle-ci  on   aura,  comme  précé- 
demmeot, 


2 

Pour  chacune  des  deux  autres,  ofn  remarquera  que  sa 
longueur  est  égale  à  une  différence  de  deux  rayons  yec- 
leurs  dont  le  premier  est  donné  par 

—  È!  ^ 

a  a 

FM  = on , 

c  c 

I CCS  a  -  cosa  —  I 

a  fi 


et  le  second  par 


FN=r         ^ 


c 

I  H CCS  a 

a 


On  aura  donc 


^  cos'a  —  I 


ou 

et  par  suite 

-—-=-     ou     rf'»  =  -./'. 

On  aurait  de  la  même  manière 


Substituant  ces  valeurs  dans  le  produit  des  trois  racines 
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de  rëquation  (9),  on  obtient,  comme  dans  le  premier  cas, 

5.  La  parabole  étant  une  variété  de  l'ellipse  ou  de 
Fbyperbole,  on  peut  en  conclure  que  le  théorème  précé- 
dent subsiste  dans  le  cas  de  la  parabole.  On  peut  cepen- 
dant le  démontrer  directement  de  la  manière  suivante. 

En  identifiant  Téquation  (2)  avec  celle  de  la  parabole 

j>  =  2Px; 

on  obtient  cette  suite  d'égalités 

m  4-  m'rrr  o,     d'où     m'  =;  —  rti, 
mm'  -I-  X  =r  o,     d'où       t  =  m\ 

p  -l-//-»-2>p=:0, 

pm'-^p'm  —  2Xa=  —  2P(i  -+->), 

/7/>'-4->(a»-4-p»— R»)  =  0. 

Éliminons  m\  ^y  Pf  p'  entre  ces  équations,  il  vient, 
pour  Téquation  en  m,      . 

(10)    m<p*(i-f.«»)— m^R»— P»(H-/iï«)«+aPam»(i-4-/ii»)=o. 

Or,  si  par  le  foyer  de  la  parabole  on  mène  une  corde 
parallèle  à  la  droite  jr  =  mx  +  p^  la  longueur  de  cette 
corde  sera  donnée  par  la  somme  des  deux  rayons  vecteurs 

P  P 

FM  — et      FN  = 

I  —  cosa  I  -4-  cosa 

On  a  ainsi 

/  =rr  FM  -+-  FN  r=  -^  ; 

sin'a 

m' 
or,  sin*a  = r:  donc  la  longueur  de  la  corde  sera 

3o. 
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donnée  par 

^      ^Pfi-f-/it*) 
'= m^ ' 

d'où  Ton  lire 

aP 

et      I  -»-  m»  = 


/— 2P  /— 2P 

Substituons  dans  l'équation  (lo)  et  ordonnons  par  rap- 
port à  /,  il  vient 

/'  —  (aP  H-  4a)  /»  H-  4  (R>  —  P^  -4-  2Pa)  /  ~  8R'P  =r  o. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  /;  elle  donne  les 
longueurs  des  trois  cordes  menées  par  le  foyer  parallèle- 
ment aux  trois  côtés  du  triangle;  par  conséquent,  en  ap- 
pelant /,  t\  l"  les  trois  racines,  nous  aurons 

//'/^=i8R«P, 
d'où 

8P 

6.  Observons,  pour  terminer,  que  les  trois  équations 
en  m  que  nous  venons  de  trouver  ne  changeant  pas  quand 
on  y  remplace  m  par  —  m,  il  en  résulte  que  le  théorème  • 
subsiste  encore  lorsque  les  angles  d'inclinaison  des  trois 
cordes  sur  le  grand  axe  sont  remplacés  par  les  angles 
supplémentaires. 
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SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  733 

(Toirl'sério,  t.  IV,  p.  lU); 

Par  m.  Arthur  POUSSART, 
Ëlève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Painvin). 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  aux  côtés 
d^un  triangle  et  telles,  que  les  normales  menées  par  les 
points  de  contact  se  rencontrent  en  un  même  point,  est 
une  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par  les  sommets 
du  triangle,  le  point  de  rencontre  des  hauteurs j  le  centre 
de  grauitéyles  centres  des  cercles  inscrit  et  ex^inscrits,  les 
milieux  des  côtés,  les  milieux  des  hauteurs.  (Thomson.) 

Si  X=:  o,  Y  =  o,  Z  =  G  sont  les  équations  des  côtés 
du  triangle*,  a,  ^,  y  les  points  de  contact,  Téquation 
générale  des  coniques  inscrites  est 

fl»X«  -h  b^Y^  -h  c»Z»  ~  'xbcYZ  —  2tfrXZ  —  iiabHY  =  o, 

a^  &,  c  étant  des  constantes  indéterminées. 

Soient  les  équations  de  trois  droites  parallèles  aux 
hauteurs  du  triangle 

(Ha)  YcosB  =r  Z  cosC  H-  K, , 

(H*)  ZcosC=XcosA-4-K,, 

( Bc)  X  cos  A  —  YcosB  -+-  K. 

La  condition  pour  que  ces  trois  droites  soient  concou- 
rantes est 

K  -4-  K,  H-  K,  =  o. 
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J'exprime  que  la  Ha  perpendiculaire  au  côté  ayant 
pour  équation  Z  =  o  passe  par  le  point  7  dont  les  coor- 
données sont  définies  par  les  relations 


Z  =  o, 


Z  =  o, 


S  a 


1  Y  .  _-____^.^_^_— ^-^ 

«X  =  *Y,  1      "~  R  ^sinA-f-tfsinB' 


g       ou    7 
XsinA -h  YsinB  =  --»  1  § 


R  6sinA  +  asinB 


A,  R,  C  étant  les  angles  du  triangle,  3  sa  surface,  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

Les  coordonnées  du  point  y  doivent  yérifier  Téquation 
de  Hâ  ;  on  a,  en  remplaçant, 


de  même, 


Mais 


donc 


„        S     ^  cos  A  —  fl  cos  B 

R=r ,—- ; ; 

R     ^  sm  A  +  a  sm  B*^ 


S     r  sin  B  —  ^  sin  G 

'""  r!  '  rcosB-h  ^cosC* 

S     flcosC  —  rcosA 

'       R     #z  sin  C  -f-  c  sin  A 

K-l-K|-i-Ka=o, 


.       &cosA — /KcosB      ccosB  —  ^cosG      «cosC — ccosA 

^  '    ^siDA+iisioB      tfsinB+ ^sinC      «sinC-f- csinA"" 

J'ai  ainsi  la  condition  pour  que  les  normales  passent  par 
un  même  point. 

F(X,  Y,  Z)  =  o   étant   Téquation  de  la   courbe,   le 
centre  est  défini  par  les  équations 

sin  A       sin  B       sin  C 
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OU  ici 

aX-^cZ—hY       .bY  —  cZ^aX         cZ^aX-^bY      , 

a : : =  b  r-- =  C  : — :; =  A, 

9idA  sinB  sinC 

ce  qui  peut  s'écrire  ; 

(zl)  aX-cZ-^Y  =  ^-^, 

^    '  a 

(3)  AY-cZ-«X  =  -^l, 

(4)  cZ-«X-AY  =  ^^. 

J'obtiens,  en  ajoutant  les  équations  (a)  et  (3), 

_      .  /sin  A       sin  B  \ 
-3cZ  =  X^-^4--^j 

OU 

(a)  bis  —  ^abcZz=z  \{b  sin  A  +  il  sin  B). 

J'aurai  de  même,  en  ajoutant  (2)  et  (4)9  (3)  et  (4)  : 

(Z)  bis  — ^fl^cYmX(flsinCM- csinA), 

(4)  bis  —  2a^eX=X(&sinG  +  ffsînB). 

Des  équations  (2)  bis,  (3)  his,  (4)  £i5Je  tire 

^sinC-f-csinB       asinC+rsînA       ^sînA  +  nsinB 


Je  remplace  dans  Téquation  (1)  AsinC  +  csinB,  etc., 
parles  quantités  proportionnelles  X,  Y,  Z,  et  j'ai 

^oosA  —  tfcosB       acosG  —  ccosA 

,  z ^ Y 

c  ces  B  —  b  cos  C 

+ X =  ''• 

Pour  avoir  Téquation  du  lieu,  il  faut  éliminer  fx,  a,  &,  c 
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entre  les  équations  (i)  bis,  (2)  bis,  (3)  bis,  (4)  bis,  00 

flX(ZcosC— Yco»B)-l-^Y(Xco8A  — ZcosC)-hcZ(YcosB— XcosA)-o, 

ÀsinC  -hcsinB  —  fiXr.  0, 

asinC  -hcsinA  —  fiY- 0, 

«isinB  +  ^ftinA  —  jtZ-o. 

Le  résultat  de  l'élimination  est 


(I) 


XfZcosC— YcosB)  Y(XcosA— acosC)   Z(YcosB— XcosA)  o' 

o  sin  G                           sin  B             X  ! 

sinC  o                             sin  A             Y- 

sin  B  sin  A                             o                Z  | 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  troisième  degré,  et  sous 

cette  forme  on  vérifie  immédiatement  qu'elle  passe  par  : 

i^  Les  sommets  du  triangle  qui  ont  pour  coordonnées 

'  S  /  X==o,  /  X==o, 

R  sio  A  I  c  \  Y  —  o 

Y  =  o,  J  RsinB  J  s 

Z  = 


\    Z  =  o,  \   Z  =  o,  \  RsînC 

a^  Le  point  de  concours  des  hauteurs  défini  par  les 

relations 

XcosA  =  YcosB  =  ZcosG. 

L'équation  (I)  développée  est 

I-h  sinA.X(ZcosC  —  YcosB)  (XsinB  -f-  ZsinC  —  Xsin  A)  1 
-+-  sinB.Y(XcosA  —  Z  cosC)  (X  sin  A  —  YsinB  -4-  Z  sin  C)  /  : 
-t-sinC.Z(Yco5B  — XcosA)(XsînA -f-YsinB—  ZsinC)  ) 

On  peut  encore  la  mettre  sous  la  forme 

j  XZ(ZsinC— Xsin A)sinB-f-XY(X5in A— YsinB) sinC 
^  I      -t-YZ{YsinB  — ZsinC)sinA  =  o. 
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On  vérifie  alors  facilement  que  la  courbe  passe  par  : 
3^  Le  centre  de  gravité  défini  par  les  égalités 

X  sin  A  ~  Ysin  B  =:  Z sinC. 

4^  Le  centre  du  cercle  inscrit  défini  par  les  égalités 

X-^Y==z  Z. 

5®  Les  centres  des  cercles  ex-inscrits  qui  ont  pour  coor- 
données 

iXn-Y  — o,  /XH-Zi=:0,  /X-f-Zr^^rO, 
Y-^Z-ro,  I  Y  -I-  Z  ir  o,  I  X  -+-  Y  -  -  o, 
X— Zi^o,      (  X  — Y  — o,      (y  — Zi^-o. 

6^  Les  milieux  des  côtés  définis  par  les  relations 

I  X=ro,  i  Y  — o,  i  Z=rzO, 

C  Y  sin  B  —  Z  sin  C,     |  X  sio  A  i=r  Z  sin  C,     (  X  sin  A  --  Y  sin  B. 

7°  Les  milieux  des  hauteurs  dont  les  coordonnées  sont 

_  S    cosA       /y__5 L-       lY——^2l£. 

aR  sinC        [      ~'2tt  sinfi'      i  2 R  sin  A 


X=i-rr 


S    cosB        ]  ^        S    cosC        I  ^        S        I 


;y        <    A. ""ÏT  "": — ÎT' 


aR  sinC        \  2R  sinB        \  2R  sinA 

_^S i_       f  S    ces  A       /  S    cosB 

"~2R  sinC'      \      ~2RsinB'     \       "'2RsinA 

Note. —  La  même  question'a  été  résolue  par  MM.  Camille  Massing. 
élère  de  Sainte-Barbe  (cours  de  M.  Tarbourieh);  Ed.  Widmann,  de 
Strasbourg;  C.  Benoisl,  élèYe  du  Prytanée  militaire;  Recoq,  élève  du 
lycée  de  Montpellier;  Lacaucbie, élève  de  Sainte-Barbe  ( classe  de  M.  Mou- 
tard); bauquenne,  candidat  à  TÉcole  Normale. 
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Question  734; 

Pae  mm.  DORBECOURT  et  BAILLET, 

ÉIÔYes  de  la  classe  de  M.  Bouquet,  au  lycée  Louis-le-Grand. 

Trouver  la  condition  pour  quune  asymptote  d'une 
conique  donnée  par  V équation  générale  du  second 
degré  passe  à  Vorigine.  (Sàlkon.) 

L'équation  qui  donne  les  deux  asymptotes  d'une  hy- 
perbole est 

(aC^-f- Ba:H- E)>— M  fx-j-— j    =o, 

dans  laquelle  M  représente  B*  —  4^^  ^^  ^  '®  binôme 
BE  —  2  CD,  Téquation  de  la  conique  étant 

Ax»  -f-  Bxr  -»-  C/»  4-  Do:  4-  E^  H-  F  =  o. 

{ Géométrie  analytique  de  MM.  Baior  et  Bouquet.) 

Pour  que  Tuue  quelconque  des  asymptotes  passe  par 
Torigine,  il  faut  et  il  suffit  que  sou  terme  constant  soit 
nul,  ce  qui  donne 

VM 

Elevant  ai;  carré  et  remplaçant  M  et  N  par  leurs  valeurs 
indiquées  plus  haut,  on  arrive  à  la  condition 

AE»-4-CD»  — BDE=i^o. 


Question  734; 

Att    M.    FOULO! 
Saint-Louis  (classe  d 

Trou^'er  la  condition  pour  quunc  asymptote  à  une 


Par    m.    foulon, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  do  M.  Vacquant). 
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conique  donnée  par  V équation  générale    du  second 
degré  passe  par  P origine. 

Lorsque  la  conique  est  rapportée  à  son  centre,  les 
asymptotes  sont  données  par  Téquation 

Ax»  -f-  Bjpj  -f-  Cj'  =  o. 

Soient  a,  b  les  coordonnées  du  centre 5  Téquation  qui 
donne  les  asymptotes  devient 

Pour  que  Tune  des  asymptotes  passe  par  l*origine,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  terme  constant  soit  nul  dans  cette 
dernière  équation,  c*est-à-dire  que 

Aa»-l-Bfl^H-C^'  =  o. 
Or, 

_  aCD-^BK  __  2AE  -^  HP 

''"B»— 4AC'         ~"    B'— 4AC' 

En  substituant  ces  valeurs  de  a  et  &,  on  trouve,  toute 
réduction  faite,  la  condition 

(B'  —  4  AC)  (BDE  —  CD»  —  AE»)  =  o. 

Note. —  Des  solutions  peu  différeotes  nous  ont  été  adressées  par  MM.  H. 
Viollaiid,  étudiant  k  Strasbourg;  C  Maasing»  éIèyedel*fnBtltution  Sainte- 
Barbe;  Pilloy,  répétiteur  au  lycée  d'Amiens;  Bauquenne,  candidat  à 
rÉcole  Normale;  Niébylowski,  élève  du  lycée  Bonaparte;  Jules  Hatté, 
éléye  du  lycée  Charlemagne. 

M.  E.  Brunelet  de  Bapaume  a  résolu  la  même  question  pour  une 
surface  du  second  ordre  et  son  cône  asymptote,  et  il  est  parvenu  à  cette 
conclusion  que  le  discriminant  est  proportionnel  à  Vin%fariant;  leur  rap- 
port est  le  terme  constant  de  Téquation  du  second  degré. 
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Question  <V examen^ 

Pae  m.  GAT, 
Élève  du  lycée  d'Angoulème  (classe  de  M.  Dapain). 

Étant  donnés  un  cercle  O  (*),  un  diamètre  AB  et 
une  droite  MN,  on  propose  de  tracer  une  corde  paral- 
lèle à  la  droite  donnée  et  di\fisée  par  le  diamètre  en 
deux  segments  qui  soient  entre  eux  dans  le  même  rap^ 
port  que  deux  lignes  m,  /i. 

Construction,  —  Je  prolonge  le  diamètre  jusqu^â  ce 
qu'il  reucontre  en  K  la  droite  donnée  (ou  une  parallèle 
à  celle  droite).  Je  prends  sur  celle  droite  Kl  =  m,  et  en 
sens  inverse  KF  =  n  5  sur  le  milieu  de  IF  j'élève  une 
perpendiculaire  qui  coupe  en  H  le  prolongement  du  dia- 
mètre; je  trace  HI,  HF,  enfin  je  mène  les  rayons  OD, 
OE  parallèles  à  HI,  HF;  la  corde  qui  joint  les  extrémicés 
de  ces  rayons  répond  à  la  question,  comme  il  est  très-aisé 
de  le  vérifier. 


Question  d^ examen; 
pa»  mm.  GAY  et  DAIGUEPLATS, 

Élèves  du  lycée  d'Angoulème  (classe  de  M.  Dupain  ). 
Construire  un  carré  ABCD  dont  les  côtés  prolongés 

FlG.    1. 
B 


\c 

- — 

s. 

\    ^ 

— -^^^^ 

\,--- 

-"HX 

'"GX 

C*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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coupent  une  droite  donnée  en  quatre  points  donnés  E, 
F,  G,  H  (E  sur  BA,  F  sur  CD,  G  sur  AD,  H  sur  BC). 
Soit  X  le  côté  du  carré, 

FD  =x^     DG  =  »,     EF  =  <r,     FG  =  6,     GH  =  c; 

le  triangle  EAG,  coupé  par  FD,  donne 

{ I  )  = 7     ou     bxzrz  azi 

le  triangle  FCH,  coupé  par  DG,  donne 

(^)  7ir}  =  J~rc   **"    *'  =  '"^' 

en6n,  dans  le  triangle  rectangle  FDG,  on  a  : 
(3)  y^^z^=zb\ 

De  ces  trois  équations  on  tire 

oc  ab  be 

valeurs  aisées  à  construire. 

Autrement»  —  La  diagonale  BD  coupe  la  droite  donnée 
en  un  point  R,  et  la  perpendiculaire  menée  à  cette  dia- 
gonale par  le  point  D  coupe  la  droite  donnée  en  S;  les 
lignes  DR,  DS  sont  des  bissectrices  du  triangle  FDG, 
Tune  intérieure,  l'autre  extérieure  :  on  a  donc 

FR  _  FS  _  FD 
GR  ~GS~"GD' 

Or,  des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

FD_tf 
GD  "  c  ^ 

d'ailleurs, 

FR  -+-  GR  =  b,     FS  -  GS  .=:  b. 
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donc 

«-*  û^  w^  ^^ 

FR  = j     FS  = 


a  —  c 


Les  points  R  et  S  s'obtiennent  donc  par  des  quatrièmes 
proportionnelles,  et  le  point  D  appartient  à  six  lieux 
géométriques  dont  deux  suffisent  pour  le  construire,  les 
quatre  autres  servant  de  vérification.  Ces  lieux  sont  : 
I®  et  a°  les  circonférences  ayant  pour  diamètres  FG,  RS; 
3^,  4^  6(  S^  les  segments  capables  de  Tangle  de  45  d^rës 
.construits  6ur  FR,  RG,  GSj  6°  le  segment  capable  de 
i35  degrés  construit  sur  FS. 

Note  de  M.  Dupaïn.  —  Nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  vérifier  les  deux  constructions  suivantes  : 
i^  Au  point  E  j^élève  sur  la  droite  donnée  la  perpen- 

Fie  a. 


diculaire  EK  égale  k  GH:  je  trace  la  ligne  indéfinie  RF 
k  laquelle  je  mène  une  parallèle  par  le  point  E  et  des 
perpendiculaires  par  les  points  G  et  H. 


Fio.  3, 
h 


a"  Je  construis  un  carré  abcd\  je  prends  sur  le  pro- 


■.-/'-"^"^ 


Digitized 


by  Google 


(  479  ) 

longcment  de  bc  un  point  h  tel  que  -r  =  ^^tî»  et  sur  le 

*       en        FH 

prolongement  de  ha  un  point  e  tel  que  —  =  ^-  Je 

joins  e&  et  j'obtiens  une  figure  semblable  k  la  proposée 
qu'il  ne  s'agit  plus  que  d'amplifier  ou  de  réduire  dans  le 
rapport  de  EH  h  eh. 


PRIX  PROPOSÉ  PAR  L  ACADÉIIIE  P0NTIFIC4LB 
DES  NuoTi  LincEi. 


<i  Exposer  une  méthode  au  moyen  de  laquelle  on 
puisse  déterminer  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x 
capables  de  rendre  carré  ou  cube  parfait  le  polynôme 
A  -H  Bx4-  Cx*  4-  Dx^  -+-  Ex*,  A ,  B,  C, . . . ,  E  étant  des 
nombres  entiers,  toutes  les  fois  qu'il  existera  de  pareilles 
valeurs,  et  qui,  dans  le  cas  contraire^  fasse  connaître 
Timpossibilité  de  la  solution.  » 

Les  Mémoires,  écrits  en  italien,  en  latin  ou  en  français, 
avec  le  nom  de  l'auteur  sous  pli  cacheté,  doivent  être 
envoyés  à  l'Académie  avant  la  fin  d'octobre  1866.  Le 
prix  consistera  dans  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de 
100  écus  romains.  Le  Mémoire  couronné  sera  publié 
entièrement  ou  par  extrait  dans  les*  ^tti  de  l'Académie, 
et  cinquante  exemplaires  seront  envoyés  à  l'auteur. 

Une  Note  accompagnant  le  programme  de  TAcadémie 
expose  l'état  de  la  question,  traitée  par  Fermât,  Euler, 
Legendre,  Lagrange^  Jacobi  ;  mais  toutes  les  niéiliodes 
connues  sont  imparfaites  :  1°  parce  qu'elles  supposent 
déjà  une  solution  connue;  2"  parce  qu'il  n'est  pas  prouvé 
qu'elles  fournissent  toutes  les  solutions  possibles.  Il  se- 
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rait  donc  k  désirer  qu'on  en  trouvât  une  autre  qui  n^eùi 
besoin  de  la  connaissance  d'aucune  solution,  fit  connaître 
si  le  problème  est  possible  ou  non,  et  en  donnât  toutes 
les  solutions. 

Ouvrages  à  consulter  :  Fermât,  Doctrinœ  analjticœ 
inventum  nov^um^  analysé  par  Jacques  ue  Billy  dans  le 
Diophante^  imprimé  à  Toulouse  en  1670.  —  EcLEa, 
Éléments d' Algèbre  (chap.  VIII,  IX  et  X  du  tome  II). 
—  EuLER,  plusieurs  Mémoires  posthumes  dans  le  tome  XI 
des  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg  (i83o).  — Jacobi, 
De  usa  theon'œ  integralium  ellipticarum,  et  integralium 
AbeUanarum  in  analysi  Diophantea  (Crelle,  t.  XIII, 
i835).  —  Legendre,  Tliéorie  des  nombres  (3*  édÎL, 
t.  II,  p.  1 23-1 25).  —  Lagraiige,  Sur  quelques  problèmes 
de  V analyse  de  Diop hante  [Acad,  de  Berlin^  ^11^)* 


GORRBSPONDANGB. 


1.  On  nous  fait  observer  que  les  questions  énoncées 
sous  les  n®»  737,  738  (p.  4a8)  sont  l'objet  d'un  théorème 
inséré  dans  les  Noui^elles  Ahnales  (t.  XVII,  p.  240,  an- 
née i858),  et  qui  est  dû  à  M.  Lemoine. 

Nous  nous  empressons  de  faire  droit  à  cette  réclama- 
tion. 

2.  Le  théorème  du  n''  742  (p.  4 ^9)4  dont  la  démons- 
tration est  proposée  par  M.  Griffiths,  nous  a  aussi  été 
adressé,  avec  sa  démonstration,  par  M.  Painviu  dans 
une  Noie  sur  quelques  formules  relatives  aux  coniques 
conjuguées  à  un  triangle. 
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BTUM  N  CiMttTMR  GMPARtB,  AYI€  ikPPUGATiORS 
AUX  SBGT1M8  GMIQIIIS 

(Tolrp.M}; 

Pa&    m.    J.-J.-A.    MATHIEU, 
Capiulne  d'ânillerie,  Sou^-Directeor  de  la  fonderie  de  Toulouse. 


DEUXIÈME    P4ETXE.    —   APPLICATIOifS. 

§  I.  —  Remarques  préliminaires. 

Dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire,  j'ai  rattaché  à 
une  vue  d'ensemble  sur  les  tendances  actuelles  de  la  Géo- 
métrie quelques  méthodes  nouvelles  d'investigation  dont 
j*ai  posé  les  bases.  Dans  cette  seconde  partie,  j'essayerai 
de  donner  une  idée  des  ressources  qu'on  peut  tirer  de 
ces  méthodes,  ou  de  méthodes  de  ce-  genre,  évidemment 
applicables  à  beaucoup  d'autres  questions  que  celles  que 
j'ai  traitées  dans  un  travail  qui  n'est,  comme  l'indique 
son  titre,  qu'une  étude,  et  une  étude  même  très-res- 
treinte,  sur  un  sujet  offrant  aux  spéculations  géométri*- 
qaes  un  champ  illimité. 

J'exposerai  d'abord  les  principes  d'une  théorie  géné- 
rale, due  à  l'inversion  trilinéaire,  et  qui,  la  figure  de  ré- 
férence étant  un  triangle  au  lieu  d'être  une  conique, 
vient  remplacer  la  théorie  des  lignes  polaires  réciproques 
qal  disparait.  Cette  théorie  est  celle  des  lignes  récipro^ 
ques  par  polarité  inverse ^  elle  fait  l'objet  du  deuxième 
paragraphe. 

Le  reste  du  Mémoire  est  consacré  à  des  applications 

aux  sections  coniques.  Le  choix  du  triangle  de  référence 

ayant,  comme  je  l'ai  montré,  une  influence  radicale  sur 

la  nature  de  la  conjuguée  d'une  ligne  donnée,  ce  choix 

àmm.  àt  Mmtkémmt.,  9*  série,  t.  IV.  (Novembre  i865.)  3 1 
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est  fait  de  manière  a  obtenir  les  conjuguées  les  plus  sim- 
ples ;  et  on  peut  prévoir  dès  lors  que  le  triangle  de  réfé- 
rence est  pris  inscrit  ou  circonscrit  à  la  conique  consi- 
dérée. Les  formules  citées  à  la  fin  de  la  première  partie 
de  ce  Mémoire  indiquent  les  conjuguées  qu'on  doit  ob- 
tenir dans  les  deux  cas. 

Une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence,  étant 
regardée  comme  la  directrice  d'un  point,  doit  avoir, 
d'après  les  formules  générales,  ces  trois  conjuguées: 
i^  une  droite,  lien  de  l'inverse  du  point  \  i^  un  point  fixe, 
par  lequel  passe  la  polaire  du  point  ;  3°  une  conique,  en- 
veloppe de  la  droite  qui  a  le  point  de  la  conique  donnée 
pour  pôle  inverse.  Quant  aux  trois  conjuguées  qu^on  fe-* 
rait  naître  en  regardant  la  conique  comme  l'enveloppe  de 
sa  tangente,  elles  seraient  une  courbe  du  deuxième  d^ré 
et  deux  du  quatrième. 

Une  conique  inscrite  au  triangle  de  référence,  étant 
regardée  comme  l'enveloppe  de  sa  tangente,  doit  avoir, 
d'après  les  formules,  ces  trois  conjuguées  :  i®  une  droite 
lieu  du  pôle  de  la  tangente  ;  a^  un  point  fixe,  par  lequel 
passe  la  droite  de  pôles  inverses  de  la  tangente;  3^  une 
conique,  lieu  du  pôle  inverse  de  la  tangente.  Quant 
aux  trois  conjuguées  qu'on  ferait  naître  en  regardant  la 
eonîque  comme  la  directrice  d'un  point,  elles  seraient 
une  courbe  du  deuxième  degré  et  deux  du  quatrième. 

En  résumé,  et  pour  se  borner  au  plus  simple,  on  re- 
marquera :  i^  qu'une  conique  circonscrite  on  inscrite  au 
triangle  de  référence  doit  avoir  une  droite  conjuguée  et 
un  point  conjugué,  cette  droite  et  ce  point  n'ayant,  bien 
entendu,  ni  la  même  signification  ni  la  même  construc- 
tion dans  les  deux  cas*,  a^qne  la  connaissance  de  la  droite 
conjuguée  ou  du  point  conjugué  doit  suffire,  avec  celle 
du  triangle  de  référence,  pour  déterminer  et  permettre 
de  construire  la  conique  circonscrite  ou  inscrite. 
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Ces  importanles  propriétés  des  modes  de  conjugaison 
mis  en  jeu  dans  ce  Mémoire  seront  en  effet  directement 
ctablie3  par  la  suite  et  étudiées  avec  quelques  développe* 
ments. 

§  n.  —  Lignes  réciproquement  conjuguées  par  polarité 
inverse. 

i .  Lorsquune  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe, 
le  pôle  inverse  de  cette  droite  décrit  la  droite  qui  a  pour 
pôle  inverse  le  point  fixe^  réciproquement^  lorsqu^un 
point  décrit  une  divile  fixe,  la  droite  qui  a  ce  point 
pour  pôle  inverse  passe  par  le  pôle  inverse  de  la  droite 
fixe. 

Soient  (t',  u'^v')  le  point  fixe,  T/ -hUm+ Vi^=  o 
ime  droite  ayant  le  point  (T,  U,  V)  pour  pôle  inverse^  si 
cette  droite  passe  par  le  point  [t\  u\  v^)^  on  aura 

T/'-hUa'-4-Vc;'  =  o; 

donc  le  point  (T,  U,  V)  décrit  la  droite  qui  a  le  point 
(t'j  u\  v)  pour  pôle  inverse.  Réciproquement,  soit 
(T,  U,  V)  un  point  d'une  droite  ayant  le  point  (t\  u',  v') 
pour  pôle  inverse,  on  aura 

T^'4-U«'-hVp'=o; 

mais  l'équation  d'une  droite  qui  a  le  point  (T,  U,  V)  pour 
pôle  inverse  étant 

Tr-t-Ui*  -f- Vp  =  o, 
on  voit  que  cette  droite  passe  par  le  point  («',  u\  v^), 

2.  On  peut,  au  moyen  du  théorème  précédent,  établir  la 
ihéorie  des  lignes  réciproques  par  polarité  inverse,  abso- 
lument comme  on  établit  celle  des  lignes  polaires  réci- 
proques, quand  la  figure  de  référence  est  une  conique. 

3t. 
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Par  conséquent  : 

horsquune  ligne  est  la  directrice  du  pôle  inverse  de 
la  tangente  d^une  autre  ligne,  réciproquement  la  se- 
conde ligne  est  la  directrice  du  pôle  inv^erse  de  la  tan- 
gente de  la  première. 

Le  nombre  de  tangentes  que  Von  peut  mener  par  un 
point  à  l'une  des  lignes  est  égal  au  nombre  de  points 
suii^ant  lesquels  la  droite  qui  a  ce  point  pour  pôle  im/erse 
rencontre  Vautre  ligne. 

L'ordre  de  multiplicité  d*un  point  sur  Vune  des  lignes 
est  égala  V ordre  de  multiplicité  du  contact  avec  Vautre 
ligne  de  la  droite  qui  a  ce  point  pour  pôle  inverse 
(rordre  de  multiplicité  d'un  point  étant  o  lorsque  le 
point  n'est  pas  sur  la  ligne;  Tordre  de  multiplicité  do 
contact  d'une  droite  étant  o  lorsque  la  droite  n'est  pas 
tangente). 

Toutes  les  autres  propriétés  des  lignes  polaires  réci- 
proques se  retrouveraient  de  même  dans  les  lignes  réci- 
proques par  polarité  trilinéaire  inverse;  il  n'y  a  de 
changé  que  le  mode  de  conjugaison  du  point  et  de  la 
droite,  qui  sert  de  base  k  la  conjugaison  des  deux  lignes. 

Cette  théorie  rend  évidente  l'exactitude  des  formules 
citées  auSVn(i'*partîe),  pour  le  cas  des  lignes  conju- 
guées par  polarité  inverse. 

3.  Le  triangle  de  référence  restant  le  même,  une  ligne 
donnée  peut  avoir,  suivant  les  modes  de  conjugaison  exa- 
minés, six  conjuguées  :  trois  en  considérant  la  ligne 
comme  la  directrice  d'un  point,  trois  en  la  considérant 
comme  Tenveloppe  de  sa  tangente. 

II  résulte  de  la  théorie  des  lignes  réciproques  par  pola- 
rité inverse,  que  deux  de  ces  six  conjuguées  d'une  ligne 
donnée  se  confondent  :  l'enveloppe  de  la  droite  dont  le 
pôle  inverse  se  ment  sur  la  ligne  donnée  et  le  lieu  du  p6le 
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inverse  de  la  tangente  de  la  ligne  donnée  sont  une  seule 
et  même  ligne,  conjuguée  réciproque  de  la  première  par 
polarité  inverse. 

Si  maintenant  on  considère  le  système  formé  par  tine 
ligne  donnée  et  sa  conjuguée  réciproque,  chacune  des 
deux  lignes  aura  encore  quatre  conjuguées,  mais  qui  ne 
feront  pas  huit  lignes  différentes,  car  les  deux  récipro- 
ques auront  une  même  ligne  pour  conjuguée,  suivant 
deux  modes  différents.  Ainsi,  le  lieu  de  Tinverse  du  point 
de  l'une  sera  le  lieu  du  pôle  de  la  tangente  à  Tautre,  et 
réciproquement;  Tenveloppe  de  la  polaire  du  point  de 
l'une  sera  l'enveloppe  de  la  droite  de  pôles  inverses  ('*') 
de  la  tangente  à  l'autre,  et  réciproquement. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  quatre  conjuguées  de 
deux  lignes  réciproques  se  partagent  en  deux  systèmes  de 
lignes  réciproquement  conjuguées  aussi  par  polarité  in- 
verse, car  le  lieu  de  Tinverse  du  point  d*une  ligne  et  l'en- 
veloppe de  la  polaire  du  point  de  celte  même  ligne  sont 
évidemment  dans  ces  conditions. 

En  résumé,  une  ligne  donnée  détermine  avec  ses  cinq 
conjuguées  un  tableau  de  six  lignes  se  partageant  en  ti^ois 
couples  de  lignes  réciproques,  et  le  tableau  resterait  le 
même  si,  au  lieu  de  partir  de  cette  ligne,  on  partait  de 
sa  conjuguée  réciproque  par  polarité  inverse. 

4.  Pour  donner  un  exemple  du  tableau  dont  il  vient 
d'être  question,  j'anticiperai  un  peu  sur  le  sujet  en  consi- 
dérant le  cas  particulier  d'une  conique  circonscrite  au 
triangle  de  référence,  qui  aura,  d'après  la  théorie  éta 
blie,  une  conique  inscrite  pour  ligne  réciproque. 

Ce  système  de  deux  coniques  réciproques,  l'une  cir- 


(*)  La  droite  de  p6les  inverses  d'une  droite  est  la  conjuguée  de  cette 
seconde  droite  par  inversion  polaire  {voir  p.  4oo). 
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conflcrite,  l'autre  inscriie,  a  les  quatre  conjuguées  sui- 
vantes :  i^  une  droite  et  un  point  réciproquement  conju- 
gués par  polarité  inverse,  car  le  point  est  le  pôle  inverse 
delà  droite^  2^  deux  courbes  du  quatrième  degré,  l'une 
doublement  inscrite,  Tautre  doublement  circonscrite, 
toutes  deux  c-onjuguées  aussi  par  polarité  inverse.  La 
droite  conjuguée  est  à  la  fois  le  lieu  de  Tinverse  du  point 
de  la  conique  circonscrite  et  le  lieu  du  pôle  de  la  tangente 
de  Tinscrite.  Le  point  conjugué,  pôle  inverse  de  la  droite 
conjuguée,  est  i  la  fois  Tenvcloppe  de  la  polaire  du  point 
de  la  conique  circonscrite  et  de  la  droite  de  pôles  inverses 
de  la  tangente  à  Tinscrite. 

Comme  exemple  plus  particulier  encore,  considérons 
le  cas  du  cercle  circonscrit  :  la  réciproque  par  polarité  in- 
verse est  l'ellipse  inscrite  par  les  milieux  des  côtés,  la 
droite  conjuguée  est  à  l'infini,  le  point  conjugué  est  l'in- 
verse du  centre  do  gravité  du  triangle  de  référence. 

S  IlL  —  Droite  conjuguée   et   point    conjugué  d^une 
conique  circonscrite, 

\ .  Lorsqu*un  point  décrit  une  conique  circonscrite  au 
triangle  de  référence^  Vim^erse  de  ce  point  décrit  une 
droite  nommée  droite  conjuguée  de  la  conique. 

La  polaire  du  point  de  la  conique  passe  par  un  point 
fixe  qui  est  le  pôle  inv^erse  de  la  droite  conjuguée  et  qui 
est  nommé  point  conjugué  de  la  conique. 

La  droite  conjuguée  est  la  droite  de  pôles  inuerses  de 
celle  qui  passe  par  les  points  d^ intersection  de  chaque 
côté  du  triangle  et  de  la  tangente  à  la  conique  menée 
par  le  sommet  opposé. 

Le  point  conjugué  est  le  point  de  concours  des  droites 
qui  joignent  chaque  sommet  du  triangle  au  point  d'inter- 
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section  des  tangentes  à  la  conique  menées  par  les  deux 
autres  sommets. 

La  démonstration  de  ces  propriétés  est  bien  simple. 
D'abord  la  conique 

a        6        7 
TU       V 
et  la  droite 

at  -h  pu  -h  yv=:o 

sont  deux  lignes  inverses,  car  les  équations  se  changent 
l'une  dans  Tautre  par  la  relation  des  points  inverses 

Soit  maintenant  (t\  u\  t^')  le  pôle  inverse  de  la  droite 
ar  -*-  p«  -f-  71^  =  o, 
Téquation  de  cette  droite  pourra  s'écrire 

tt'  -h  uu'  -4-  w'  =  o, 

et  celle  de  la  conique 

^       il'      9' 

la  polaire  d'un  point  de  la  conique  sera 

t  U  V 

donc,  en  vertu  de  l'équation  précédente,  elle  passe»a  par 
le  point  (t^,  u\  v'Y  Quant  aux  propriétés  de  la  droite 
conjuguée  et  du  point  conjugué,  relativement  aux  tan*- 
gentes,  elles  deviennent  évidentes  sur  les  équations  drs 
tangentes  aux  trois  sommets,  et  sur  les  équations  des 
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droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  d'intersec- 
tion des  tangentes  menées  par  les  deux  autres. 

Tangentes  aux  trois  sommets.  Droites  issues  des  trois  sommets. 
aV  -+-  yT  ==  o,  a V  — ■  7T  =  o, 

pV-l-7U  =  o,  pv— yU=o, 

oU-f-pT==o,  aU— pT  =  o. 

2.  Lorsque  la  conique  est  le  cercle  circonscrit,  son 

équation  devient 

«        P        7 
tut* 

et  sa  droite  conjuguée  est  à  l'infini,  car  l'équation 

tff  -f-  A«  -4-  cp  =  o 

est  incompatible,  pour  des  valeurs  finies  des  coordon- 
nées, avec  l'équation  de  condition 

ai-hba-hcçzzs^S    (i'* partie, §  I}. 

Le  point  conjugué  du  cercle  circonscrit  est  dès  lors  l'in- 
verse du  centre  de  gravité  du  triangle. 

La  droite  à  Vinfini,  dont  la  considération  est  aujour- 
d'hui systématiquement  introduite  dans  certaines  théories 
de  Géométrie  supérieure,  notamment  dans  la  théorie  gé- 
nérale des  foyers,  est,  comme  on  a  pu  le  voir,  tout  â  la 
fois  :  la  polaire  du  centre  de  gravité,  le  lieu  des  pôles  in- 
verses des  droites  qui  tournent  autour  de  l'inverse  du 
centre  de  gravité,  l'inverse  ou  droite  conjuguée  du  cercle 
circonscrit,  et  le  lieu  du  pôle  de  la  tangente,  ou  droite 
conjuguée,  de  Tellipse  inscrite  par  les  milieux  des  côtés. 

Les  inverses  des  points  à  l'infini  d'une  ligne  sont  évi- 
demment les  points  d'intersection  de  l'inverse  de  celte 
ligne  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle  de  référence. 
Par  conséquent,  les  inverses  des  points  à  l'infini  d'une 
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conique  se  trouvent  aux  points  d'intersection  de  la  droite 
conjuguée  avec  le  cercle  circonscrit.  Les  polaires  des 
points  à  Tinfîni  d'une  conique  sont  les  tangentes  menées 
par  le  point  conjugué  de  cette  conique  a  Tellipse  réci» 
proquedu  cercle  circonscrit. 

3.  Cinq  points  d'une  conique  étant  dounés,  on  peut  se 
servir,  soit  de  la  droite  conjuguée,  soit  du  point  conjugué, 
pour  décrire  la  courbe. 

Je  prends  trois  des  cinq  points  pour  sommets  du 
triangle  de  référence,  ^et  j'inverse  les  deux  autres;  la 
droite  qui  joint  ces  deux  inverses  est  la  droite  conjaguée 
qui  me  permet  de  trouver  autant  de  points  que  je  veux  de 
la  conique. 

Autrement  :  je  prends  trois  des  cinq  points  pour  som- 
mets du  triangle  de  référence,  et  je  construis  les  polaires 
des  deux  autres;  le  point  d'intersection  de  ces  polaires  est 
Je  point  conjugué  qui  me  permet  de  trouver  autant  de 
points  que  je  veux  de  la  conique. 

Le  point  conjugué  peut  être  employé  pour  décrire  la 
conique  lorsqu'elle  se  rapproche  beaucoup  du  cercle, 
parce  qu'alors  la  droite  conjuguée  s'éloigne  beaucoup. 

La  considération  des  points  à  l'infini  de  la  conique  dé- 
terminée par  cinq  points  fournit  immédiatement  sur  la 
nature  de  la  courbe  des  notions  caractéristiques  et  remar- 
quables. 

La  conique  est  une  eUipsCj  une  parabole  ou  une  kj^ 
perbolcj  selon  que  la  droite  cotijuguée  ne  coupe  pas  la 
circonférence  circonscrite  y  lui  est  tangente  ou  la  coupe. 

La  conique  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  kf^ 
perbole,  selon  que  le  point  conjugué  est  intérieur  à  l'el- 
lipse  inscrite  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle,  situé 
sur  cette  ellipse  ou  extén'eur. 


Digitized 


by  Google 


(  49^  ) 
Dans  le  cas  de  l'hyperbole  od  remarquera  : 
1°  Que  les  droites  gui  joignent  un  sommet  quelconque 
du  triangle  aux  points  d'intersection  de  la  droite  conju- 
guée a\fec  la  circonférence  circonscrite  font  entre  elles 
les  mêmes  angles  que  les  asymptotes^ 

a**  Que  les  inverses  de  ces  droites  sont  parallèles  aux 
asymptotes. 

D'où  résultent  pour  l'hyperbole  équilatère  ces  théo- 
rèmes : 

La  droite  conjuguée  d'une  hyperbole  équilatère  cir- 
conscrite prisse  toujours  par  le  centre  du  cercle  cir^ 
conscrit. 

Toutes  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un 
triangle  se  coupent  au  point  de  concours  des  trois  hau- 
teurs de  ce  triangle. 

Le  point  conjugué  d'une  hyperbole  équilatère  cir- 
conscrite est  sur  la  droite  qui  a  pour  pôle  inverse  le 
centre  du  cercle  circonscrit^  c^est-à-dire  sur  la  polaire 
du  point  de  concours  des  hauteurs. 

i.  On  peut  de  ce  qui  précède  tirer  des  moyens  pour 
résoudre  beaucoup  de  problèmes  sur  la  conique  déter- 
minée par  cinq  points,  sans  décrire  la  courbe,  et  pour 
trouver  tous  les  éléments  de  la  courbe. 

Les  axes  d'une  conique  étant  parallèles  aux  bissectrices 
de  Tun  quelconque  des  systèmes  de  droites  qui  passent 
par  quatre  points  de  la  conique  situés  sur  un  même  cercle, 
on  trouvera  la  direction  des  axes  en  cherchant  le  qua- 
trième point  d'intersection  du  cercle  circonscrit  avec  la 
conique.  Or  ce  point  est  l'inverse  des  points  à  l'infini  de 
la  droite  conjuguée^  on  l'obtiendra  donc  en  cherchant 
l'intersection  du  cercle  avec  l'inverse  de  la  parallèle  à  la 
droite  conjuguée,  menée  par  l'un  quelconque  des  sommets 
du  triangle. 
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On  a  déjà  vu  commeat  on  obtenait  les  directions  des 
asymptotes  dans  le  cas  de  Hiyperbole. 

La  seconde  extrémité  d'une  corde  qui  part  d'un  som- 
met du  triangle  est  Tinverse  du  point  d'intersection  de 
l'inverse  de  cette  corde  avec  la  droite  conjuguée.  On  sait 
dès  lors  construire  le  diamètre  d^un  système  quelconque 
de  cordes  et  le  centre  de  la  conique. 

La  corde  sous  laquelle  la  conique  coupe  une  droite 
quelconque  s'obtient  de  la  manière  suivante  r  on  cherche 
le  milieu  de  cette  corde  au  moyen  du  diamètre  conjugué  à 
cette  direction  *,  par  un  sommet  du  triangle  on  mène  une 
corde  auxiliaire,  tracée  sous  la  condition  de  faire  avec  la 
droite  donnée  des  angles  ayant  les  bissectrices  parallèles 
aux  axes  de  la  conique,  et  on  cherche  la  seconde  extré- 
mité de  cette  corde;  le  cercle  qui  passe  par  les  deux  ex- 
trémités de  la  corde  auxiliaire,  et  qui  a  son  centre  sur  la 
perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de  la  corde  cherchée, 
coupe  la  droite  donnée  sous  la  corde  cherchée,  qui  peut 
être  d'ailleurs  réelle  ou  imaginaire. 

Les  tangentes  à  la  conique  aux  ti*ois  sommets  du 
triangle  peuvent  s'obtenir  de  suite  par  les  propriétés  de 
la  droite  conjuguée  ou  du  point  conjugué;  on  a  aussi  des 
moyens,  soit  pour  construire  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque, soit  même  pour  mener  des  tangentes  par  un  point 
extérieur:  je  ne  m'y  arrêterai  pas.  Enfin  la  construction 
du  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque  n'offre  pas 
plus  de  difficulté.  Le  cercle  osculateur  coupe  en  .effet  la 
conique  suivant  une  corde  qui  fait  avec  la  tangente  des 
angles  dont  les  bissectrices  sont  parallèles  aux  axes.  La 
seconde  extrémité  de  cette  corde  étant  obtenue,  le  cercle 
osculateur  n'est  plus  qu'un  cercle  tangent  à  une  droite  en 
un  point  donné,  et  passant  par  un  autre  point. 

5.   Je  terminerai  ce  para^rraplii'  en  citant  quelques-uns 
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deé  résultats  les  plus  remarquables  auxquels  conduit  le 
calcul,  lorsqu'on  étudie,  par  l'analyse,  la  droite  conja* 
guée,  relativement  à  un  triangle  inscrit,  d'une  conique 
rapportée  à  son  centre  e;  à  ses  i^^es. 
Soient  ; 

M/'-hNjc»— 1  =  0, 

Péquation  de  la  conique; 

^cosa  — xma  -+-/>  =o, 
jrcosK^  —  jfsina'  -+-/>'=  o, 
jr  ces  a"  —  X  sio  a"  -4-  p"  =  o, 

les  équations  des  côtés  du  triangle  de  référence;  (/?,  q)  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle;  R  le  rayon  du 
cercle. 

L'Ifquation  de  la  ligne  conjuguée  ou  inverse  de  la  co- 
nique est  celle-ci  : 

{jr  —  ^)  ces  (a  -h  a'  -H  a")  —  («  —  />)  sin  (a  -4-  «'  -♦-  a') 

Soient  maintenant  :  A,  la  dislance  du  centre  du  cercle 
circonscrit  à  la  droite  conjuguée;  d^  ds,  ^s  lesdisUDces 
des  trois  sommets  du  triangle  à  la  droite  conjuguée. 

On  trouvera  les  relations  suivantes,  dont  TimportaDce 
n'échappera  pas  : 


(0 


(^) 


M       R^' 
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Parmi  beaucoup  d'antres,  on  peut  faire  sur  ces  for- 
mules les  remarques  suivantes  : 

La  formule  (i)  redonne  les  caractères  déjà  connus  : 

A>R...    .  Ellipse, 

A  =  00 Cercle, 

A  =  R .  ; .    .  Parabole, 

A<;R Byperbole. 

A  =r  o Hyperbole  équilatère. 

Les  formules  (a)  peuvent  être  très-utilement  employées 
à  la  détermination  des  longueurs  des  axes  d'une  conique 
passant  par  cinq  points,  ou  de  la  longueur  de  Taxe  d^unc 
hyperbole  équilatère  passant  par  quatre  points,  ou  des 
paramètres  d*une  parabole  passant  par  quatre  points, 
comme  on  le  verra  au  §  V.  La  simplicité  des  construc- 
tions préalables  est  en  effet  de  nature  à  laisser  à  un  cal- 
cul, d'ailleurs  très-simple  lui-même,  tous  ses  avantages  de 
précision  sur  les  solutions  purement  géométriques^  tou- 
jours assez  longues,  de  ces  problèmes. 

(La  suite  prochainement,) 


H  LINYOLirnOIl  PLARK  RBLATIVRUNT  A  U  8PHÈRI; 

Pax  m.  poudra. 


Soit  O  le  centre  d'une  sphère  et  R  son  rayon;  soit  I  un 
plan  quelconque  et  D  la  distance  du  centre  O  de  la  sphère 
à  ce  plan  I. 

Dans  ce  plan  I  prenons  un  point  quelconque  m  et  regar- 
dons-le comme  le  sommet  d'un  cône  tangent  à  la  sphère; 
le  plan  de  contact  est  ce  qu'on  appelle  le  plan  polaire  du 
point  m  relativement  i  la  sphère.  Ce  plan  polaire  cou* 
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pera  le  plan  I  suivant  une  droite  indéûnie  np.  Si  on 
prend  de  même  le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  n 
de  cette  droite,  ce  plan  polaire  coupera  le  plan  I  suiTani 
une  droite  mp  passant  par  lé  premier  point  m,  et  la 
droite  np  en  un  point  p,  qui  sera  tel,  que  si  on  prend  son 
plan  polaire,  il  passera  par  les  poii^ts  m  et  n.  Ces  trois 
plans  polaires  se  couperont  en  un  point  P,  dont  le  plan 
polaire  sera  le  plan  I;  il  résulte  de  ces  constructions  un 
tétraèdre  Pm/i/;  qui  est  tel,  que  le  plan  polaire  de  l'un 
quelconque  des  sommets  est  le  plan  qui  passe  par  les 
trois  autres,  et  réciproquement  le  pôle  d'une  des  faces  est 
le  sommet  opposé;  ce  tétraèdre  est  par  suite  appelé  té- 
traèdre polaire  de  la  sphère. 

On  voit  pareillement  que  par  rapport  a  cette  sphère  et 
ce  plan  I  il  existe  une  infinité  de  tétraèdres  polaires  qui 
ont  tous  un  sommet  commun  en  P  et  une  base  telle  qne 
mup^  située  dans  ce  plan  I. 

Dans  le  tétraèdre  polaire  Vmnp  considérons  chaque 
sommet  m,  «,  p  de  la  base  comme  le  centre  d'une  sphère 
orthogonale  à  la  sphère  donnée;  c'est-à-dire  ayant  pour 
rayon  la  tangente  menée  de  ce  point  à  la  sphère  ;  elle  pas- 
sera par  conséquent  par  Tintersection  de  la  sphère  don* 
née  avec  le  plan  polaire  de  ce  point. 

Les  trois  sphères  ainsi  déterminées,  étant  orlhogouales 
à  la  sphère  donnée,  le  sont  aussi  entre  elles;  elles  se 
coupent  suivant  une  droite  QQi  passant  par  le  centre  0 
de  la  sphère  primitive,  par  le  pôle  P  du  plan  I,  et  per- 
pendiculaire à  ce  plan  ;  elles  la  rencontrent  en  un  point  C 
milieu  du  segment  QQf 

Ces  trois  sphères  étant  orthogonales  entre  elles,  il  en 
résulte  que  les  droites  Qm,  Q/i,  Q/?  ou  Qiin,  QiH,  Qi/? 
qui  joignent  le  point  Q  ou  le  point  Qi  aux  points  m,  n,  p 
de  la  base,  forment  entre  elles  un  angle  solide  tri  rectangle. 
Or,  pour  tous  les  tétraèdres  polaires  ci-dessus,  le  point  Q 
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OU  le  point  Qi  sera  de  même  le  sommel  d'un  angle  solide 
trirectangle  ]  donc  la  série  des  groupes  de  trois  points  sur 
le  plan  I,  base  d'un  tétraèdre  pojaire,  forme  une  in- 
volution  plane,  dont  C  est  le  point  central,  la  distance 
CQ  =  CQi  la  puissance  polaire,  et  Q  le  sommet. 

Connaissant  un  de  ces  groupes  mnp  de  trois  points, 
ou  pourra  donc  déterminer  une  infinité  d'autres  groupes, 
sans  avoir  recours  à  la  sphère;  et  chacun  de  ces  groupes 
formera  la  base  d'un  tétraèdre  polaire  ayant  un  sommet 
en  P. 

On  a  évidemment 

Cq'=D»— R»==(D-hR){D~R),     CP  =  5^-^-5l. 

D  CP 

Ainsi  on  voit  qu'étant  donnée  dans  un  plan  une  involu- 
lîon  plane,  on  connaîtra  la  perpendiculaire  CQ,  et  que 
par  suite  on  pourra  prendre  D  ou  R  (mais  seulement  Tun 
ou  Tautre),  de  sorte  qu'il  y  aura  une  infinité  de  sphères 
correspondantes  h  une  même  involuiion,  mais  le  sommet  P 
des  tétraèdres  polaires,  ou  pôle  du  plan  I,  variera  de 
position  sur  l'axe  QC.  Si  on  donne  CP,  on  détermi- 
nera CQ,  puis  D  et  R,  etc.,  c'est-à-dire  qu'à  un  tétraèdre 
polaire  ne  correspondra  qu'une  sphère  déterminée  de 
grandeur  et  déposition,  et  tous  les  tétraèdres  qui  auront 
chacun  pour  base  un  des  triangles  de  Tinvolution  déter- 
minée par  un  angle  solide  trirectangle  de  sommet  Q  se- 
ront des  tétraèdres  polaires  de  la  même  sphère. 
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PROPRIÉTÉS  MI  TlTRlÉDRB  POUIRI^ 

P^m  M.  POUDRA. 


Les  propriétés  des  tétraèdres  polaires  sont  intimeaient 
liées  avec  celles  derinvolution;  il  est  nécessaire  de  rap- 
peler ici  les  principales  de  ces  propriétés. 

Soit  Vmnp  un  tétraèdre  polaire  de  la  sphère  dont  le 
centre  est  le  point  O  et  R  le  rayon  \  P,  dans  ce  tétraèdre, 
est  le  sommet  fixe  des  tétraèdres  polaires,  mnp  en  est  la 
base  qui  peut  varier  dans  son  plan.  Voici  les  propriétés 
de  ce  tétraèdre  : 

i*'  Toute  droite  menée  par  un  des  quatre  sommets  du 
tétraèdre  est  divisée  harmoniquement  par  la  sphère  et  le 
plan  polaire  de  ce  sommet. 

a"  Chaque  plan  formant  les  faces  du  tétraèdre  coupe 
la  sphère  suivant  une  circonférence  qui  est  la  base  d'on 
cône  tangent  à  la  sphère  suivant  cette  circonférence,  et 
qui  a  pour  sommet  le  pôle  de  ce  pl^in. 

On  voit  que  le  plan  mnp  de  la  base,  étant  ici  extérieivi 
la  sphère,  doit  être  regardé  comme  coupant  la  sphère  sui- 
vant un  cercle  imaginaire,  qui  serait  la  base  d'un  cône 
imaginaire  dont  P  serait  le  sommet. 

3°  Les  deux  plans  tangents  à  la  sphère,  menés  par  une 
des  arêtes  du  tétraèdre,  ont  pour  corde  de  contact  la  partie 
de  Tarête  opposée  comprise  dans  la  sphère. 

4°  Ces  deux  plans  ungents  et  les  deux  faces  du  tétraèdre 
qui  passe  par  cette  même  arête  forment  un  rapport  har- 
monique. 

5^  Si  par  cette  même  arête,  telle  que  mn,  on  mène 
deux  plans  formant  avec  les  deux  faces  du  tétraèdre  un 
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rapport  harmonique,  ces  deux  plans  couperont  la  sphère 
suivant  deux  circonférences  qui  seront  sur  le  même  cône, 
ayant  pour  sommet  le  point  p  opposé  à  mn. 

6®  Dans  une  de  ces  circonférences,  on  peut  inscrire  une 
infinité  de  quadrilatères  ayant  les  points  m  et  n  pour 
points  de  concours  des  côtés  opposés.  Les  sommets  de  ces 
quadrilatères  étant  joints  avec  le  point  p  formeront  une 
série  de  pyramides  quadrangulaires  inscrites  dans  le  cône, 
donnant  dans  l'autre  circonférence  une  autre  série  de 
quadrilatères  inscrits  ayant  de  même  les  points  m,  n  pour 
points  de  concours  des  côtés  opposés,  de  sorte  que  les 
points  m  et  n  seront  aussi  les  sommets  de  pyramides 
quadrangulaires  :  il  en  résulte  évidemment  qu'il  y  aura 
ainsi  une  série  d'hexaèdres  inscrits  dans  la  sphère, 
formés  par  trois  pyramides  hexaèdres;  de  plus  il  est  évi- 
dent que  les  diagonales  de  tous  ces  hexaèdres  passeront 
par  le  quatrième  sommet  P  du  tétraèdre. 

Ces  hexaèdres  inscrits  seront  pour  la  sphère  ce  que 
sont  les  quadrilatères  inscrits  dans  la  circonféreilce. 

7®  Si  on  regarde  un  des  sommets,  tel  que  m,  du  té- 
traèdre polaire  comme  le  sommet  d'un  cône  quelconque 
du  second  degré,  il  coupera  la  sphère  suivant  une  courbe 
du  quatrième  :  or,  si  on  la  regarde  comme  la  base  de  trois 
autres  cônes  ayant  pour  sommet  respectif  chacun  des  trois 
autres  sommets  du  tétraèdre,  ces  quatre  cônes  seront  tous 
du  second  degré;  car  on  voit  que  deux  de  ces  cônes, 
coupés  par  un  plan  passant  par  les  deux  sommets,  don- 
neront dans  chaque  deux  droites  formant  un  quadrilatère 
inscrit  dans  la  sphère. 

On  sait  que  par  Tintersection  de  deux  surfaces  du  se- 
cond degré  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces 
du  second  degré  :  comme  Tune  de  ces  surfaces  peut  se 
transformer  en  une  sphère,  on  peut  en  conclure  que  par 
l'intersection    commune  passent  toujours  quatre  cônes 
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ayant  pour  sommets  ceux  d'un  tétraèdre  polaire  relati- 
vement à  cette  sphère. 


THtORKIUS  SDR  LES  RIAltTRIS  RiHS  LES  €MI«I1S; 

VktL  M.  PAINVIN. 


Si 

A'*'»  -4-  llB'at^y  -^  Cy  —  I 

sont  les  équations  d'une  conique  à  centre  successivemeot 
rapportée  aux  systèmes  d^axes  xoy,  x'o^  dont  les  angles 
sont  respectivement  Q  et  Q'^  on  a  les  relations 

B'~  AC       B^'— AX^ 

^  '  sin»Ô     ^      sin^Ô'     ' 

A-hC  — ^Bcos9  _  A^-4-C-~aB^cosQ' 
^  ^  sin^O  ""  sin^'G' 

Ces  relations  expriment,  la  première  que  le  produit  des 
axes  est  constant,  et  la  seconde  (après  avoir  divisé  ses 
deux  membres  par  les  racines  carrées  de  ceux  de  la  pre- 
mière) que  l'angle  des  directions  asymptotiques  est  in- 
variable. Mais  elles  peuvent,  en  outre,  se  prêter  i  de 
nombreuses  interprétations  géométriques  concernant  un 
système  de  deux  diamètres  quelconques;  je  citerai  les 
deux  suivantes. 

«  Théorème  L  —  Soient  deux  diamètres  réels  quel- 
»  conques  OA  et  OB  \  menons  les  tangentes  aux  extré* 
»  mités  B  et  Bi  du  diamètre  OB,  lesquelles  rencontrent 
»  en  P  et  P^  la  tangente  en  A  ;  soient  K  et  Kj  les  inter- 
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»  decuona  dea  diamètres  OP  et  OPi  avec  les  cordes  AB 
»  et  ABi  :  on  a 

/"ôpTôp" 

( I  )  surf  AOB,  i /       *      '  =  coDstante  =  ab, 

n  a  et  &  étant  les  longueurs  des  demi-axes  de  la  courbe. 
H  Si  Tun  des  diamètres  est  imaginaire,  OB  par  exem- 


»  pie,  on  mènera  en  B  la  tangente  à  l'hyperbole  conju- 
»  guée,  et  on  aura 

VOP 
(i  bis)         surf  AOB.  i/  — r  =  constante  =«6, 

»  a  et  i  étant  les  demi-axes  de  la  courbe.  » 

a  Théorème  II.  —  Soient  deux  diamètres  quelconques 
»  OA  et  OB,  Tun  d'eux  au  moins  étant  réel,  OA  par 
w  exemple.  Menons  la  tangente  en  A  et  joignons  le  point  O 
»  au  milieu  I  de  la  corde  AB;  soient  Q  le  point  de  ren- 
n  contre  de  01  avec  la  tangente  en  A,  et  AA',  BB'  les 
M  distances  respectives  des  extrémités  A  et  B  aux  dia- 
»  mètres  OB  et  OA  ;  on  a 

»  0  est  Vangle  des  deux  diamètres  considérés,  a  et  &  sont 
»  les  axes  de  la  courbe.  Le  signe  —  devant  les  seconds 
»  termes  de  chaque  membre  correspond  au  cas  où  le  dia- 

32. 
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»  mètre  06  est  imaginaire.  La  distance  OQ  étant  con- 
»  sidérée  comme  positive,  on  devra  regarder  les  seg- 
»  ments  OI,  IQ,  (01  —  IQ)  comme  positifs  ou  négatifs. 
»  suivant  qu'ils  seront  dans  le  sens  OQ  ou  en  sens  con- 
»   traire. 

»  Lorsque  les  deux  diamètres  OA  et  OB  sont  réels,  la 

FlG.   3. 
B 


»  droite  QB  est  tangente  à  la  courbe  au  point  B.  Si  les 
»  deux  diamètres  OA  et  OB  sont  imaginaires ,  on  mène 
»  les  tangentes  à  l'hyperbole  conjuguée.  » 

Les  deux  théorèmes,  traduits  par  les  égalités  (i), 
(i  bù)  et  (a),  sont  des  interprétations  géométriques  des 
relations  (I)  et  (II))  ils  donnent,  comme  cas  particu- 
liers, les  propositions  connues  sur  les  diamètres  conju- 
gués et  sur  les  diamètres  rectangulaires. 


THÉORËIE  SUR  LES  DÉTERMINANTS; 
Pae  m.  MIRZÂ-NIZAM. 


M.  Michael  Roberts  a  énoncé  dans  les  Nouv^elles  An- 
nales (voir  cahier  de  mars  1864,  p.  iSp,  question  694) 
un  théorème  sur  un  déterminant  numérique,  théorème 
qui  a  été  démontré  dans  le  cahier  de  septembre  de  la 
même  année,  p.  SgS  et  397,  de  deux  façons  différentes, 
par   M.    Smet-Jamar  (du  lycée  Louis -le -Grand)  et 
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MM.  Cornu  et  Picquet  (de  Tinstitution  Sainte-Barbe). 
Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  suivant  : 

Soit 

/(x)  =  a:"  -f-  fl,  ,r^«  -4- ...  -4-  fl^,  J?  -h  fl, 

une  Jonction  entière  de  degré  n  en  x.  Désignons  par 
ff|9  «t,  cTs,...,  a^  les  n  racines  de  V équation  que  Von 
obtient  en  égalant  à  zéro  cette  fonction^  et  par  f  [x) 
la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  x\on  aura 


R  =  {-.)- 


X    OL^X. 
X    X    OLi. 


X 
X 

X 


-.f[x)-xf'{x). 


XXX.,,    a 
Solution.  —  R  s'écrit  en  effet 


R=i 


-^  OLi  X  X...  X 

—  X  — a,  — X...  — X 

—  X  —  X  —  aj. .  .  —  X 

^^~  X  ■■"*■  X  *"^~  X  •  «  .  ^^~  SCf  I 


Retranchons  la  dernière  colonne  de  toutes  les  autres-,  on 
obtient 


R  = 


X  —  ai 
o 
o 


o 

X —  as 
o 


o.  .  . 

O.  . . 

X  —  as. 


—  X 

—  X 

—  X 


— .(x  — a„)     — .(x  — a„)     — -(x— a„),..       —a 

Divisons  la  première  colonne  par  x  —  éZi,  la  deuxième 
par  X  —  «îvî  la  (n  —  i )'*'"' par  (a: — «„_,),  la  dernière 
para:,  et  divisons  aussi  la  dernière  ligne  horizontale  par 
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(x —  a„),  on  obtient 


R  =  x/(jr) 


I 
o 

G 


O. 
O. 
I. 


—  I 

—  I 

—  I 


1  —I 


X  — *  ai      X  —^  Af     êf  —  0i| 


X         X  —  OEa 


Ajoutant  successivement  chacune  des  colonnes  a  la  der- 
nière, on  obtient 


R  =  */(x) 


I 
o 
o 


o 

I 
o 


o. 
o. 
1 . 


o 
o 
o 


—  1  —  I 


X  —  OLi       X  —  OLi       X  —  OC3 


X      ^x  — 


X  — a, 


qui  se  réduit  au  produit  des  éléments  de  la  diagonale 

i 

I  receyant  toutes  les  valeurs  de  i  à  n.  Or  on  a 


donc 


^=/{x)^xf'{x). 


G.    Q.    F.    D. 


Cas  particuliers,  —  On  obtient  le  théorème  de  M.  Mi- 
chael  Roberts  en  faisant  x  =  i  et  remarquant  que  les 
quantités  qui  ont  été  désignées  ici  par  a,,  as,...,  tf„  ont 
été  désignées  par  M.  Michael  Roberts  par  — a,,  — ffi* 
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—  «sv'î  — «n*  On  obtient  une  autre  égalité  en  faisant 
j:= — 1. 

Remplaçons  x  par  Tune  des  racines  simples  a,-,  on  ob- 
tient 

a,      a,-     a,-.  .  .      «/ 
a,-     a,     a,.  ..      a/ 


(-,)- 


«/     a/     or/. 


=  -«./'(»,•). 


OU,  en  remarquant  que  tous  les  éléments  de  la  t'""  ligne 
horizontale  sont  égaux  à  a/,  on  à 


(-•)• 


«1 

«/ 

«1 

«1 

«1 

«1 

1 

I 

a/ 

«1 

a,_, . 


I 
a* 


«/     «1. 


=  -/'(«.). 


Soit  maintenant  (3  une  racine  de  Téquation  f^  (x)  =  o 
ne  vérifiant  pas  Téquation  /  [x)  =  o.  On  aura 


(^1)- 


P      a.    p...      p 
P      P     «....      P 


P      P     p...     a« 

De  Téquation  démontrée,  on  tire 


=/(p). 


/(x)  =  (-.)- 


*/'(*)• 


Jp. , 
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En  décomposaDt  semblablement /'(x),  /"(x),..., 
y™-*  (x)  et  remplaçant,  on  obtient  la  formule 


/W  =  (-')" 


a,     X. 
X     as  , 


;r     a:. . .      a,, 
7i     X.  . 


-+-(-1)» 


Pi       X.  . .       X 

X     p,...    X 
X     X. . .      p,_, 


-h(— l)"-' 


-+l(~l)-^ 


X     7, 


X 

X 


X     X.  . .     7^3 

ITi       Xtf .  .         X 
X        TTs  .  .  .        X 


(-«)' 


X     X 

X,     X 
X    X, 


««— ^ 


x^*  -HI.2.../i(x  —  p)  x*-', 


où  (j3i,  Ptv9  i3„_t)  sont  les  racines  de/'(x)=o, 
(7i5  7f7---ï  y»-î)  celles  de/"(x)  =  o,  (X^,  X,)  celles  de 
/"'•  (x)  =  o  et  fji  la  racine  de/"""'  (x)  =  o. 

On  voit  par  là  que  /(x)  est  développée  suivant  une 
somme  de  déterminants. 


EXERCICES  SDR  U  THÉORIE  DES  SECTIONS  CONIQUES; 

Par  m.  E.  DE  JONQUIÈRES. 


Problème.  —  Construire  la  conique  osculatrice  du  qua- 
trième ordre  en  un  point  donné  dune  courbe  du  troi- 
sième degré  dont  on  connaît  neuf  points  (en  n'em- 
ployant que  la  règle  et  le  compas). 
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En  chaque  point  d'une  courbe  quelconque  il  existe  une 
conique  qui  a  avec  elle^  en  ce  point,  un  contact  du  qua- 
trième ordre.  C'est,  à  proprement  parler,  la  conique  os* 
culatrice,  puisque  son  contact  avec  la  courbe  est  le  plus 
intime  possible.  C'est  cette  conique  2  que  nous  allons 
construire  au  point  donné  a  d'une  courbe  du  troisième 
degré  dont  on  connaît  neuf  points. 

Pour  cela  nous  allons  déterminer  :  i°  la  tangente  at 
de  la  conique  au  point  a*,  a°  deux  droites  ae,  ae'  qui 
soient,  par  rapport  à  Z,  les  polaires  respectives  de  deux 
points  ij  V  pris  sur  la  droite  at  \  3^  un  point  a  de  la 
conique  Z.  Ces  éléments  équivalent  à  cinq  points  don- 
nés, et  par  conséquent  déterminent  une  conique  unique 
facile  à  construire. 

Mais,  avant  d'entrer  dans  le  détail  de  ces  diverses  con- 
structions, commençons,  pour  plus  d'ordre  et  de  clarté, 
par  rappeler  ou  établir  quelques  lemmes  indispensables. 

Lemmes  préliminaires. 

Lemme  /.  —  Quand  on  connaît  neuf  points  d'une 
courbe  du  troisième  ordre,  on  sait  construire,  par  les 
seuls  procédés  de  la  Géométrie  élémentaire  :  i^  la  tan- 
gente à  la  courbe  en  l'un  de  ces  points^  o?  le  troisième 
point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  cette  tangente  ^ 
3^  les  deux  autres  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
une  droite  menée  par  l'un  de  ses  points  connus.  (Voir 
le  Mémoire  de  M.  Chasles  sur  la  construction  de  la 
courbe  du  troisième  ordre  déterminée  par  neuf  points^ 
Comptes  rendus^  i853.  On  peut  aussi  consuller  mes 
Mélanges  de  Géométrie  pure,  ) 

Lemme  II,  —  Quand  des  coniques  passent  par  quatre 
mêmes  points  d'une  courbe  du  troisième  ordre,  les  cordes 
qu'elles  y  interceptent  passent  toutes  par  un  même  point 
de  cette  courbe  (Chasles,  Mémoire  précité). 
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Lemme  III.  —  Quand  des  coniques  ont  entre  elles  un 
contact  du  troisième  ordre  en  un  point  a,  si  d'un  point 
quelconque  de  leur  tangente  commune  at  on  leur  mène 
des  tangentes,  tous  les  points  de  contact  sont  situés  sur  une 
même  droite  aboutissant  au  point  a  (Pohcelet,  Traàé 
des  Propriétés  projectwes;  Châsles,  Traité  des  Co- 
niques^  n*'37i). 

Lemme  IK.  —  Quand  des  coniques  formant  un  fais- 
ceau se  touchent  toutes  en  un  point  a,  les  cordes  qu'elles 
interceptent  dans  une  conique  fixe  qui  leur  est  tangente 
en  a  passent  par  un  même  point. 

Ce  lemme  et  le  précédent  peuvent  être  r^ardés  comme 
des  cas  particuliers  du  lemme  U. 

Lemme  V,  —  Quand  on  connaît  neuf  points  d^une 
courbe  du  troisième  ordre,  il  est  facile^  en  n'employant 
d'ailleurs  que  la  règle  et  le  compas,  de  construire  le 
cercle  osculateur  à  la  courbe  en  Tun  de  ces  points.  {Voir^ 
par  exemple,  le  Traité  des  Coniques  y  n^  53.) 

Lemme  VI.  —  Problème.  Var  deux  points  donnés 
faire  passer  une  conique  qui  ait  un  cercle  donné  pour 
cercle  osculateur  en  un  point  désigné  a.. 

Toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  deux  points  et 
touchent  le  cercle  en  a  forment  un  faisceau.  Les  cordes 
qu'elles  interceptent  dans  le  cercle  passent  par  un  point 
fixe  p  (lemme  lY).  On  déterminera  ce  point  à  l'aide  de 
deux  quelconques  des  coniques  du  faisceau,  ce  qui  n'exige 
nullement  qu'elles  soient  tracées.  Le  point  d^  où  la 
droite  pa  coupe  le  cercle  osculateur,  appartient  à  la  co- 
nique demandée,  dont  on  connaît  ainsi  cinq  points. 

Solution  du  problème  proposé. 

Les  coniques  qui  ont,  au  point  a^  un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  la  courbe  du  troisième  ordre,  et  par 
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conséquent  aussi  entre  eiles^  forment  un  faisceau  (F) 
dont  fait  partie  la  conique  cherchée  £  ;  et  si  l'on  regarde 
la  tan^nte  at  comme  étant  double,  c'est-à-<}ire  comme 
formée  de  deux  droites  coïncidentes  (dont  chacune  pas« 
serait  par  deux  des  quatre  points  infiniment  voisins  que 
toutes  les  coniques  du  faisceau  (F)  ont  en  commun),  on 
peut  dire  que  cette  droite  double  est  Tune  des  coniques  du 
faisceau.  Donc,  si  cette  tangente  rencontre  la  courbe  du 
troisième  ordre  au  point  r,  la  tangente  tP,  en  ce  point  t,  va 
rencontrer  la  courbe  au  point  P,  qui  est  précisément  le 
point  de  concours  de  toutes  les  cordes  qu'elle  intercepte 
dans  les  coniques  du  faisceau  (F)  (lemme  II). 

Menons,  par  ce  point  P,  une  droite  quelconque  Pc,  et 
soient  &,  c  les  points  où  elle  coupe  la  courbe  du  troisième 
ordre.  Ces  deux  points  appartiennent  à  une  même  co- 
nique C  du  faisceau  (F)  (lenmie  II),  qu'on  déterminera 
(lemme  VI)  en  la  regardant  comme  étant  simplement 
assujettie  à  passer  par  les  points  b  et  c,  et  à  avoir,  au 
point  a,  le  même  cercle  osculateur  que  la  courbe  donnée, 
cercle  qu'on  aura  préalablement  construit  (lemme  Y). 
Par  la  manière  même  dont  le  point  P  a  été  obtenu,  ces 
conditions^  équivalentes  à  cinq,  entraînent  évidemment 
ici  la  sixième  condition  à  laquelle  la  conique  C  doit  sa- 
tisfaire, savoir  :  de  posséder  avec  la  courbe,  au  point  a, 
un  contact  du  troisième  ordre  et  non  pas  seulement  du 
deuxième. 

Soient  actuellement  z,  i'  deux  points  pris  arbitraire* 
ment  sur  la  tangente  at  ]  e,  e'  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  de  ces  deux  points  à  la  conique  C.  Les 
droites  ae,  ae'  sont  respectivement  les  polaires  des 
points  I,  {'  relativement  à  toutes  les  coniques  du  fais- 
ceau (F)  (lemme  III),  donc  aussi  relativement  à  la  co- 
nique osculatrice  cherchée  Z. 

Enfin,  si  l'on  mène  la  droite  Va  qui  rencontre  la 
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courbe  du  troisième  ordre  au  point  a,  on  i>ossède  toutes 
les  données  nécessaires  à  la  construction  de  2.  En  efiet, 
cette  conique  doit  toucher  en  a  la  tangente  at^  passer  par 
le  point  (X,  et  diviser  harmoniqnement  les  segments  le,  i'e' 
interceptés  par  les  cordes  ae,  oe'  sur  les  droites  ice,  i'a 
respectivement,  et  Ton  sait  qu'il  n'y  en  a  qu  une  seule 
qui  puisse  satisfaire  à  ces  conditions. 
Le  problème  est  donc  résolu. 

Théorèmes  à  démontrer. 

I.  Parmi  les  coniques  qui  ont,  avec  une  courbe  du 
troisième  ordre,  un  contact  du  second  ordre  en  un  point 
donné  de  cette  courbe,  il  y  en  a,  en  général,  trois  qui  ont 
encore  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  en  un 
autre  point.  Les  points  de  contact  de  ces  coniques  sont 
trois  points  situés  sur  une  même  conique^  ayant  avec  la 
courbe  un  contact  du  second  ordre  au  point  donné. 

Si  la  courbe  a  un  point  de  rebroussement,  il  n'y  a  plus 
qu'une  seule  de  ce^  coniques. 

n.  En  chaque  point  d'une  courbe  du  troisième  ordre 
il  y  a,  en  général,  trois  coniques  qui  ont  avec  elle  un 
contact  du  troisième  ordre  en  ce  point,  et  qui  le  touchent 
encore  en  un  autre  point. 

Ce  nombre  se  réduit  à  un,  si  la  courbe  a  un  point 
double;  il  devient  nul,  si  elle  a  un  point  de  rebrousse- 
ment. 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1865. 


COMV08ITIONS    DE    MATHÉMATIQUES. 

Classe  de  Mathématiques  spéciales. 

Etant  données  deux  sections  coniques  tangentes  en 
un  point  O,  on  leur  mène  la  tangente  commune  OR, 
ainsi  que  les  tangentes  communes  extérieures  A  A',  BB' 
qui  se  coupent  au  point  M. 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  : 

1°  La  droite  PP',  qui  joint  les  points  P,  P'  diamétra* 
lement  opposés  au  point  O  dans  les  deux  coniques,  passe 
parle  point  M; 

2^  Les  droites  AB,  A'  B',  qui  joignent  les  points  de 
contact  de  chaque  conique  avec  les  tangentes  extérieures 
communes,  se  coupent  en  un  point  R  qui  est  situé  sur  la 
langente  commune  intérieure  OR^ 

3^  Les  tangentes  menées  aux  deux  coniques  par  le 
point  R  touchent  ces  courbes  en  des  points  situés  sur  la 
droite  MO. 

On  fera  voir  que  généralement  le  point  R  ne  partage 
cette  propriété  avec  aucun  autre  point,  et  on  déterminera 
la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  qu'il  existe  une 
ligne  telle,  que  les  taugentes  menées  par  chacun  des 
points  de  cette  ligne  aux  deux  coniques  donnent  quatre 
points  de  contact  en  ligne  droite. 

Mathématiques  élémentaires. 

Etant  donnés  un  point  P  et  une  circonférence  AA'BB^, 
on  mène  du  point  P  deux  sécantes  PAA',  PB'B. 
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On  joint  A'  et  B',  A  et  B,  et  on  circonscrit  une  circon- 
férence à  chacun  des  deux  triangles  PAB,  PA'  B^  Ces  deux 
circonférences  se  coupent  au  point  P  et  en  un  second 
point  M. 

Cela  posé,  on  demande  le  lieu  du  point  M  lorsque, 
Tune  des  deux  sécantes  restant  fixe,  on  fait  tourner  la  se- 
conde. 

Classe  de  Philosophie^ 

1*^  question.  —  Dans  un  cube  donné  on  inscrit  une 
spbère,  et  dans  cette  sphère  on  inscrit  un  second  cube. 
On  demande  le  rapport  entre  les  volumes  de  ces  deux 
cubes. 

//'  question.  —  Un  bassin  a  la  forme  d'un  prisme 
régulier  à  base  hexagonale  \  sa  capacité  est  de  aooo  heo* 
tolitres  et  sa  profondeur  de  i'^,5o.  On  demande  la  lon- 
gueur de  chacun  des  côtés  de  la  base. 

Rhétorique  scientifique. 

/'■•  question.  —  Soient  CD  la  directrice  d'une  para- 
bole, A  son  sommet,  MN  une  tangente  quelconque.  Du 
sommet  A,  on  abaisse  sur  la  tangente  MN  une  perpendi- 
culaire AP  que  Ton  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
directrice  en  Q,  et  Ton  prend  sur  cette  perpendiculaire, 
à  partir  du  point  A,  une  longueur  AR  =  PQ.  Trouver 
le  lieu  géométrique  du  point  B. 

H'  question.  —  Calculer  les  longueurs  des  côtés  d'un 
triangle  rectangle,  sachant  que  le  volume  engendré  par 
la  révolution  de  ce  triangle  autour  de  son  hypoténuse  est 

équivalent  à  une  sphère  de  rayon  i/ -^>  et  que  le  même 

triangle,  tournant  successivement  autour  des  deux  côlés 
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de  Fangle  droit,  engendre  deux  volumes  dont  la  somme 
est  équivalente  i  une  sphère  de  rayon  v^2 1 . 

Classe  de  seconde  [sciences). 

7'*'  question.  —  Etant  donnée  une  équation  du  second 
degré,  on  demande  d'en  former  une  seconde  qui  ait  pour 
racines  les  carrés  des  inverses  des  racines  de  la  proposée. 

Appliquer  la  méthode  à  l'équation 

flin2à.x* —  2($init  -^  cosa)  x -^  2=r  o. 

II'  question,  —  On  donne  un  angle  trièdre  qui  a  deux 
faces  égales,  et  on  demande  de  le  couper  par  un  plan  de 
manière  que  la  section  soit  égale  à  un  triangle  équila- 
téral  donné. 

Troisième. 

Z**'  question.  —  On  fait  tourner  une  circonférence  de 
cercle  autour  de  Tun  de  ses  points,  et  dans  chacune  de 
ses  positions  on  lui  mène  des  tangentes  parallèles  à  une 
droite  fixe  donnée.  Trouver  le  lieu  des  points  de  con* 
tact. 

//*  question.  —  Un  terrain  de  60  arpents  de  Paris 
a  été  vendu  à  raison  de  3ooo  Hures  tournois  Tarpent, 
avant  rétablissement  du  système  métrique.  Sa  valeur  a 
doublé  depuis  cette  époque.  On  demande  d'évaluer  en 
francs  la  valeur  actuelle  d'un  hectare,  sachant  : 

1^  Que  80  francs  valent  81  livres  tournois; 

2^  Que  Tarpent  de  Paris  valait  100  perches  carrées 
dont  chacune  était  un  carré  de  18  pieds  de  côté  ; 

3^  Que  le  pied  était  le  sixième  de  la  toise-, 

4^  Que  10  000  000  de  mètres  valent  5  i3o  y 4^  toises 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE. 

Composition  de  licence  (186S). 

Étant  donnés  une  droite  fixe  OX  cl  un  plan  fixe^O  sur 
cette  droite,  trouver  une  courbe  tangente  au  point  O  à  la 
droite  OX,  et  telle,  que  le  rapport  de  la  longueur  MX  de 
la  tangente  a  la  longueur  de  Tare  OM  soit  constant  et 
égal  à  a  (*). 

Appliquer  aux  cas  où 

t  I 

2  3 


FACULTE  DES  SCIENCES  DE  POITIERS. 


BÂCCALADRÉAT. 

Composition  du  itx  novembre  i864- 

Quand  arriue^t^il  que  le  segment  et  la  zone  sphé- 
rîque  sont  exprimés  par  le  même  nombre  ? 

(Rayon  de  la  sphère  =3)  (vérification  à  faire). 

Solution. 

Considérons  une  sphère  de  rayon  R  =  3,  et  dans  celte 
sphère  concevons  un  segment  de  hauteur  H. 


(*)  Le  point  T  est  sur  la  droite  OX,  et  M  est  le  point  de  contact  de  la 
tangente  MT. 
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L'aire  de  la  zone  correspondante  à  ce  segment  a  pour 
expression 

c'est  une  fonction  des  deux  quantités  R  et  H. 

Le  volume  du  segment  sera  donné  en  fonction  de  R 
et  H  seulement,  si  Tune  des  bases  est  prise  à  la  distance  R 
du  centre.  Considérons  donc  un  tel  segment.  Son  volume 
aura  pour  expression 

i^rH»-!--  H(2R-  H)XH. 

O  2  . 

Multiplions  et  divisous  cette  expression  par  2R  et 
mettons-la  sous  la  forme 

I2R 

On  voit  maintenant  que  la  zone  et  le  segment  seront 
exprimés  par  le  même  nombre  si  Ton  a 

H>-t-3H(2R— H)       R         ,      ,   ,. 
ÏÏR =3'     cest^a^ire     =1. 

De  cette  relation  on  tire 

a  =  2R,     H=:R. 

Ainsi   le  segment  doit  être  la  sphère  ou  la  demi-splière 
de  rayon  R  =  3- 

Vérljication. — Il  suffit  d'écrire  le  volume  de  la  sphère 
et  celui  de  la  demi- sphère  sous  la  forme 

R  R 

2irRX2RX-jî.    2*rRxRXj- 

La  vériBcation  est  manifeste  (*). 

(*)  Kxtrait  de  la  Uwut  de  l'Instruction  publique,  n®  32,  3i  août  i865. 
Ann.  di  Maihémai,,  a«  série,  t.  IV.  (Novembre  i865.)       33 
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SOLUTION  DB  QDI8T10NS 
PROPOSÉRS  DANS  LES  NOUVELUS  ANNALES. 


Question  dt)9 

(  voir  toiM  XIV,  pace  MS)  ; 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 
Professeor  k  Lyon  (institution  Sainte-Barbo). 

r,  p^  n  élant  trois  nombres  entiers  positifs,  p  et  n 

,                                                      (r— ï)(f^"  — i) 
deux  nombres  premiers  entre  eux, r-, {  est 

^  (r^  — i)(r--i) 

un  nombre  entier, 

1 .  Soit  X  une  variable  et  y  une  fonction  de  cette  va- 
riable déterminée  par  la  relation 

^*^  .       ^       (x*»— i){x«— I) 

il  faut  démontrer  quey  est  une  fonction  entière  de  x. 

2.  La  fonction  entière  x^" — i  est  exactement  divisible 
par  chacune  des  suivantes  xf"  —  i,  x" — i;  car  on  peut 
la  mettre  sous  Tune  ou  Taulre  de  ces  formes, 

On  en  conclut  que  la  fonction  entière est  exac- 

jj    I 
tement  divisible  par  chacune  des  fonctions  entières j 

j^ I 

qui  sont  premières  entre  elles,  d'après  Thypo- 

Uièse  faite  sur  p  eln\  donc  est  exactement  dîvi- 
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sîble  par  le  produit  ^^  ~"'^ ^^.  Or  on  a 


X  —  I 


(^) 


(■?^)(î^) 

y  est  une  fonction  entière,  d'où  résulte  que  si  x  est  un 
nombre  entier  Ty  j^  sera  entier.  c.  q.  f.  d. 


Question  426 

(Toir  toin«  XVII,  page  SS); 

Par  mm.  DESQ  et  GRASSAT, 

Elèves  du  lycée  de  Lyon. 

Dans  la  solution  de  cette  question,  donnée  t.  P*^,  a*  sé- 
rie, p.  III,  on  a  traité  un  problème  différent  de  celui 
qui  était  proposé.  Voici  Ténoncé  du  problème  : 

On  donne  dans  le  même  plan  un  triangle  ABC  et 
une  droite  D  ;  on  prend  sur  cette  drvite  des  longueurs 
MN  telles,  que  chacune  soit  vue  du  point  A  sous  un 
angle  droit ^  les  droites  AM,  AM  coupent  BC  en  deux 
points  m  et  n  :  le  lieu  de  r intersection  des  droites  Mn, 
Nm  [e5t  une  droite  et  le  lieu  des  points  d^ intersection 
des  dœites  BM,  CN  ou  BN,  CM]  est  une  conique  {*). 

(Fâure.) 

Au  lieu  de  supposer  Tangle  MAN  droit,  supposons*Ie 
quelconque,  nous  ne  ferons  que  généraliser.  Cherchons 
le  lieu  du  point  de  rencontre  P  de  M /z  et  Nm.  Les  droites 
/nM,  /iN  passant  toutes  par  le  point  A,  on  n'a  pas  k 
chercher  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 


(*)  Les  mots  placés  entre  crochets  manquaient  dans  l'énoncé  de  la 
question  4?6.      K. 

33. 
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Prenons  BC  pour  axe  des  j^  et  pour  axe  des  x  la  droite 


donnée  D,  qui  rencontre  au  poînl  O  la  droite  BC.  Nom- 
mons a,  P  les  coordonnées  du  sommet  A  et  Ar  la  tangenie 

de  Tangle  fixe  MÂN. 
Soient 

Om:=zb,     On  =  b\     OM  =  a,     ON  =  a'. 

On  a,  pour  Mm, 


a       o 


pour  N/i, 

On  a  les  conditions 

(0 

Les  droites  M/t  et  Nm  ont  pour  équation 


*     y 


a        B 

a         p 

v  +  7?  =  '- 


(3) 
et 

(4) 


a       V 


*      y 
--+■  7  =  1 

a        b 
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Ou  a  de  plus 

li  faut  éliminer  a,  &,  a',  b'  entre  ces  cinq  équations. 

Multiplions  Téquatiou  (i)  par  x,  Téquation  (3)  par  a, 
et  retranchons^  on  a 

opérant  de  même  sur  les  équations  (2)  et  (4)»  on  a 
De  ces  deux  équations  on  tire 

équation  qui  se  décompose  en 

ô  =  A'     ou     par  H-  aj  =  o. 

Or  b=^U  est  impossible.  Car  si  Ton  venait  à  faire 
dans  l'équation  (5)  Thypothèse 

6  =  ^',     d'où     a=:a', 

on  aurait  Ar  =  o,  ce  qui  n'offre  aucun  sens. 

Le  lieu  est  donc  la  droite  |3j?+a^  =  o,  polaire  du 
point  Â  par  rapport  au  système  des  deux  droites  BC, 
OD,  résultat  que  la  Géométrie  donnait  immédiatement. 

Si  maintenant  au  lieu  de  joindre  les  points  Nm,  M/i, 
on  joint  BM,  CN  ou  BN,  CM,  comme  il  a  été  fait  dans  la 
solution  de  cette  même  question  (t.  V^^  a*  série,  p.  1 1 1), 
le  lieu  du  point  d* intersection  de  ces  droites  est  une  co- 
nique. En  effet,  les  côtés  de  Tauglc  Â  déterminent  sur  D 
deux  systèmes  homographiques -,  tes  lignes  BM,  BMf  et 
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CN)  CNi)  etc.,  forment  deux  faisceaux  hom<^raphîques, 
le  lieu  des  points  dMntersection  de  deux  rayons  homo- 
logues est  une  conique  passant  par  les  points  B  et  C  (*). 


Question  698 

(TOirrrtrle.  i.  lll.p.  141); 

Par  m.  Max  CORNU, 

ËlèY6  de  spéciales  à  Sainte-Barbe  (clawe  de  M.  Mou  lard). 

Lorsqu'une  courbe  a  quatre  foyers  sur  un  cercle^  elle 
en  a  nécessairement  douze  autres  situés  par  quatre  sur 
trois  cercles  /  tous  ces  cercles  sont  orthogonaux. 

(Lâggebrb.) 

Remarque  /.  —  Lorsqu'un  cercle  (O)  est  orthogonal 
à  un  cercle  (O'),  ce  cercle  (O)  passe  par  deux  points  »,, 
coa  qui,  considérés  comme  des  cercles  de  rayon  nul,  se 
coupent  sur  O'  \  ce  sont  les  cercles  limites  du  système  des 
cercles  tels  que  (O'),  orthogonaux  au  cercle  (O). 

La  réciproque  est  évidente:  si  le  cercle  (O)  passe  par 
deux  points  coi,  cOt,  qui  considérés  comme  des  cercles  de 
rayon  nul  se  coupent  sur  (O'),  le  cercle  (0)  et  le  cercle 
O'  sont  orthogonaux  entre  eux. 

De  même  le  ceixîle  (O'),  orthogonal  au  cercle- (O), 
passe  par  deux  points  w',,  w',  qui,  considérés  comme  des 
cercles  de  rayon  nul,  se  coupent  sur  (O). 

Remarque  II.  —  On  sait  que  tous  les  cercles  passent 
par  deux  points  de  la  droite  de  Tinfini;  et  réciproque- 
ment que  toutes  les  coniques  qui  passent  par  ces  deux 
points  sont  dos  cercles.  Un  cercle  de  rayon  nul,  qui  a  son 


(*)  L'auteur  de  cette  solution  ne  s'est  pas  trompé:  il  a  corrigé  i'énoneé 
«évidemment  fautif  du  tome  XVII;  il  a  eu  le  tort  seulement  de  ne  pas  eu 
avertir  cl  de  ne  pas  mettre  en  tôle  renoncé  corrige  comme  on  Va  vu  plus 
haut.        V, 
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ceatre  en  un  point  a>,  peut  être  coasidéré  comme  uii 
sjslèwe.  de  deux  droites  joignant  le  point  a>i  aux  deux 
points  circulaires  de  Tinfini  ;  donc,  pour  que  (O)  et  (CK) 
soient  orthogonaux,  il  suffit  qu'en  joignant  deux  points 
de  (O),  par  exemple  cdi  et  o^i,  aux  deux  points  circulaires 
de  nnfini,  ces  systèmes  de  deux  droites  se  coupent  en 
deux  points  i  distance  6nie  situés  sur  (O')  ^  et  de  même, 
eu  joignant  deux  points  particuliers  <ù\ ,  (ù\  aux  deux 
points  circulaires  de  Tinfini,  ces  deux  droites  se  coupe- 
ront sur  (O). 

Un  foyer  d'une  courbe  est  le  point  d'intersection  de 
deux  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les  points  circa- 
laîres  de  Tinfini  (*),  Je  considère  une  courbe  ayant 
quatre  foyers  sur  un  cercle  ;  je  joins  les  quatre  foyers  aux 
points  circulaires  de  Tinfini  ;  j'obtiens  huit  droites  dis- 
tinctes^ car  si  deux  droites  se  confondaient  en  une  seule, 
le  cercle  serait  coupé  en  trois  points  par  cette  droite,  ce 
qui  est  impossible. 

Nous  voyons  donc  en  passant  que  la  courbe  qui  a 
quatre  foyers  sur  un  cercle  est  au  moins  de  quatrième 
classe.  Ces  huit  droites  tangentes  à  la  courbe  se  coupent 
en  seize  points.  Donc  une  courbe  qui  a  quatre  foyers  sur 
un  cercle  en  a  douce  autres;  d'ailleurs,  parmi  ces  seize 
foyers,  il  n'y  en  a  que  quatre  de  réels. 

Si  Ton  a  une  conique  et  que  l'on  joigne  quatre  points 
de  cette  conique  à  deux  autres  points  I  et  J  situés  sur  la 
courbe,  on  a  deux  faisceaux  homographiques  \  ces  deux 
faisceaux  de  quatre  droites  se  coupent  en  seize  points 
situés  quatre  par  quatre  sur  quatre  coniques  passant  par 
I  et  J  de  façon  que  deux  coniques  ne  passent  pas  par  le 
même  point.  Et  ni  Ton  considère  deux  de  ces  coniques  (O) 

(')  M.  Laguerre  {Comptes  rendus,  t.  LX,  p.  71)  distingue  deux  sorte*  de 
foyers  :  les  foyers  ordinaires  et  les  foyers  singuliers. 
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et  (O'),  ainsi  que  les  quatre  points  sur  chacune  d'elles,  il 
y  a  sur  la  première  deux  points  tùt  et  ci>t  tels,  qu^en  les 
joignant  aux  points  I  et  J  ces  droites  se  coupent  sur  (CK); 
et  il  y  a  sur  l'autre  (O^)  deux  points  a>',  et  t»i\  tels,  qu'en 
les  joignant  aux  points  I  et  J  ces  droites  se  coupent 
en  (O). 

Imaginons  maintenaut  que  I  et  J  soient  les  points  cir- 
culaires de  l'infini  et  que  les  droites  des  deux  faisceaux 
soient  des  tangentes  à  la  courbe  menées  par  les  points  I 
et  J,  les  seize  points  d^interseclion  des  deux  faisceaux 
sont  seize  foyers  de  la  courbe;  les  quatre  coniques  sur 
lesquelles  ils  se  trouvent  quatre  par  quatre  deviennent 
des  cercles  orthogonaux  deux  à  deux.         c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Si  quatre  foyers  sont  en  ligne  droite 
(ovales  de  Descaries),  les  douze  autres  sont  sur  trois 
cercles  orthogonaux  ayant  leur  centre  sur  la  droite  con- 
sidérée. 

Parmi  les  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété,  on 
peut  citer  les  sections  du  tore.  En  effet»  on  peut  consi- 
dérer le  tore  comme  la  surface  enveloppe  d'une  sphère 
de  rayon  fixe^  dont  le  centre  décrit  un  cercle. 'Étant 
donné  un  plan  P,  pour  avoir  les  foyers  de  la  section,  ou 
peut  cliercher  les  positions  de  la  sphère  mobile  pour  les- 
quelles elle  est  tangente  au  plan  P;  les  points  de  contact 
sont  des  foyers^  On  obtient  les  positions  du  centre  de  la 
sphère  en  cherchant  les  points  d'intersection  du  cercle 
directeur  avec  les  deux  plans  parallèles  au  plan  P,  el 
dont  la  distance  à  ce  plan  est  égale  au  rayoïr  de  la  sphère 
mobile.  Ces  points  sont  au  nombre  de  quatre.  Ils  sont 
sur  un  cercle  dont  le  centre  est  en  A,  au  point  d'intersec- 
tion de  l'axe  du  tore  el  du  plan  P;  car  la  distance  du 
point  h  à  chacun  des  foyers  est  égale  à  la  longueur  de 
toutes  les  tangentes  qu'on  peut  mener  de  A^  a  la  sphère 
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mobile  dans   toutes  ses  positions;  c'est   une  longueur 
fixe. 

Remarque.  —  La  corde  de  contact  d'un  foyer  et  de  la 
courbe  ou  bien  la  directrice  correspondant  à  une  position 
m  du  centre  de  la  sphère  est  la  trace  sur  le  plan  P  du 
plan  passant  par  Taxe  et  la  normale  en  m  au  cercle  di- 
recteur. On  en  conclut  la  propriété  suivante  : 

Les  directrices  correspondant  à  ces  quatre  foyers  situés 
sur  un  cercle  concourent  au  centre  de  ce  cercle. 

Le  théorème  précédent  sur  les  sections  du  tore  est  un 
cas  particulier  d'un  théorème  dû  à  M.  Moutard  et  énoncé 
par  M.  Laguerre  [loc.  cit.)  sur  les  anallagmatiques  (*) 
du  quatrième  ordre  : 

((  Ces  courbes  peuvent  de  quatre  manières  différentes 
être  considérées  comme  l'enveloppe  de  cercles  coupant 
un  cercle  directeur  fixe  et  ayant  leurs  centres  sur  une 
conique.  Une  anallagmalique  a  deux  foyers  singuliers 
réels  communs  aux  quatre  coniques  qui  peuvent  servir  à 
la  description  de  la  courbe,  et  seize  foyers  ordinaires,  dont 
quatre  réels,  situés  respectivement  quatre  par  quatre  sur 
les  cercles  directeurs  correspondant  aux  quatre  coniques 
mentionnées.   » 

Il  est  très-facile  de  démontrer  que  les  directrices  qui 
correspondent  à  chacun  des  foyers  situés  sur  un  même 
cercle  concourent  au  centre  de  ce  cercle. 

Il  est  bien  évident  que  toute  section  du  tore  est  une 
anallagmatique  ;  car  tout  plan  mené  par  le  pôle  d'une 
surface  anallagmatique  est  une  courbe  anallagmatique  ; 
et,  dans  le  tore,  tout  point  de  Taxe  est  évidemment  un 
pôle,  et  le  poini  h  est  le  pôle  de  la  section. 


(")  Voir^  pour  l'explication  de  ce  mot,  Nouvelles  Annales,  2*  série,  t.  III, 
p.  3ii6,  ffole  tur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
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GORRBSPdmAHGB. 


1.  M.  GrifSths  nous  a  adressé  à  diverses  reprises  un 
certain  nombre  de  théorèmes  que  nous  allons  réunir  ici. 

I.  Dans  un  triangle  quelconque^  G  étant  le  centre  de 
granité  de  Vaire,  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs, 
les  cercles  suivants  ont  le  même  'axe  radical  :  i^le  cercle 
des  neuf  points^  a^  le  cercle  décrit  sur  PG  comme  dia- 
mètre^ 3**  le  cercle  circonscrit  au  triangle f  4**  ^^  cercle 
conjugué^'  5^  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  con- 
struit sur  les  axes  de  V  ellipse  qui  touche  le  triangle  en  ses 
milieux. 

II.  Soient  £«,  E^,  E«  les  centres  des  cercles  exinscrits 
à  un  triangle  ABC  :  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle 
est  le  cercle  des  neuf  points  du  tfian^le  E^E^E^. 

III.  Soient  P,  Q,  R  les  points  de  rencontre  des  bis- 
sectrices internes  AP,  BQ,  CR  avec  les  côtés  BC, 
CAy  AB  d'^un  triangle  ABC;  L,  M,  N  les  milieux  de 
ces  côtés ^  Py^j^  ^^^  milieux  des  segments  compris  entre 
les  sommets  A,  B,  C  ee  /&  point  de  concours  des  bissec- 
trices {centre  du  cercle  inscrit)'^  X,  Y,  Z  les  points 
d'intersection  des  bissectrices  externes  AX,  BY,  CZ 
avec  les  droites  MN,  JNL,  LM;  et  /,  m,  n  les  points  de 
rencontre  des  droites  X/?,  Yq,  Zr  avec  les  médianes  AL, 
BM,  CN.  Démontrer  que  les  douze  points  P,  Q,  R; 
L,  M,  N;  p,  q^  r;  /,  m,  n  sont  situés  sur  la  même  co^ 
nique. 

IV.  On  prend  deux  triangles  a^y,  û/jB'y'  circonscnU 
à  un  triangle  donné  ABC,  de  telle  sorte  que  les  droites 
A«,  BJS,  Cy;  Aa',  B(3',  Cy'  concourent  enPyP:  on  dé- 
signe par  A',  B',  C  les  points  d'intersection  ((3/3',  yy% 
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(yy',  «ffl/),  (aoify  /S/S'j^  on  a  les  proptiétés  suivantes: 

I®  Les  droites  h'a^  B'j3,  C'y  passent  par  un  même 
point  Q,  et  pareillement  A'af^  B'|y,  Cf  y' passent  par  un 
même  point  (^. 

2®  Les  côtés  des  triangles  a^y,  ot'jS'y'ef  fcj  rftfiix  ûxc5 
d'homologie  des  triangles  (  A'B'C,  a(3y),  (A'FC,  o'P'y') 
50fit  tangents  à  une  même  conique  conjuguée  au  triangle 
A'B'C. 

3**  Réciproquement,  les  sommets  a,  (3,  y;  a',  P',  y'  e£ 
les  centres  d^homologie  P,  P'  sont  sur  une  même  conique 
conjuguée  au  triangle  ABC. 

V.  M.  Griffiths  a  bien  voulu  aussi  nous  envoyer  Tex- 
pression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  trili- 
néaires*  Cette  formule,  A  laquelle  notre  savant  collabo* 
rateur  parvient  par  un  élégant  calcul,  est  trop  compliquée 
pour  trouver  place  ici,  et  les  applications  qu^en  fait  Tau* 
tenr  ne  semblent  donner  aucun  avantage,  sur  ce  point,  aux 
coordonnées  trilinéaires  sur  les  coordonnées  cartésiennes. 

2.  M.  Camillo  Tycbsen,  de  Copenhague,  nous  com- 
munique une  mélbode  d^ntégration  des  équations  du  se- 
cond ordre  et  du  second  degré  de  la  forme 

En  posant  pour  intégrale  première 
(a)  CL  +  M-f-N^  =  o, 

aX 

OÙ  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y,  et  C  une 
constante,  et  en  éliminant  la  constante  C  entre  Téqua» 
tion  {i)  et  celle  qui  résulte  de  sa  diflereniiation,  on  arrive 
à  une  équation  de  même  forme  que  (t).  L'identification 
de  Téquation  résultante  avec  l'équation  (i)  détermine  L, 
M,  N.  On  est  ainsi  ramené  à  l'intégration  d'une  équation 
du  premier  ordre* 
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3.  Extrait  il' une  lettre  de  M.  X...y  abonné  en  Bel- 
gique. 

((  Je  me  permets  de  vous  demander  votre  avis  sur  la 
valeur  d'une  solution  donnée  à  une  question  proposée 
récemment  dans  un  concours  de  Mathématiques. 

>i  La  question  proposée  était  la  suivante  : 

»  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  du  second 
ordre  qui  ont  même  directrice^  même  tangente  et  même 
point  de  contact, 

»  Or,  c^est  une  propriété  connue  des  courbes  du  se- 
cond degré,  que  si  Ton  prolonge  la  tangente  jusqu'à  la 
directrice,  la  droite  qui  va  du  point  d'intersection  au 
foyer  est  perpendiculaire  à  celle  qui  va  du  foyer  au  point 
de  contact.  D'où  Ton  conclut  que  le  lieu  cherché  est  un 
cercle  dont  le  diamètre  est  la  portion  de  la  tangente  com- 
prise entre  le  point  de  contact  et  celui  où  elle  rencontre 
la  directrice;  et  pour  trouver  l'équation  du  lieu,  il  suffit 
d'écrire  que  les  coefficients  angulaires  des  deux  droites, 
qui  vont,  l'une  du  foyer  au  point  de  contact,  et  l'autre 
qui  joint  le  foyer  au  point  où  la  tangente  rencontre  la  di- 
rectrice, sont  réciproques  et  de  signes  contraires  :  ce  qui 
a  été  fait  en  prenant  pour  axes  la  directrice  et  la  perpen- 
diculaire passant  par  le  point  de  rencontre  de  la  tangente 
avec  la  directrice. 

»  Cette  solution  me  parait  très-simple  et  irréprochable, 
et  cependant  elle  a  été  comptée  comme  nulle.  On  a  pré- 
tendu que  la  propriété  invoquée  n'est  pas  démontrée 
dans  les  éléments,  et  que,  d'ailleurs,  la  question  proposée 
n'était  qu'une  manière  détournée  de  faire  démontrer  la 
propriété  sur  laquelle  on  s'appuyait. 

»  Aucune  de  ces  deux  assertions  ne  me  parait  fondée. 
L'étude  complète  de  la  Géométrie  analytique  plane  com- 
porte évidemment  celle  des  propriétés  communes  aux 
courbes  du  second  degré,  et  lorsqu'une  propriété  com- 
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mune  est  connue  et  démontrée,  elle  passe  à  Tétat  de  théo- 
rème, et  Tonpeat  s'en  étayer  pour  résoudre  les  questions 
qui  peuvent  en  dépendre:  ceci  est  élémentaire  en  Mathé- 
matiques. Je  comprendrais  la  seconde  assertion  si  la  pro- 
priété contestée  était  la  seule  qui  p&t  donner  la  solution 
du  problème;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  :  on  pouvait  dé- 
duire le  Heu  soit  de  l'équation  focale,  soit  en  s' appuyant 
sur  le  i^apport  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  au 
foyer  et  à  la  directrice,  et  il  est  évident  quç  si  l'élève  a 
préféré  partir  de  la  propriété  contestée,  c'est  qu'elle  donne 
immédiatement  le  lieu. 

«  La  question  à  résoudre  est  donc  celle  de  savoir  si, 
comme  je  le  crois,  on  a  pu  légitimement  s'appuyer  sur 
la  propriété  des  courbesdu  second  degré  rappelée  ci-des- 
sus pour  déterminer  le  lieu  proposé,  et  c'est  là-dessus 
que  je  voudrais  vous  voir  donner  votre  avis  dans  le  pro- 
chain numéro  de  votre  journal. 

»  Il  importe  que  des  jeunes  gens  ne  puissent  plus  être 
frappés,  soit  pour  avoir  trop  bien  su,  soit  pour  avoir  su 
plus  que  leurs  concurrents,  et,  sous  ce  rapport ,  ce  que 
vous  en  direz  dans  les  jinnales  pourra  servir  de  règle  si 
des  cas  analogues  viennent  à  se  représenter.  » 

Note  du  rédacteur  —  On  nous  fait  beaucoup  d^hon- 
neur  en  supposant  que  notre  opinion  eicprimée  puisse 
plus  tard  servir  de  règle  dans  un  concours.  Nous  allons 
cependant  donner  notre  humble  avis  sur  le  cas  qui  nous 
est  soumis  par  M.  X...,  en  tâchant  d'ajouter  aux  excel- 
lentes raisons  qu'il  a  déjà  présentées. 

Le  théorème  cité  est  bien  connu  des  élèves  de  Mathé- 
matiques spéciales  en  France.  On  l'enseigne  dans  les 
cours  et  il  est  donné  dans  plusieurs  ouvrages  élémen- 
taires. On  doit  présumer  que  l'élève  qui  l'a  cité  en  con- 
naissait la  démonstration  ;  mais  si  l'on  avait  quelque  doute 
sur  ce  point,  il  était  bien  facile  de  les  lever  en  interro- 
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geani  Télève.  Cela  aurait  mieux  valu  que  <le  recourir  à 
la  mesure  rigoureuse  de  rexclufion.  Les  fins  de  non<-re* 
cevoir  sont  toujours  regrettables,  parce  qu  elles  sont  de 
pure  forme  et  ne  vont  pas  au  fond  des  choses. 

La  seconde  prétention  me  parait  encore  plus  insoute* 
nable.  Pour  qu^il  y  eût  ce  cercle  vicieux  que  le  jury  du 
concours  prétend  avoir  reconnu,  il  faudrait  admettre: 
1^  que  rélève  a  d'abord  trouvé  le  lieu  par  une  mé- 
thode quelconque,;  a^  qu'il  en  a  conclu  comme  corol- 
laire le  théorème  en  question  ;  3^  que,  renversant  tout 
Tordre  suivi  jusque-là,  il  a  pris  te  théorème  comme 
base  de  sa  démonstration.  Quelle  effrayante  imagina- 
tion! Je  dis  effrayante,  parce  qu'avec  un  pareil  sys- 
tème deux  lignes  de  Técriture  d'un  honnête  homme  suffi- 
raient pour  le  faire  pendre.  D'ailleurs^  il  faudrait  prouver 
que  cet  ordre  d'idées  si  subtilement  imaginé  est  celai  do 
candidat.  On  a  donc  pris  une  simple  conjecture  pour  un 
fait  avéré.  Noos  pensons  qu'en  France  une  pareille  dis- 
cussion, soumise  à  l'autorité  compétente,  aurait  été  cas- 
sée et  répreuve  recommencée* 

Kous  n'admettons  pas  non  plus  qu'une  question  posée 
dans  un  concours  puisse  être  une  manière  détournée 
d'amener  une  autre  question.  Tout  doit  être  clair  dans 
un  énoncé.  Youlcz-vous  que  la  question  soit  traitée  par 
le  calcul,  dites-le;  qu'on  en  déduise  telle  et  tdle  consé- 
quence, dites-le  encore,  et  n'obliges  pas  le  candidat  à 
deviner  une  intention  que  vous  n'avez  nullement  ex- 
primée. P. 
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lOLUTUi. 

« 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouTont  à  la  librairie 
de  Gauthier'VillarSf  quai  des  Augustins,  55.) 


XXI. 

Le  CoiNTB  (S.  J.)^  Professeur  à  l'École  préparatoire 
Sainte-Marie,  à  Toulouse.  —  Solutions  développées 
de  3oo  problèmes  qui  ont  été  proposés  dans  les  corn- 
positions  pour  Vadmission  au  grade  de  Bachelier  es 
Sciences,  In-8^  de  ru-Zyô  pages,  avec  figures  dans  le 
teicte.  Paris,  i865;  Gauthier-Yillars.  —  Prix  :  6  fr. 

Le  titre  de  cet  ouvrage  en  indique  fobjet.  Nous  recomman- 
dons spécialement  anx  élèves  la  sixième  partie,  o&  se  trouve  une 
intéressante  collection  de  questions  relatives  aux  maximums  et 
aux  minimums. 

XXII. 

HovsEL,  ancien  élève  de  TÉcole  Normale,  professeur  de 
Mathématiques. —  Introduction  à  la  Géométrie  supé^- 
Heure .  Paris,  i865.  In-8^  de  xii-a70  pages  et  8  pi. 
Gauthier-Villars.  —  Prix  :  6  fr. 

Ouvrage  utile  et  fait  avec  soin,  où  Ton  trouve  les  théorèmes 
les  plus  importants  de  la  Géométrie  supérieure  avec  leurs  prin- 
cipales applications.  Voici  les  titres  des  dix-neuf  chapitres  : 
Transversales.  —  Rapport  harmonique,  polaires.  —  Polaires 
dans  le  cercle  et  les  coniques.  —  Puissance  des  points,  axes 
radicaux.  —  Rapport  anharmonique,  division  homograpbique. 
—  Théorie  de  Tinvolution.  —  Applications  de  Tinvolution.  — 
Centre  de  similitude. —  Contact  d*un  cercle  avec  trois  autres.  — 
Théorèmes  et  problèmes  sur  le  triangle.  —  Systèmes  de  points 
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en  ligne  droite.  —  Droites  mobiles,  triangles  homologiques.  — 
Figures  homographiques  et  corrélatives.  —  Théorème  de  Pascal. 
—  Théorèmes  de  Newton  et  de  Camot.  —  Autres  propriétés 
des  coniques.  —  Construction  des  coniques.  —  Rotation  des 
figures. 

XXIII. 

M athematical  Questions . . .  Questions  mathémaiigues 
ai^ec  leurs  solutions,  extraites  du  journal  The  edtjcatio- 
nal  Times  y  publiées  par  M.  Miller,  professeur  de  Ma- 
thématiques à  Huddersfield.  Tomes  II  et  ni. 

The  educat tonal  Times  est  l'organe  d'une  Société  des  mem- 
bres de  renseignement  [Collège  of  prcceptors),  reconnue  par 
le  gouvernement  anglais  comme  établissement  d'utilité  pu- 
blique. Le  but  de  cette  Société  est  de  relever  l'enseignement 
des  classes  moyennes  par  l 'examen  sérieux  de  ceux  qui  se  des- 
tinent au  professorat.  Les  candidats  se  présentent  volontaire- 
ment à  ces  examens,  afin  d'obtenir  un  diplôme  de  la  Société  et 
de  s'en  faire  un  titre  auprès  des  chefs  d'institution.  La  Société  a 
créé  en  même  temps  une  caisse  de  secours  mutuels  et  un  bu* 
reau  de  placement.  Son  conseil  se  réunit  tous  les  mois  pour 
discuter  des  questions  de  méthodes. 

The  educational  Times^  réiligé,  pour  la  partie  littéraire,  pr 
M.  Isbister,  et,  pour  la  partie  mathématique,  par  M.  Uiller, 
donne  chaque  mois  des  énoncés  de  problèmes  ou  de  théorèmes 
qui  sont  résolus  ou  démontrés  dans  les  numéros  suivants.  Ces 
questions  sont  signées  des  plus  grands  noms,  Cayley,  Sylvester, 
etc.  Cela  nous  dispense  de  faire  l'éloge  de  la  publication  de 
M.  Miller,  à  laquelle  nous  ferons  de  temps  en  temps  quelques 
emprunts. 

P. 
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ÉTUDE  DB  GÉOMÉTRIE  COMPARÉE,  AVEC  APPLICATIONS 
ADX  SECTIONS  CONIQUES 

(T0lrp.Wl); 

Par    m.    J.-J.-A.    MATHIEU, 

Capitaiae  d'artillerie,  Sou»-Directear  de  la  fonderie  de  Toulouse. 


§  IV.  —  Droite  conjuguée  et  point  conjugué  d'une 
conique  inscrite, 

1.  Une  conique  inscrite  au  triangle  de  référence  a 
pour  ligne  réciproquement  conjuguée  par  polarité  in- 
v^erse  une  conique  circonscrite. 

Lorsqu'une  droite  reste  tangente  à  une  conique  in- 
scrite  au  triangle  de  référence j  son  pôle  décrit  une  droite 
qui  est  nommée  droite  conjuguée  de  la  conique, 

La  droite  de  pôles  inif erses  de  la  tangente  passe  par 
un  point  fixe  qui  est  le  pôle  inverse  de  la  droite  conju" 
guée  et  qui  est  nommé  point  conjugué  de  la  conique, 

La  droite  conjuguée  est  la  droite  qui  passe  par  les 
points  d'intersection  de  chaque  côté  du  triangle  avec  la 
corde  de  contact  des  deux  autres  côtés. 

Le  point  conjugué  est  l'inverse  du  point  de  concours 
des  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  con- 
tact du  côté  opposé, 

La  théorie  des  lignes  réciproquement  conjuguées  par 
polarité  inverse,*  combinée  avec  les  propriétés  de  la  co- 
nique circonscrite  qui  ont  été  établies  dans  le  paragraphe 
précédent,  fournit  très-facilement  et  sans  aucun  calcul  la 
démonstration  de  ces  divers  théorèmes. 

On  peut  aussi  démontrer  synthéliqucment  toutes  ces 

Ann.  de  Mathêmal.y  a*»  série,  t.  IV.  (Décembre  i865.         34 
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propriétés  par  le  calcul  en  faisant  voir  :  i^  que  les  deux 
coniques 

a        6'       7 

t  U  9 

sont  réciproques  par  polarité  inverse,  c'est-^à-dire  que  les 
points  de  Tune  sont  les  pôles  inverses  des  tangentes  de 
Tauire^  2®  que  la  droite 

a*  -h  p«  -+-7P  =  o 

est  à  la  fois  le  lieu  de  Tinverse  du  point  de  la  circonscrite 
et  du  pôle  de  la  tangente  de  Tinscrite;  3^  que  Tenveloppe 
de  la  polaire  du  point  de  la  circonscrite  et  l'enveloppe  de 
la  droite  de  pôles  inverses  de  la  tangente  de  l'inscrite  se 
réduisent  à  un  même  point,  pôle  inverse  de  la  droite 

«r-h  pii4-7P  =  o; 

4^  que  celte  droite  passe  par  les  points  d'intersection  de 
chaque  côté  du  triangle  avec  la  corde  de  contact  des  deux 
autres  côtés,  et  qu'elle  a  pour  pôle  le  point  de  concours 
des  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  con- 
tact du  côté  opposé. 

Je  crois  inutile  de  m'arrèter  aux  détails  de  ces  deux 
genres  de  démonstration. 

2.  Lorsque  la  conique  est  Fellipse  in$içrite  au  u*iangle 
de  référence  par  les  milieux  des  côtés,  sou  équation  de- 
vient 

et  sa  conjuguée  par  polarité  inverse  est  le  cercle  cir- 
conscrit 

abc 

-  H h  -  =  o, 

t         u         V 
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comme  il  était  facile  de  le  prévoir.  La  droite  conjuguée 
est  à  l'inGni,  le  point  conjugué  est  Tinverse  du  centre  de 
gravité  du  triangle. 

Lorsqu'une  ligne  a  des  points  à  Tinfini,  ces  points  sont 
évidemment  les  pôles  inverses  de  droites  qui  passent  par 
rinverse  du  centre  de  gravilé  du  triangle,  et  qui  sont  tan- 
gentes à  la  ligne  réciproque  par  polarité  inverse  de  la 
ligne  donnée.  Les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont 
à  leur  tour  les  pôles  inverses  des  asymptotes  de  la  ligne 
donnée. 

La  construction  des  asymptotes  à  une  conique  inscrite 
peut  donc  se  ramener  a  la  construction  des  tangentes  k 
une  conique  circonscrite  menées  par  F  inverse  du  centre 
de  gravité  du  triangle,  ou  plutôt  à  la  recherche  des  points 
de  contact  de  ces  tangentes. 

3.  Cinq  tangentes  d'une  conique  étant  données,  on 
peut  prendre  trois  de  ces  tangentes  pour  côtés  du  triangle 
de  référence,  construire  soit  la  droite  conjuguée,  soit  le 
point  conjugué  de  la  conique,  et  se  servir  de  l'un  ou  de 
l'autre  pour  décrire  la  courbe  par  Fenveloppe  des  tan- 
gentes. 

Mais  si  Ton  veut  reconnaître  rapidement  la  nature  de 
la  conique  et  en  construire  les  éléments,  le  plus  simple 
sera  d*opérer  un  changement  de  triangle  de  référence  qui 
ramène  au  cas  de  la  conique  circonscrite.  Les  propriétés 
de  la  droite  conjuguée  ou  dû  point  conjugué  permettent 
en  effet  de  trouver  de  suite  le  triangle  des  points  de  con- 
tact, et  de  construire  relativement  à  ce  nouveau  triangle 
de  référence,  qui  est  un  triangle  inscrit,  la  droite  conju- 
guée ou  le  point  conjugué  de  la  conique. 

Sur  ce  second  triangle  de  référence  la  nature  de  la  co- 
nique est  reconnaissable  aux  caractères  simples  que  j*ai 
signalés;  on  peut  néanmoins  remarquer  ceux-ci,  appli- 

34. 
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cables  au  premier  triangle  et  déduits  de  la  consîdéraûon 
des  points  ou  tangentes  à  Tinfini  : 

Une  conique  inscrite  à  un  triangle  est  une  ellipse^  une 
parabole  ou  une  hyperbole,  selon  que  Vim^erse  du  centre 
de  grav^ité  du  triangle  est  situé  à  l'intérieur  de  la  co- 
nique circonscrite^  qui  est  la  réciproque  par  polarité  in- 
verse de  la  conique  donnée,  sur  celte  conique  réciproque 
elle-même  ou  a  V extérieur. 

Dans  la  parabole  inscrite,  la  droite  conjuguée  passe 
par  le  centre  de  giauité  du  triangle ^  le  point  conjugué 
est  sur  la  polaire  de  l'inverse  du  centre  de  gravité, 

§  V.  —  Questions  dit^erses. 

Les  propriétés  des  droites  conjuguées  et  des  points 
conjugués  des  coniques  sont  applicables  à  beaucoup  de 
problèmes  concernant  la  construction  de  ces  courbes, 
ainsi  qu^à  un  grand  nombre  d'autres  questions^  j'en  don- 
nerai une  idée  dans  ce  qui  va  suivre. 

1 .  Construction  de  coniques  passant  par  des  points  et 
touchant  des  droites. 

Je  citerai  d^abord  quelques  théorèmes  sur  les  enve- 
loppes des  droiics  conjuguées  et  sur  les  lieux  des  points 
conjugués  de  coniques  assujetties  à  quatre  conditions, 
théorèmes  dont  je  passerai  d'ailleurs  les  faciles  démons- 
trations. 

La  droite  conjuguée  d'une  conique  circonscrite  au 
triangle  de  référence,  et  passant  par  un  point  donné, 
passe  par  Vin^^erst  de  ce  point  ^  le  point  conjugué  de  la 
conique  est  sur  la  polaire  du  point  donné, 

La  drmte  conjuguée  d'une  conique  circonscrite,  et 
tangente  à  une  droite  donnée,  enveloppe  une  conique 
circonscrite  qui  a  pour  droite  conjuguée  la  droite  don- 
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rtéej  le  point  conjugué  de  la  conique  est  sur  une  conique 
inscrite  qui  a  pour  droite  conjuguée  la  droite  donnée» 

La  droite  conjuguée  d*une  conique  inscrite,  et  tan- 
gente à  une  droite  donnée ,  passe  par  le  pôle  de  la  droite 
donnée^  le  point  conjugué  est  sur  la  droite  de  pôles  in» 
verses  de  la  droite  donnée. 

La  droite  conjuguée  d^une  conique  inscrite,  et  passant 
par  un  point  donné,  enveloppe  une  conique  circonscrite 
qui  a  pour  point  conjugué  le  point  donné  ^  le  point  con^ 
jugué  est  sur  une  conique  inscrite  qui  a  pourpoint  conju- 
gué le  point  donné. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  de  consiniciiou 
de  coniques  assujetties  à  passer  par  des  points  et  à  tou- 
cher des  droites. 

Qu'il  s^agisse  de  construire  la  conique  dont  on  connaît 
quatre  tangentes  avec  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles. 
Je  prends  pour  triangle  de  référence  le  triangle  formé  par 
trois  de  ces  tangentes,  en  y  introduisant  celle  dont  le  point 
de  contact  est  connu;  le  point  conjugué  de  la  conique 
ckerchécest  à  l'intersection  de  la  droite  de  pôles  inverses 
-de  la  quatrième  tangente  avec  Tin  verse  de  la  droite  qui 
joint  le  point  de  contact  au  sommet  opposé. 

Qu'il  s'agisse  de  construire  la  coniaue  passant  par 
quatre  points  et  tangente  à  une  droite  quelconque.  Je 
prends  trois  des  quatre  points  pour  sommets  du  triangle 
de  référence;  le  point  conjugué  de  la  conique  cherchée 
est  à  Tintersection  de  la  polaire  du  quatrième  point  avec 
la  conique  inscrite  qui  a  pour  droite  conjuguée  la  droite 
donnée.  Donc  il  y  a  deux  solutions. 

Qu'il  s'agisse  encore  de  construire  une  conique  pas- 
sant par  trois  points  et  tangente  à  deux  droites.  Je  prends 
les  trois  points  pour  sommets  du  triangle  de  référence;  la 
droite  conjuguée  de  la  conique  cherchée  est  tangente  coia- 
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mune  k  deux  coniques  cîrconficrites  qui  ont  pour  droites 
conjuguées  les  droites  données^  le  point  conjugue  de  la 
conique  cherchée  est  à  Tintersection  de  deux  coniques 
inscrites  qui  ont  pour  droites  conjuguées  les  droites  don- 
nées. Il  y  a  donc  quatre  solutions. 

2.  Faire  passer  par  quatre  points  une  conique  sem- 
blable à  une  conique  donnée. 

Ce  problème,  qui  comprend  comme  cas  particuliers 
ceux  de  la  parabole  et  de  Thyperbole  équilaière  passant 
par  quatre  points,  se  résout  très-simplement  par  ce  théo- 
rème que  met  en  évidence  la  formule  citée  (2*^  partie, 
SU): 

R  — 

La  droite  conjuguée  d'une  conique  passant  par  trois 
points  et  semblable  à  une  conique  donnée  cm^eloppe 
un  cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit,  et  dont  le 
rayon  a  pour  valeur 

M 

*-M 

ïf-' 

Il  est  évident  en  effet  que  la  droite  conjuguée  de  la 
conique  cherchée,  par  rapport  à  Tun  quelconque  des 
triangles  déterminés  par  les  quatre  points,  est  la  tangente 
menée  par  l'inverse  du  quatrième  point  à  un  cercle  de 
rayon  connu.  Donc  il  y  a  deux  solutions. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  déterminée  par  quatre  points, 
le  cercle  se  confond  avec  le  cercle  circonscrit,  et  il  existe 
deux  paraboles  passant  par  quatre  points,  pourvu  que  Tin- 
verse  du  quatrième  point  soit  situé  en  dehors  du  cercle 
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circoa>crit,ce  qui  arrive  toujours  lorsque  les  quatre  |)oiut$ 
donnés  forment  un  qiiadriUtère  convexe.  Les  formules 
du  §  II  donnent  les  paramètres  de  ces  deux  paraboles  : 

Dans  le  câs  de  Thyperbole  équilâtère  détermiuëe  par 
quatre  points,  la  droite  conjuguée  est  tout  simpletnent  la 
droite  qui  joint  Tinverse  du  quatrième  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit. 

U  n'y  a  donc  qu'une  hyperbole  équilâtère  passant  par 
quatre  points,  dont  la  longueur  de  Taxe  se  calcule  par  la 

formule 

^1  SjSn 


Le  centre  de  Thyperbole  équil^atère  passant  par  quatre 
points  peut  être  obtenu  directement  par  ce  théorème  : 

Le  lieu  dès  centres  des  hyperboles  équîlatères  passant 
par  trois  points  est  le  cercle  qui  passe  par  les'  milieux 
des  côtés  du  triangle  (cercle  des  neuf  points). 

3.  Propriétés  desfc^ers  des  coniques  tangentes  à  trois 
droites. 

Les  deux  foyers  d'une  conique  tangente  k  trois  droites 
étant  deux  points  inverses,  lorsqu'une  conique  est  inscrite 
à  un  triangle,  et  que  Tun  des  foyers  décrit  une  ligne  don- 
née, l'autre  foyer  décrit  la  ligne  inverse.  De  là  des  théo- 
rèmes tels  que  ceux-ci  : 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  à  un  triangle  et  que 
l'un  des  foyers  décrit  une  conique  circonscrite,  Vautre- 
foyer  décrit  une  droite. 
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£e  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois 
droites  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 

4.  Parabole  et  hyperbole  équilafère  déterminées  par 
quatre  tangentes. 

La  construction  de  la  parabole  tangente  à  quatre  droites 
ne  peut  offrir  aucune  difficulté.  On  a  le  moyen  de  trou- 
ver le  foyer  par  l'intersection  de  deux  cercles.  La  droite 
conjuguée  de  la  courbe  relativement  au  triangle  formé 
par  trois  tangentes  est  la  droite  qui  joint  le  pôle  de  la 
quatrième  tangente  au  centre  de  gravité  du  triangle. 

Quant  à  Thyperbole  équilatère  tangente  à  quatre 
droites,  dont  Texislence  réelle  dépend  de  la  nature  du 
triangle,  le  plus  simple  est  de  la  construire  en  détermi- 
nant d'abord  son  centre^  car,  une  fois  le  centre  obtenu, 
on  trouve  facilement  cinq  tangentes.  Or  le  centre  d'une 
hyperbole  équilatère  tangente  à  quatre  droites  se  déter- 
mine parle  théorème  suivant  : 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  éqiàlatères,  tan- 
gentes à  trois  droites,  est  le  cercle  (aujourd'hui  nommé 
cercle  conj  ugué) ,  réel  ou  imaginaire  suivant  que  le  triangle 
est  obtusangle  ou  acutangle ,  qui  a  pour  centre  le  point 
de  concours  des  trois  hauteurs  du  triangle,  et  qui  passe 
par  les  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  du 
cercle  circonscrit  aifcc  le  cercle  des  neuf  points. 

5.  Remarque  sur  le  lieu  des  centres  des  coniques  qui 
passent  par  quatre  points. 

On  sait  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent 
par  quatre  points  est  une  conique  passant  par  neuf  points  : 
les  milieux  des  six  droites  que  les  quatre  points  déter- 
minent, et  les  points  d'insersection  des  deux  droites  de 
chaque  système  de  droites  passant  par  les  quatre  points. 
II  résulte  de  là  que  si  Ton  prend  trois  des  neuf  points  iK>tir 
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sommets  du  triangle  de  référence,  les  inverses  des  six 
autres  seront  en  ligne  droite. 

On  peut  ainsi  construire  directement  le  centre  de  la  co- 
nique qui  passe  par  cinq  points,  par  Tintersection  de 
deux  droites.  En  effet,  je  prends  pour  sommets  du  triangle 
de  référence  les  milieux  des  côtés  de  Pun  des  triangles 
que  les  cinq  points  déterminent,  et,  considérant  successi- 
vement les  deux  séries  de  coniques  passant  par  les  trois 
points  dont  je  suis  parti,  et  par  Fun  des  deux  autres,  j'ob- 
tiens, pour  les  lieux  des  inverses  des  centres,  deux  droites 
dont  Tintersection  me  donne  Finverse  du  centre  de  la  co- 
nique qui  passe  par  les  cinq  points. 


CONSTRUIRB  UNE  SPDÈRE  TANGBKTE  A  QUATRE  SPHÈRES 
DONNÉES; 

Par  m.  £.  BâRBIER. 


1.  Si  un  tétraèdre  T  est  homothétique  aux  quatre  té- 
traèdres Ti ,  Tf ,  Ti  et  T4  ayant  chacun  avec  T  un  sommet 
commun  : 

1°  La  sphèrçO,  circonscrite  au  tétraèdre  T,  est  tan- 
gente aux  quatre  sphères  Ot ,  0«,.0s  et  O4  circonscrites 
aux  quatre  autres  tétraèdres; 

2?  Les  points  de  contact  sont  les  sommets  du  tétraè- 
dre T5 

3**  Les  faces  du  tétraèdre  T  passent  par  les  droites  Pj , 
P, ,  P,  et  P4 ,  qui  sont  situées  dans  un  même  plan  M,  et 
qui  sont  les  axes  de  similitude  des  tétraèdres  T| ,  Ti ,  Ts 
et  T4  et  des  sphères  Oi ,  O, ,  0$  et  O*  pris  trois  k  trois; 

4^  Les  faces  du  tétraèdre  Ti  passent  par  les  quatre 
droites  Qi,  Pt,  Ps  et  P4  situées  dans  le  plan  M  ;  la  droite  Qt 
est  l'intersection  du  plan  M  par  un  plan  qui  contient  le 
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centre  de  0|  y  et  qui  est  parallèle  au  plan  des  centres 
de  Oa ,  de  O,  et  de  O4. 

2.  Il  résulte  de  ces  propositions  et  de  leurs  récipro- 
ques que  le  problème  de  construire  une  sphère  ungcnte 
k  quatre  sphères  données  revient  k  inscrire  dans  une 
sphère  un  tétraèdre  dont  les  faces  passent  par  quatre 
droites  faciles  à  déterminer  et  sitnées  dans  un  même 
pian. 

3.  Proposons-nous,  par  exemple,  d'inscrire  dans  une 
sphère  0|  un  tétraèdre  dont  les  faces  passent  par  les 
droites  Qi ,  P,,  Ps  et  P4,  situées  dans  un  même  plan  M. 

Menons  par  la  droite  Qi  un  plan  V  qui  coupe  la 
sphère  Oi  suivant  un  cercle  Ci  ;  dans  ce  cercle*  inscri- 
vons un  triangle  U,  dont  les  côtés  passent  par  les  points 
où  Pf ,  P,  et  P4  rencontrent  Qi  ;  cela  fait,  par  les  côtes 
du  triangle  U,  menons  trois  plans  passant  respective- 
ment par  les  droites  Ps ,  Pa^et  P4  ]  ces  trois  plans  forment 
un  trièdre  qui,  généralement,  n'a  point  son  sommet  sur  la 
sphère  ;  il  détermine  donc  sur  la  sphère  un  triangle  d^en- 
trée  U  et  un  triangle  de  sortie  U'5  le  plan  V  du  trian- 
gle U' coupe  le  plan  M  suivant  une  droite  R|.  Par  la 
droite  Ri»  il  suffit  de  mener  un  plan  tangent  à  la  sphère  Oi 
pour  avoir  au  point  de  contact  Tun  des  Sommets  du  té- 
traèdre demandé. 

4.  La  construction  précédente  est  fondée  sur  cette 
propriété  du  pentaèdre  UU^  de  pouvoir  se  déformer  de 
manière  qu'il  soit  toujours  inscrit  dans  la  sphère  Of ,  et 
que  ses  cinq  faces  passent  toujours  respectivement  par 
les  cinq  droites  Qt ,  Pj ,  P, ,  P4  et  R| . 

Pour  déterminer  la  droite  Ri  sans  avoir  k  construire 
préalablement  le  triangle  U,  il  suffit  de  prendre  pour 
plan  V  un  plan  tangent  à  la  sphère,  et  de  considérer  le 
triangle  U  comme  réduit  au  point  de  contact. 
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5.  I^a  propriété  des  faces  d'un  penuèdre  inscrit,  de 
pouvoir  tourner  autour  de  cinq  droites  situées  dans  un 
même  plan,  est  analogue  k  la  propriété  des  côtés  du  qua- 
drilatère inscrit,  d'être  pivotants  autour  de  quatre  points 
situés  sur  tme  même  ligne  droite. 

On  démontre  facilement  cette  propriété  par  le  moyen 
de  ce  théorème  :  Si  les  côtés  d^un  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle  C  coupent  la  corde  commune  du  cercle  C 
et  d*un  autre  cercleC  en  quatre  points,  ilj  a  une  injinifé 
de  quadrilatères  inscrits  dans  C  et  dont  les  côtés 
passent  par  les  mêmes  points  de  ta  corde  commune, 

6.  On  peut  éviter  la  construction  de  la  droite  Qt,  si 
l'on  remplace  les  sommets  du  triangle  U  par  leurs  homo- 
logues dans  les  sphères  Ot ,  Os  et  O4  qui  déterminent  un 
triangle  t  inscrit  entre  les  trois  cercles  fournis  par  Tin- 
tersection  des  sphères  Ot ,  Os  et  O4  et  d'un  plan  ^,  pa- 
rallèle à  V,  et  mené  par  l'axe  de  similitude  des  trois 
sphères. 

On  sait  construire  le  triangle  t,  comme  on  Ta  vu  dans 
la  construction  du  cercle  ungent  à  trois  cercles  donnés, 
mais  on  peut  éviter  cette  construction  auxiliaire  en  pre- 
nant pour  plan-  u  un  plan  tangent  commun  aux  trois 
sphères  Ot,  Os  et  O4;  le  triangle  t  est  alors  le  triangle 
déterminé  par  les  trois  points  de  contact. 

7.  Pour  compléter  les  analogies  des  problèmes  du 
contact  des  cercles  et  du  contact  des  sphères,  il  me  reste 
à  donner  une  construction  qui  fasse  trouver  à  la  fois  les 
quatre  points  de  contact  de  la  sphère  tangente  à  quatre 
sphères  données. 

Cette  construction  est  analogue  à  la  construction  de 
rhexagramme  inscrit  par  laquelle  on  trouve  à  la  fois  les 
ti'ois  points  de  contact  d'un  cercle  tangent  à  trois  cer- 
cles donnés. 
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Mener  onze  droites  consécutives  de  la  manière  sui- 
vante :  la  première  passe  par  le  centre  de  similitude 
de  Oi  et  de  0|  et  aboutit  k  des  points  de  O,  et  de  O^  qui 
ne  sont  pas  homologues  ;  la  deuxième^  partant  d'un  point 
ainsi  trouvé  sur  Oi,  passe  par  le  centre  de  similitude 
de  Ot  et  de  Os ,  et  elle  aboutit  &  un  point  de  Os  qui  n'est 
point  homologue  du  point  trouvé  sur  Os  ;  la  construction 
se  continue  d'une  manière  semblable  entre  Os  ctO»; 
puis  entre  O4  et  Oi  ;  de  nouveau  entre  0|  et  Os,  et  ainsi 
de  suite. 

II  est  bien  entendu  que  les  centres  de  similitude  choisis 
pour  la  construction  sont  coordonnés  de  manière  qu'ils 
soient  dans  le  même  plan  M. 

La  construction  prolongée  indéfiniment  ne  se  ferme 
point  en  général  *,  les  points  obtenus  sur  O,  sont  dans  un 
plan  Ot  qui  coupe  le  plan  M  suivant  la  droite  Ri;  il 
suffit  de  mener  par  R,  un  plan  tangent  à  la  sphère  Oi 
pour  avoir  un  des  points  de  contact  demandés. 

On  a  les  autres  points  de  contact  en  déterminant  de 
même  les  droites  Rs,  Rs  et  R4  par  les  plans  Os,  Os  et  04. 

8.  Tous  les  points  donnes  par  la  construction  des 
onze  di*oites,  continuée  indéfiniment j  sont  sur  une 
même  sphère  Q. 

Toutes  les  sphères  û ,  et  par  suite  les  deux  sphères 
tangentes  auxquelles  donne  lieu  la  considération  du 
plan  de  simililude  M,  ont  une  section  commune  (réelle 
ou  imaginaire)  dans  ce  plan  M. 

9.  Nous  indiquerons  les  démonstrations  des  théorèmes 
énoncés  dans  les  n''*  7  et  8. 

1®  La  ligne  formée  par  les  droites  consécutives  menées 
comme  on  Ta  vu  (7)  est  inscriptible  dans  une  sphère. 

II  suffit  de  démontrer  ce  théorème  pour  quatre  droites 
consécutives  quelconques  données  par  la  construction. 
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Supposons^  par  exemple,  qrie  ces  droites  soient  menées 
entre  Oi  el  Oj ,  entre  O,  et  0$ ,  entre  O»  et  O4  et  en- 
tre O4  el  Oi . 

Menons,  par  le  point  situé  sur  O9,  une  ligne  auxi* 
liaire  passant  par  le  centre  de  similitude  de  Os  et  de  Oi, 
et  terminée  à  un  point  de  Oi  non  homologue  du  point 
de  Os. 

II  faut  remarquer  que  la  ligne  auxiliaire  forme,  avec 
les  deux  premières  droites,  trois  côtés  d'un  hexagramme 
inscripiible  dans  un  cercle  (construction  du  cercle  tan- 
gent à  trois  cercles  donnés);  de  même  cette  ligne  auxi- 
liaire et  les  deux  autres  droites  sont  trois  côtés  d'un 
hexagramme  inscriptible  dans  un  cercle. 

Ces  deux  cercles  ont  la  ligne  auxiliaire  pour  corde 
commune,  ils  sont  donc  sur  une  même  sphère. 

a^  Les  sphères  analogues  à  A  ont  une  section  réelle 
ou  imaginaire  commune  dans  le  plan  de  similitude  M. 
En  eflet,  il  est  facile  de  voir  qu'un  point  appartenant  à 
Fune  des  droites  R],  Ra,  Rs  et  R4  a  la  même  puissance 
par  rapport  k  toutes  les  sections  faites  dans  les  sphères  A; 
ces  quatre  droites  donnent  donc  des  cordes  communes  à 
toutes  les  sphères  fî. 

10.  On  peut  donner  une  autre  construction  de  la 
sphère  tangente  à  quatre  sphères. 

A  partir  d*un  point  quelconque  de  O^  entre  les  sphè- 
res Oi  et  Os,  menons  une  première  droite  passant  par  un 
centre  de  similitude  A  de  Oi  et  O],  et  non  terminée  par 
des  points  homologues;  à  partir  du  point  ainsi  trouvé 
sur  Ot ,  entre  les  sphères  Oa  et  Os ,  menons  une  deuxième 
droite,  passant  par  un  centre  de  similitude  B  de  Oi  ot 
de  Os ,  et  non  terminée  par  des  points  homologues  ;  enfin, 
par  le  point  trouvé  sur  Os ,  entre  les  sphères  Os  et  O4 , 
menons  une  troisième  droite,  passant  par  un  centre  de 
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aimilitade  CdeO»  et  de  O4,  et  non  terminée  par  des 
points  homologues. 

La  sphère  A,  circonscrite  aux  trois  droites  obtenues, 
peut  être  une  sphère  tangente  aux  quatre  sphères  don- 
nées; mais,  généralement,  la  sphère  A  coupera  le^  sphè- 
res Oi ,  O, ,  Os  et  O4  ..Il  faudra,  pour  avoir  un  des  points 
de  contact,  celui  qui  est  sur  Oi ,  par  exemple,  mener  le 
plau  du  cercle  d'intersection  de  SI  et  de  Oi ,  et  par  Tin- 
terseciion  de  ce  plan  avec  le  plan  ABC  mener  un  plan 
tangent  à  0|/ 

Les  sphères  (2,  et  en  particulier  les  deux  sphères  tan- 
gentes qui  font  partie  de  cette  suite  de  sphères,  ont  le 
plan  ABC  pour  plan  radical  commun. 

Le  fîeu  de  leurs  centres  est  la  ligne  qui  projette  le 
centre  radical  des  quatre  sphères  sur  le  plan  ABC. 

H.  La  construction  du  cercle  tangent  à  trois  cercles 
présente  la  propriété  de  Thexagramme  inscrit  sous  celte 
forme  :  Trois  cordes  d^un  cercle  sont  deux  à  deux  com- 
prises  entre  trois  angles  dont  les  sommets  sont  en  ligne 
droite. 

La  construction  de  la  sphère  tangente  donne  une  pro- 
position analogue  :  Quatre  sections  planes  d^une  sphère 
sont  deux  à  deux  sur  six  cônes  dont  les  sommets  sont 
ceux  d'un  quadrilatère  plan. 
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EXTENSION  AD  CAS  DE  L'ESPACE 

les  coisidératioBs  déTeloppées  par  M.  Manibeio  pages  133  à  135 
des  Nouvelles  Annales  (aars  1865)  ; 

Pab  m.  carrière, 

Elère  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Soient 

(1)  8  =  0, 

(2)  2  =  0 

les  équations  de  deux  surfaces  du  second  degré  ^  le  lieu 
des  centres  des  surfaces  du  second  degré  passant  par  leur 
intersection  s'obtient  en  éliminant  1  entre  les  dérivées 
prises  par  rapport  à  a:,  ^  et  z  de  l'équation 

(3)  S-l->2  =  o, 

ce  qui  donne 

Sx        S^        Ss 


2x  2r  2;' 


les  points  du  lieu  sont  donc  les  points  communs  aux  sur- 
faces 

(4)  s',x;-s;2;  =  o, 

(5)  s;2i-s;2;=o, 

(6)  s^if. -s;2;=o. 

Or,  Tintersection  de  deux  quelconques  de  ces  surfaces 
se  compose  d'une  droite  non  située  sur  la  troisième,  et 
d^nne  courbe  gauche  du  troisième  ordre  commune  aux 
trois  :  cette  courbe  du  troisième  ordre  est  donc  elle  seule 
le  lieu  des  centres. 
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Cette  courbe  passe  par  les  sommets  des  quatre  cônes 
du  second  degré  que  Ton  peut  mener  par  rintersection 
des  deux  surfaces  S  =  o,  2  =  o. 

Cela  posé,  remarquons  que  les  termes  constants  des 
équations  (i)  et  (2)  ne  sont  pas  intervenus  dans  les 
dérivées  de  l'équation  (3).  Le  lieu  ne  sera  donc  pas 
changé  si  nous  prêtions  pour  équations  des  deux  pre^ 
mières  surfaces 

S  -+-  X  =  o,     2  -t-  /  =  o, 

dans  lesquelles  k  ei  l  sont  des  constantes  arbitraires.  In- 
terprétons géométriquement  ce  résultat  analytique. 
L'équation 

8-4-^=0, 

si  Ton  fait  varier  k,  représente  des  surfaces  concentriques 
et  homotbétiques  à  la  surface  dont  Téquation  est  (i).  Ap- 
pelons A  le  faisceau  que  forment  ces  surfaces,  B  le  fais- 
ceau analogue  formé  par  les  surfaces  dont  Téquation  est 
2  +  /  =  o  ^  on  conclut  de  ce  qui  précède  que  : 

Quelles  que  soient  deux  surfaces  prises  dans  les  fais- 
ceaux A  et  B,  les  surfaces  du  second  degré  passant  par 
leurs  points  communs  auront  leurs  centres  sur  une  courbe 
Unique  du  troisième  degré  C. 

Si  les  deux  premières  surfaces  des  faisceaux  A  et  B  sont 
tangentes  entre  elles,  leur  point  de  contact  appartiendra 
à  la  courbe  C. 

En  effet,  prenons  pour  origine  le  point  de  contact  et 
pour  plan  des  XY  le  plan  tangent  commun  :  les  deux  sur- 
faces auront  pour  équations 

Z  =  Ax'  -+-  A>«  -t-  A'^z'  -H  28/2  -h^B'zx  -4-  2B"j^, 

Z=:A,x\4- A',7'-4-.... 

Si  Ion  retranche  ces  deux  équations  membre  à  membre, 
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on  a,  en  posant  A  —  Ai  =  a.  A' —  A'j  =  a', . . . , 

az^  -4-  a'y^  -^  a" z^ -^  7,bxz -\- ^b' zx -^  ^  ¥ xy  =  o, 

surface  passant  par  les  points  communs  aux  deux  précé- 
dentes :  c'est  un  cône  du  deuxième  degré  dont  le  sommet 
est  au  point  O.  Or  ce  sommet  est  le  centre  d'une  des 

surfaces 

S-4-X2==o. 

Donc,  si  deux  des  surfaces  des  faisceaux  A  et  B  sont  tan- 
gentes entre  elles^  leur  point  de  contact  appartient  à  0. 
De  sorte  que  : 

Les  points  oà  les  surfaces  du  faisceau  A  sont  tou- 
chées par  les  surfaces  du  faisceau  B  sont  sur  la  courbe 
du  troisième  degré  C. 

On  peut  en  déduire  le  nombre  des  surfaces  du  faisceau  B 
qui  louchent  une  surface  du  second  degré  F. 

Pour  cela  il  faut  chercher  le  nombre  des  points  d*inter- 
section  de  la  courbe  C  avec  la  surface  F.  Or,  la  courbe  C, 
jointe  à  la  droite  dont  les  équations  sont,  par  exemple, 

Sx  =:  o,     2jr  =  o, 

forme  une  courbe  du  quatrième  degré,  intersection  des 
surfaces  définies  par  les  équations  (4)  et  (5).  Cette  courbe 
du  quatrième  degré  coupera  la  surface  F  en  huit  points. 
Enlevant  les  deux  points  d^iutersection  donnés  par  la 
droite,  on  en  conclut  que  la  courbe  gauche  du  troisième 
degré  C  coupera  la  surface  F  en  six  points.  Donc  : 

Il  y  a  en  général  six  surfaces  B  qui  touchent  une  sur- 
face du  second  degré  donnée. 

Si  les  surfaces  du  faisceau  B  sont  des  sphères  conccn- 
triques,  les  points  où  elles  touchent  les  surfaces  du  fais- 
ceau A  ne  sont  autres  que  les  pieds  des  normales  abais- 
sées sur  ces  surfaces  du  centre  fixe  de  toutes  les  sphères 
du  faisceau  B.  Donc  : 

ilRii.  de  Uathémat.^  a<  série,  t.  IV.  (Décembre  iSGS.)  35 


Digitized 


by  Google 


(  546  ) 

Le  Heu  des  pieds  des  normates  abaissées  d^un  point 
fixe  sur  une  série  do  surfaces  du  second  degi^  concentri- 
ques  et  h omotltc tiques  est  une  courbe  du  troisième  degré. 

Nous  avons  vu  que  cette  courbe  gauche  coupait  une 
surface  du  second  degré  en  général  en  sîx  points.  Donc  ; 

On  peut  mener  six  normales  à  une  surface  du  second 
degré  par  un  point  donné  dans  Vespace, 

Enfin  on  peut  ajouter  que  : 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  degré  pas^ 
sant  par  V intersection  de  deux  sutfaces  du  second  de- 
gré^ Vune  du  faisceau  A,  Vautre  du  faisceau  B,  est 
fa  courbe  C 


THÉORÉHES, 
Pa&  m.  grouard. 

Ancien  élève  de  TÉcoIo  Polytechnique. 


1 .  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  F  dans  un  plan  : 
Fenveloppe  d'un  côté  d'un  attglé  constant  dont  le  som- 
met décrit  le  cercle  O,  et  dont  l'autre  côté  passe  par  le 
point  F,  est  une  conique  à  centre. 

2.  Si  Von  fait  varier  ta  grandeur  de  cet  angle,  toutes 
les  coniques  que  Ton  obtient  sont-  semblables  et  ont  le 
point  IF  pour  foyek"  commun. 

3.  Ces  coniques  ont  pour  enveloppe  le  clercle  donné 
qui  les  toucbe  è!iàcune  doublement. 

4.  Les  directrices  correspondant  au  foyer  F  passent 
par  un  même  point. 

5.  Le  lieu  des  seconds  foyers  est  un  cercle  concentrîqtic 
au  cercle  donné. 


Digitized 


by  Google 


(547) 

n. 

On  domine  trois  paraboles  ayant  un  foyer  commun. 
Trois  droites  primitivement  en  coïncidence  avec  les  axes 
tournent  simultanément  d*un  même  angle  autour  du 
foyer.  Dans  une  de  leurs  positions  elles  rencontrent  res- 
pectivement les  trois  paraboles  en  trois  poiuts. 

i.  Le  lieu  du  centre  du  cercle  passant  par  ces  trois 
points  est  une  nouvelle  parabole.  ' 

2.  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  tangentes  aux  trois  mêmes  points  est  une 
droite. 

3.  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  normales  est  encore  une  parabole. 

4.  Cette  dernière  parabole  est  aussi  le  lieu  des  projec- 
tions du  foyer  donné  sur  les  normales  à  la  parabole,  lieu 
du  centre  du  premier  des  trois  cercles  dont  on  vient  de 
parler. 


SOLUTION  DR  (TUnTIONS 
PROPOStKS  DANS  LIS  NMIVULIg  AHRUES. 


Question  38i 

(  Tolr  tome  XVl,  pace  isi  ); 

PAa  M.  J.-J.  HEHUaNG. 

Représentons  par  Hp  la  somme  de  tous  les  diviseurs 
de  p,  r  unité  et  p  compris.  Soient  i,d^,dt,  d^^  . .  ,^m^ 
tous  les  diviseurs  du  nombre  m.  Faisons 

—  =^"^f     --=:tf,,     ---  =  d,,      -  —  *8»-«->"  —  '; 
I  «I  «j  «s  m 

35. 
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on  aura  cette  identité  : 

li-^-dildi-^  di  Irf,  -h  d,  Idt  -4-  . . .  -f  /w  2/« 
m* 

Oà  Z  I  =  I  •  (  J.  LiOUViLLE.) 

Solution.  —  Décomposons  m  en  facteurs  premiers,  et 
soit 

il  est  facile  de  voir  que  X(dJld)  et  Z(d'Sr/)  ne  sont  que 
les  développements  de  ces  produits  : 

P[l  -4-/>(l  -hp)  -hp^il  -*-/>-+-/?')  -h. .  • 

-+-  (n-;?H-/,'H-...-h^«)]. 

Mais,  puisque 

I -h />(l -f-/?) -4- p' (l-h  p -4-/^') -+- . . . 

4- ^''(l -f /> -f- p'-4- .  .  . -h /?'') 

-f-f>'(l -4-/? -h A'* -4- ... -4-/^»— »)-*-(*'+"/'•+•/''-+-••• -^- /'*')? 
les  produits  sont  égaux-,  d'où 

l(dld)=:l{8*ld). 

Remarque.  -^  On  peut  aussi   facilement  démontrer 
cette  formule  , 

^dld)=:l(S^ld)^^^!^^^.  I 

I 
I 
I 
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OÙ  q  désigne  le  produil  de  tous  les  facteurs  premiers  du 
nombre  m. 

Exemple  : 

a  I2%91 

/lt  =  6,        Ql=  2-, 

'        ^  1-2 


Question  891 

(Tuir  corne  XX,  pafe  lii  ): 

Par  m.  a.  S., 

Elève  de  l'École  Polytechnique. 

Deux  tétraèdres  ayant  pour  volumes  \  et  M'j  étant 
polaires  réciproques  par  rapport  à  une  surface  du  se^ 
cond  ordre  dont  les  demi-axes  principaux  sont  a^  b,  c\ 
si  Von  désigne  par  Vi ,  V> ,  Vi ,  V*  /e5  volumes  des  quatre 
tétraèdres  que  Von  obtient  en  joignant  le  centre  de  la 
iuiface  aux  sommets  de  Y^  on  a  la  relation 


m- 


y,    V.V»V,V4 


(Fàurb.) 


Je  suppose  que  la  surface  soit  un  ellipsoïde,  je  la  rap* 

porte  a  ses  axes,  et  son  équation  e«l-;-^T7-*-;3  —  i  =  o. 

Soient  Xtjrt  z^ ,  XtjTt  z^ ,  x%  j,  Zj  »  ^4 J»  «*  les  coor- 
données des  sommets  de  V  ;  les  faces  de  V  sont  les  plans 
polaires  de  ces  sommets  relativement  à  la  surface,  et  ont 
pour  équations  : 

a*  6*         (^    I  a*         b'         c* 

11»  b*         e^  a*  b^         c* 
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Le  volume  du  tétraèdre  V  a  donc  pour  expression  con- 


nue 


6V'  = 


^1 

F 
F 

Z± 
h* 


e* 

F 


fl  £•  ÎL 

a*      6*  «• 


F 
b* 


£4 

£1 

6« 


£4 
£i 

£• 

6« 


£1 
£1 

£• 


ce  que  Ton  peut  écrire  : 


6V'  = 


*4   /4    »4     » 

'.  y*  »i    '4 

*4   y 4    *4        ', 

^4  «4    '.^4  ».     '.  r.s,  Li.^t) 
r»  »»    X,  r,  »,    '.  r,  », 

=  ««fc'c' 


v.v.v.v.»*' 


d'après  les  expressions  connues  du  volume  d'qn  tétra- 
èdre en  fonction  des  coordonnées  des  sommets  ;  de  là, 
en6n,  je  tire 

("^"V  _„,  v.v»v»v. 

C'est  la  relation  cherchée. 
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Question  600 

(Toir  tome  XI^,  pag«  999); 

Par  mm.  WIDMANN  bt  GILLIOÏ, 

Élèves  du  lycée  de  Strasboarg  (  classe  de  M.  Pruvost). 

Soient  ABCD,  MNPQ  deux  quadrilatères,  l'un  m- 
scritj  r autre  circonscrit  à  une  même  conique,  et  tels,  que 
les  sommets  du  premier  soient  les  points  de  contact  du 
second  :  le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites 
à  ABCD  est  tangent  au  lieu  des  centres  des  coniques 
inscrites  au  quadrilatère  MNPQ.  (Gros.) 

Je  prends  pour  triangle  de  référence  le  triangle  TT'T" 
Formé  par  les  diagonales  du  quadrilatère  complet 
MNPQIK  :  Inéquation  d'une  conique  inscrite  dans  ce 
quadrilatère  peut  être  mise  sous  la  forme 

H  étant  an  paramètre  variable.  Les  équations  des  côtés 
du  quadrilatère  sont  : 


Pour  PQ . 

a  -+-  p  -f-  7  =  o, 

MQ... 

V  4-  a  —  p  =  o, 

PN.  .  . 

P-f-7  — a=o, 

MN.. 

a  -f-  p  —  7  =  o. 

L'ensemBle  des  droites  PA  et  PB  est  représenté  par 
Téquation 

(2)  p>  -f.  7'  —  a*  -f-  2 P7  =:  o. 

En  cherchant  les  points  communs  à  ces  deux  coniques, 
on  aura  la  corde  de  contact^  or  l'élimination  de  et,*  entre 
les  équations  (i)  et  (2)  conduit  à  Féquation 
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de  sorte  que  l'équation  de  la  corde  de  coaiact  AB  sera  : 

PourAB...     6 !i-— 7  =  0. 

On  trouve  de  même,  pour  les  équations  des  trois  autres 
c6tés  du  quadrilatère  inscrit  : 

Pour  CD...      6 H f^7  =  o, 

^       p  -h  I 

AD...      a 7  =  0, 

BC  . . .      a  H 7=0. 

Considérons  une  conique  particulière  inscrite  dans  le 
quadrilatère  MNPQ-,  fx  sera  déterminé  ainsi  que  les  points 
A,  By  C,  D,  etTéquation  générale  des  coniques  passant 
par  ces  quatre  points  sera 

/(a,p.,)  =  p.-(j^)V+x[a-(jj-L^)V]=0. 

Cherchons  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques.  On  sait 
que  si  a,  i,  c  sont  les  côtés  du  triangle  de  référence, 
a,  P,  y  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique,  ces  coor- 
données vérifient  les  relations 

a  b  e 

Écrivons  donc  ces  équations  : 

En  éliminant  X,  j'ai  Téquation  du  lieu  : 

(3)-  f  +  ^»|+(^+,)>f=o. 
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Ainsi,  le  lieu  des  centres  des  coniqnes  circonscrites  au 
quadrilatère  ABCD,  déterminé  par  les  points  de  contact 
d'une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  fixe,  est  une 
conique  circonscrite  au  triangle  de  référence. 

Cette  conclusion  nous  conduit  au  théorème  suivant  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  coupant  un  quadri-- 
tatère  en  quatre  points  donnés,  qui  sont  les  points  de 
contact  d'une  conique  inscrite  à  ce  quadrilatère^  est 
une  conique  circonscrite  au  triangle  formé  par  les  trois 
diagonales  de  ce  quadrilatère. 

Supposons  maintenant  que  la  conique  inscrite  à  MNPQ 
varie,  fx  variera,  et  à  chaque  valeur  de  fx  correspondra 
un  quadrilatère  tel  que  ABCD,  qui  donnera  un  lieu  ana- 
logue à  celui  que  représente  Téquation  (3).  Nous  aurons 
donc  ainsi  une  infinité  de  coniques  circonscrites  an 
triangle  de  référence.  L'équation  de  ces  courbes  ne  ren- 
fermant que  le  paramètre  |!x,  qui  y  entre  au  second  degré, 
nous  aurons  Téquation  de  Tenveloppe  de  ces  coniques  en 
exprimant  que  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  est 
un  carré  parfait.  L'équation  développée  est  : 


(1-5) 


c        a       e 

au  -H h-  =o. 

7        a       7 


En  écrivant  que  les  racines  sont  égales,  nous  avons  la 
relation 


7^        \P        7/    \a       7/ 


7' 
et  l'équation  de  l'enveloppe  est 

(4)  ?  +  U?  =  o. 

'  abc  ^      \ 

Ainsi,  tous  les  lieux  des  centres  des  coniques  circon- 
scrites à  des  quadrilatères  tels  que  ABCD  sont  tangents 
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a  uri^  ciroile.  Or  oeiie  droite  n'^st  «ulre  chose  cfue  le  lieu 
des  centres  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilaièrc 
MNPQ.  Elinninoni  en  effet  fx  entre  tes  équations  du  cen- 
tre de  la  conique  (i)  : 


l  1 

a       6  e 


ii-i) 


p       — ft-i  I 


nous  retrouvons  Tëquation  (4)9  qui  représente  la  droite 
passant  par  les  milieux  des  trois  -diagonales  du  quadri- 
latère. 

Comme  corollaire  du  théorème  énoncé  plus  haut, 
nous  pourrons  dire  ; 

Corollaire,  —  Cette  conique  est  tangente  à  la  droite 
qui  passe  par  les  milieux  des  trois  diagonales  du  qua- 
drilatère. 


Question  682 

(  voir  1"  série,  t.11,  p.  680}; 

Pae    m.    HEMMING. 

Soient  les  trois  variables  x^  y,  Zy  exprimées  par  les 
iioui^clles  variables  w,  i',  w  rie  la  manière  suivante  : 

(i  -h  h^v^-^-c'w"')  u                [ï  —  /i»i«»-h  (c»—  h')w^\v 
X  _=z  i 9      r  =  ^ ^ — =^> 

"""  a»  +  <^*  -h  w'  ' 

h  et  c  sont  îles  quantités  constantes  :  il  faut  démontrer 
que 

dx^  -f-  dy^  -f-  dz^  =  V'dii}  -h  Q'</i'*  -4-  YJdw^ , 

où  Vu  =  jc,  Qt'=  >,  Rti'  =  s.  (SraiîBOE.) 
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Solution,  —  Oa  aura  d^abord 

fix^ -h  £(r» -4-  eiz*  =  P^dW -h  ( 2 Prftt  H-  iidP)  udP 
-4- Q> «Ti^  4- (  2  Q^/i' -h  «>//Q )  p^Q 
-+-  R*rf«»»  -4-  (  2 R<Av  -h  «v£/R)  «vrfR  ; 

d'aalre  part,  nous  déduirons  des  relations  entre  x^jr^  z 
et  u^  i^y  IV,  sans  difficulté, 

P  — Q=AS     Q-^R  =  e»-^AS 

Pa'-hQi''-hR«''=  I, 
d'où  résulte 

dP  =  d(l^dJX, 

(2Pdu-h  udP)  u  -4-  {zQdff-h  pdQ)  ç  -f-  (aRrfw-f-  wdK)  w=o. 

En  ayant  égard  à  ces  dernières  relations,  on  constate 
immédiatement  Tégalité 

dx*  -h  dy^  -f-  dz^  =  PVa»  -4-  Q'^i;»  -f-  R'cfw» . 
iVote.  ~  M.  BigDon,  do  Rio-Janeiro,  a  traité  la  même  question. 


Question  699; 

Pae  m.  g., 
Répétileiir  au  lycée  Louis-le-Grand. 

En  partageant,  dans  un  rapport  constant,  Us  nor- 
males (Tune  cycloïde  quelconque  [ordinaire^  allongée 
ou  raccourcie)^  on  obtient  une  courbe  dont  les  arcs  sont 
exprimables  en  arcs  d^ ellipse.  (  Mamuheim.  ) 

Une  cycloïde  quelconque  a  pour  équations  : 

j    ^  — fl==6cosa, 
X  —  au=:  àsinu. 

Entre  les  coordonnées  d'un  point  (j,  x)  de  cette  courbe 
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et  celles  (^^n)  de  la  ligne  en  question,  il  eiislc  la  rela- 
tion 

a)  -.  = =  /f. 

jr       jc  —  au 

Différeutions  les  équations  (i)  et  (2),  il  nous  vient  : 

fl£r  =  —  bsinudu^  dm^^ndy^ 

dx:=:[a-\'hcosu)dUy      dl^  z=  n  dx -¥-  a  du  —  nadu^ 

et,  par  conséquent, 

dn  =  —  nbùaudUf 
dli  =  (a  -h  bn  cos«)  du. 
Donc  on  a 

ds  =  du  ^n^b^sin^u-^^a  -h  bn  costt)' 
=  du  ^a}  -^  n^b^-\-  ^abn  cosa 

:=.duk/  {a-\-nbY —  4^^^^^'"" 
Enfin,  eu  posant  -  =  f ,  nous  obtenons 


(3)        ds  =  2(a -^  nb)  d^  ^  i-^  ^^{^-^^sin^^  . 
Pour  Tare,  d'ellipse,  l'élément  différentiel  est 


ds  =  adf  ^i  —  è^  sin'f , 

a  étant  le  grand  axe  et  e  rexcentricité.  Il  faut  donc  que 
les  coefficients  de  Texpression  (3),  en  appelant  A,  B^E 
les  axes  et  rexcentricilé  d'une  ellipse,  satisfassent  aux 
relations  ' 

^  ''  (a-^-nby  A» 
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C'est  ce  qui  a  lien.  En  effet, 


E'  = 


4{a-hnby  [2(û-4-/i^)P 


Note.  —  L'auteur  de  la  question  en  a  donné  lui-môme  une  solution 
géométrique  dans  son  Mémoire  sur  les  longueurs  comparées  d'arcs  de 
courbes  différentes  (/ouriuil  <i0  rjSco/0  Po^'f^cAïu^iie,  XL*  cahier,  p.  ao5). 


Question  716 

(Toirl*sérte,t.llI,p.UC); 

Pae  m.  fontaneau, 

Ancien  officier  de  Marine. 

Quatre  cercles  OA'C'B',  OAB'C,  OBCA',  OAC'B 
passent  par  un  même  point  O.  Prouver  que  les  points  de 
concours  des  cordes  OA',  BC5  OB',  AC;  OC,  AB  sont 
en  ligne  droite ^  ou  encore  OA,  B'Cj  OB,  A'C;  OC, 
A'B',  etc. 

Celte  proposition  peut  être  considérée  comme  un 
cas  particulier  d'une  autre,  dont  Ténoncé  ne  diffère  du 
précédent  qu^en  ce  que  les  cercles  y  doivent  être  rempla- 
cés par  des  coniques  assujetties  à  passer  par  trois  points 
communs  o,  o',  o^. 

Pour  démontrer  cette  proposition  générale,  il  suffit  de 
faire  voir  que  les  droites  OA',  OB',  OC  forment,  avec  les 
droites  OA,  OB,  OC,  trois  couples  de  droites  en  involu- 
tion  {Géométrie  supérieure j  §  359).  Cela  résulte  du  théo- 
rème suivant  : 

Soient  données  :  1^  trois  coniques  assujetties  à  ax^oir 
trois  points  communs  o,  o',  o"  etqui,  par  leurs  quatrièmes 
points  d'intersection  y  donnent  un  triangle  curviU^ 
gne  ABC;  a^  une  quatrième  conique^  menée  aussi  par 
les  points  o,  o'^o",  et  qui  coupe  les  côiès  AB,  AC,  BC  du 
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triangle cuiviligne  aux  points  C,  B' ,  A',  Si  Von  se  donne 
en  outre  un  point  arbitraire  M  par  lequel  on  fait  passer 
les  six  coniques 

(ao'o"MA),     (oo'o'^MB),     (oo'o"MC), 
K^'MA'),     (oo'o'MB'),   (od'o^MC'), 

les  angles  de  ces  six  coniques  en  tun  quelconque  des 
points  o,  o',  o".  M,  vérifient  les  relations  d'involution. 

Ce  théorème,  qui  résulte,  pour  moi,  d^nne  méthode 
spéciale  de  transformation  appliquée  à  la  proposi- 
tion, §359,  de  la  Géométrie  supérieure,  peut  aussi  se 
démontrer  par  le  principe  de  correspondance  anharmo- 
nique. 

CoiaoLLAiHB.  —  Dans  le  théorème  précédenT,  les  six 
coniques  en  im^olution  pem^ent  être  remplacées  par  les 
six  systèmes  de  droites 

(oV',OA),     (oV,OB),     (oV,OC), 
(oV',OA'),   (oV',OB'),    (oV',OC'). 

Les  droites  OA,  OB,  OC,  OA',  OB',  OC  forment  donc  un 
faisceau  en  in  {solution»  De  ce  corollaire  résulte  donc  la 
solution  demandée. 


UHLLETII. 

(Tous  let  ouvrages  annenoés  dans  ce  BuUsêim  se  tnDoiwnR  à  la  Hbraim 
de  Gauthier 'Y  ilUrs,qjaihi  des  Augastins,  55.) 


XXV. 

Bulletin  de  là  Société  PtiiLOMÀTiU4^u£,   t.  I  (1864) 
et  t.  U  (i865). 

Nous  extrayons  de  cet  intéressant  recueil  quelques  articles 
relatifs  aux  Matbématiqnes. 
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M.  PiCAiD  (t.  I,  1864 f  p-  9)*  —  Siir  une  surface  gauche 
quelconque  il  existe  généralementy  outre  les  génératrices  recti- 
lîgnes,  un  système  de  lignes  géodosîques  telles,  que  la  courbure 
le  long  de  chacune  de  ces  lignes  soit  une  fonction  de  la  forme 

/a 

.  A-  étant  une  quantité  constante  pour  la  mdme  ligne 

géodôsique  et  x  désignant  la  longueur  de  cette  ligne  à  partir 
d*un  point  fixe.  On  peut  rendre  rectiligne,  par  une  déforma- 
tion de  la  surface,  le  système  de  ces  lignes  gcodésiques. 

M.  Maiinhrim  (t.I»  p.  33)»  Sur  les  surfaces  gauches.  —  Par  une 

génératrice  on  fait  passer  un  plan  quelconque  dans  lequel  on 

mène,  par  un  point  A  de  cette  droite,  une  perpendiculaire.  Sur 

OA 
cette  dernière  on  prend  AA'  = -•  O  est  un  point  fixe  de 

■^  lang  A  '^ 

la  génératrice  et  A  Tangle  que  le  plan  tangent  mené  par  le  |>oint 
A  fait  avec  le  plan  tangent  mené  au  point  O.  Le  lieu  des  points 
A'  est  une  ligne  droite.  Conséquences  relatives  au  point  «-entrai 
et  au  paramètre  de  distribution. 

M.  DB  LA  GouaMBEis  (t.  I,  p.  34)*  Sur  les  génératrices  sîngw 
liêres  des  surfaces  gauches*  **-  Lorsqu'ofie  surface  fa«ohe  e«t  tou- 
chée par  un  même  plan  à  tous  les  points  d'une  génératrice,  les 
centres  de  courbure  des  sections  faites  par  des  plans  perpendicn- 
hiresà cette  droite  sont  sur  une  hyperbole  dont  une  asymptote  est 
perpendiculaire  à  la  génératrice.  —  Cas  où  cette  hyperbole  se 
change  en  parabole.  —  Théorème  sur  la  ligne  d'ombre ,  quand 
le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le  long  de  la  géné- 
ratrice singulière. 

M.  Maïuiheim  (t.  I,  p.  4^)-  Sur  la  surface  gauche  lieu  des 
normales  à  une  surface  issues  d'un  même  point.  —  Suite  de 
Tarticle  de  la  page  33. 

M.  Paul  Skkekt  (t.  I,  p.  4^)'  ^"''  ^^  centre  d'une  surface 
du  second  ordre  tangente  à  neuf  plans.  —  Foir  les  divers  ar- 
ticles de  M.  Scrret  sur  les  analogies  de  la  Gcoméirie  du  plan  avec 
celle  de  Tcspace,  p.  i^5,  ig3  et  433  de  ce  volume. 

M.    Abel  Tbakson  (t.  I,   p.  6i).  Des  quantités  prétendues 
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imaginaires  et  de  leur  emploi  pour  la  transformation  des  figures. 

M.  Mamnheim  (t.  ly  p.  58).  Sur  la  surface  gauche  lieu  des 
normales  principales  d'une  courbe  gauche» 

M.  A  BEL  Teanson  (t.  I,  p.  69).  Réflexion  sur  les  principes 
de  la  Mécanique  ef  incidemment  sur  ceux  de  la  Philosophie  po~ 
sitiifc.  —  L^auteur  arrive  à  cette  conclusion  que  les  principes 
fondamentaux  de  la  Dynamique  ne  sont  pas  des  résultats  de  l'ex- 
périence, mais  des  conceptions  de  la  raison.  Il  est  impossible, 
en  effet,  d'imaginer  aucune  expérience  rigoureuse  qui  puisse 
les  vérifier. 

M.  Boua  (t.  I,  p.  74).  Sur  les  lignes  d* ombre  d*un  héliçoïde 
quelconque, 

M.  Haton  dk  la  Goopillikre  (t.  I,  p.  109).  Sur  les  mé- 
thodes de  transformation  propres  aux  engrenages  de  roulement 
cylindriques  ou  coniques» 

M.  Mannhbim  (t.  I,  p.  120).  Sur  la  construction  du  centre  de 
courbure  d'une  courbe  anallagmalique, 

Pious  n'indiquons  pas  plusieurs  communications  de  M.  Mou- 
tard sur  les  analiagmatiques,  parce  qu'elles  ont  déjà  été  insérées 
in  extenso  dans  nos  Annales, 

M.  DB  LA  GouansaiE  (t.  I,  p.  I23).  Sur  le  tore  enveloppe 
(surface  de  révolution  enveloppe  des  positions  d'un  cône  du 
s«!cond  ordre  qui  tourne  autour  d'une  droite). 

U.  A  BEL  TaAZfSON  (t.  ly  p.  i33).  Nouvelles  analogies  entre 
V Algèbre  et  le  Calcul  intégral,  —  M.  Transon  ,  sans  avoir 
connaissance  d'un  travail  antérieur  de  M.  Brassine  sur  le  même 
sujet,  établit  les  propriétés  des  équations  diHerentielIes  linéaires 
analogues  aux  propriélés'^es  équations  algébriques.  M.  Transon 
a  reconnu  plus  tard  la  priorité  de  M.  Brassine,  dont  les  divers 
travaux  sur  cette  question  sont  réunis  dans  une  Note  à  la  suite 
du  Coûts  ^Analyse  de  Sturm,  2'  édition. 

M.  Janin,  élève  de  l'École  Polytechnique,  et  M.  Mavnbeim 
(t.  II,  p.  54).  —  Par  un  point  donné  mener  des  droites  dou- 
blement tangentes  h  un  tore. 
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M.  Edmond  Boue  (t.  II,  p.  4')-  Sur  la  composition  des  rota^ 
lions. 

M.  MouTAED  (t.  II,  p.  66).  Sur  la  surface  de  Steiner.  — 
Cette  surface,  du  quatrième  degré,  est  telle,  que  tout  plan  la 
coupe  suivant  deux  coniques.  M.  Moutard  en  découvre  les 
deux  propriétés  suivantes  : 

Tonte    surface  de   Steiner    est  le    lieu  d*un    point  dont 

Îles  racines  carrées  )    .       ,.  i  faces        ) 

,  >  des  distances  aux  quatre  (  ) 

les  inverses  \  ^  [  sommets  | 

d*un  tétraèdre  satisfont  à  une  relation  liomc^ène  du  premier 

degré. 

M.  GaouAED,  élève  de  l'École  Polytechnique  (t.  II,  p.  68). 
Étude  sur  les  figures  semblables.  —  (Voir  Nouvelles  Annales, 
t.  IV,  a*  série,  p.  646.) 

XXVL 

MossoTi.  —  Intomo...  Sur  un  passage  de  la  Diuine 
Comédie  de  Dante,  lettre  adressée  au  prii\ce  Boncom- 
pagni.  (Extrait  des  Actes  de  rAcadémie  pontificale^' 
'  Nuovi  lÀnceù  Ia-4^  àe  8  pages.  Rome,  i865. 

Il  s'agit  d'un  passage  (Paradis,  livre  II)  où  Béatrice  explique 
à  Dante  la  vraie  cause  des  taches  de  la  lune.  Le  professeur 
llossoti  y  voit  un  théorème  d'optique  qui  exige  pour  sa  démons- 
tration la  connaissance  des  propriétés  de  l'angle  visuel  et  celle 
de  l'affaiblissement  de  la  lumière  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance. 


Ann.  de  Maihémoi.,  a«  série,  t.  IV.  (Décembre  i865.)        36 
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tique  à  la  première^  ils  auront  même  aire,  et  la  somme  des  dis- 
tances de  leurs  sommets  à  un  foyer  de  Tellipse  circonscrite  sera 

la  même;  par  M.  Grassat  et  par  M.  d'Apvril 80  et      84 
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cole Pè1yttchMq««).i.  •  %-.vw.  »....«.«.«.«. .. %^*    iSi  et  371 

GEROlfO,  rédaeteur # .«%%.«%.     87^  tt9>  «Mv  349  et  43> 

GILLIOT  (Albzaiiou),  élève  du  ly««êd«dtMel>ettl^  O^dmtttle  io3« 

àl^ÉeolePolyteelmiqiie).  »..v>.v«*.........k.v    39,  ^4,  itft  ti  55t 

GODART<A.).  profeieeur  à  Saînte-Barbe..  w»^  ^ « w...  i59 

GOUPILLIÈRE  (J%-N.  Hatqh  dbla).«..vvv « % 941 

GOURNERIB  (m  la>,  exeifthiÉleur  à  itéoUè  Pely^eebBi^wft.  ......  971 

GLASSER  (GiOftGM),  élète  du  lytée  de  SUMllolirg  («dliiU  lé 44^  à 

l'École  Polytechnique) %.-, 4' 

GRABERT,  de  Zurich ^.  «...». 178 

GRAINDOAGE,  élève  ingéBleur  des  Mines  à  Liège. . .  .%^ . .  w .  % 371* 

GftASSAT  (  AsTBUft),  élève  dv  lycée  de  Lyon  (edMis  le  43*  k  TÉcole 

Polytechnique).......    41»  80,  ii«)  3*&,  toS^  t34,  33k,  398, 

336»  365,  371,  373  et  5i5 
GRIFFITHS  (Ioiir),  dte  ttoltége  de  JéMi  à  Oiforlk . .    86,  87,  499, 

4^  48e  et  Sa3 

GROS  (Lio),  profeisear  k  Seinte-êerlM..  .^n. «•••.. •%....«. %  183 

<yROUARD  (  Atoosvb),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. .% . .  546 

HATTÉ  (  JuLBs),  élève  du  lycée  Charleina^nè S99  et  4?^ 

HAUSER  (S.),  profosseur  de  Mathématiques  spéciales  an  lycée  Gha^ 

lemagne ».  4? 

1IEMMING  (J.)>  de  Zurich..... 547  et  554 

HENRY  (Adolphb),  élève  da  lyeée  Charlemagne  (admis  le  10*  k 

l'École  Polytechnique  ) ; 116 

BEURTEAU  (Chablbs*&ul8),  élève  de  Sainte-Barbe  (admis  le  i8« 

k  VÉcole  Polytechnique) -. •» •...,<. 178 

HOUSEl^  professeur  k  Paris ....«« 439 

JANIN  (Éulb),  élève  de  rÉcole  Polytechnique...  V 4i  et  3ai 

JOLY  CEoctHB),  élève  de  Sainte-Barbe s, 371 

JONQUIÈRES  ( OB ),  oapitaine  de  frégate. 373  et  5o4 

JOUGLET<AgBikmi)....... 191 

JUNCKER  (Albbbt),  élève  de  ^inle^Barbe  et  du  hf«éè  Louis-le^ 

Grand  (admis  1c  PBEiiiia  k  TÉcole  Polytechnique) 393  et  333 
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KLISIOWSKI  (STÂnMLAs)^  élève  de  Sainte-Barbe 1 16  et  m 

LACACJCHIE  (LoD»},élèTe  de  Sainte-Barbe...     40,  44,  116,   178» 

a3i  ei  473 
LA  ROUGERY  (Ri(it),éléTe  du  lycée  de  Bordeaux  (admis  le  i3o« 

àTÉeoIe Polytechnique) 4t,  33i,  Saa  ei  328 

LEBASTEUR,  ingénieur  des  oonstractionB  naVales i^i 

LE  BEL  (Josbph-Achillb),  élève  du  lycée  Charlemagne  (admis  le 

i4«k  l'École  Polytechnique) 79,  85,  86,  177  et  i8« 

LE  BESGUE  (  VicTOB-AHtois),  profeneur  honoraire  à  la  Faculté  des 

Sciences  de  Bordeaux 161 

LECHAUGEY  (M»«  LtomDB) 37a 

LEGRAND  (Jacquis),  élève  du  lyoée  Saini-Uuis  (admis  le  5a«  à 

rÉcoIe  Polytechnique) 178  et  3ii 

LEGROS,  élève  du  lycée  Charlemagne 116 

LEMONNIER  (H.),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  an  lycée 

Napoléon 5 

LEROSEY,  élève  du  collège  GhapUl 373 

LHOPITAL  (MicBSL),  élève  de  l'École  Polytechnique 44 

MANNHEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique.  7  . . . .     86,  t33  et  43o 
MABGOT  (Eocfin),  élève  du  lycée  de  Grenoble  (admis  le  iio«  à 

l'École  Polytechnique) ^t  ei  116 

MARINl  (L.  ),  répétiteur  au  lycée  Louis-le-Grand 178 

MARMIER  (G.),  élève  de  l'École  Saint&Geneviève 44,  116  et  3ai 

MATHIEU  (J.-J.-A),  capitaine  d'artillerie....     i3o,   14a,  335,  393 

481  et  5^9 
MASQUELIER  (LtoH),  élève  du  lycée  Charlemagne  (admis  le  9*  à 

l'École  Normale) 4' 

MASSING  (Camille),  élève  de  Sainte^arbe  (admis  le  5a«  à  l'École 

Centrale) 116,  3a6,  473  et  470 

MAZE,  élève  du  lycée  de  Toulouse 3?! 

MÉNIL  (dc),  élève  de  l'École  de  Sorrèze 3a8 

MENTION  (  J .  ),  professeur  à  Paris 3o 

MIRZA  NIZAM 5oo 

MISTER,  professeur  à  l'Athénée  royal  de  Bruges 1 16  et  4^ 

MOREL  (Adgdste),  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (admis  le  97*  à 

l'École  Polytechnique).... «78  ei  3a5 

MORHANGE,  élève  du  lycée  Charlemagne 116 

MOUTARD,  professeur  à  Sainte-Barbe i4 < 

MUNTZ  (JBAN-GKoacBs),  élève  du  lycée  de  Strasbourg  (admis  le  77* 

à  l'École  Polytechnique) 3«« 

MURENT  (  J .  ),  licencié  es  Sciences  k  ClermonUFerrand 116 

NEUBERG,  professeur  à  l'École  Normale  de  Nivelles h'^ 

NICOLÂIDÈS  (Nicolas),  docteur  es  Sciences i44 

NIEBYLOWSKI  (V.  ),  élève  du  lyoée  Bonaparte 3a8  et  4?^ 
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NIEVENGLOWSKl  (Bolislas),  élère  du  lycée  fioimparte  (admis  le 

io«  k  rÉoole  Normale) 3»  et  3i5 

NOMBEL  (  Joseph  ),  élève  de  l'École  Polytechnique 346 

MOUETTE  (  Léok-Victor),  élève  de  TÉcole  Polytechnique i  sS 

PABON  ( Lovis),  élève  du  lycée  de  Bordeaux 4'  >  "^  «^  ^^ 

PAINYIN,  professeur  au  lycée  de  Douai.  49,  335,  337,  4>3,  480  et  4g8 

PAREL  (  ALEsar) ^ 373 

PERSEVAL  (JoLBs),  élève  de  Sainte-Barbe  (admis  le  4«  k  l'École 

Polytechnique) « Sai 

PÊTRELLE  (Charlbs),  élève  de  Sainte-Barbe 3aa  et  3^5 

PETTIT,  élève  du  lycée  SainVLouis 1 16 

PIGART  (A. )>  professeur  au  lycée  Gharlemagne   6a,  97  et  334 

PICQUET  (Herii  ),  élève  de  l*École  Polytechnique 44  et  66 

PIGEON  (  IlB!cai),  élève  de  l'École  Polytechnique 975 

PILLOT,  répétiteur  an  lycée  d'Amiens 4?^ 

PONTOU  (G.),  élève  du  lycée  Saint-Louis 373 

POUDRA  (Nobl^uminal),  officier  d'état-major  en  retraite.    49^  «^  49^ 
POUSSART  (Aamm),  élève  du  lycée  de  Douai  (admis  le  ii5*  k 

rÉcole  Polytechnique) 469 

PROUHET  (EuGiNB),  rédacteur 129,   i3a,  i36,   139,  i^o, 

173,  aa7,  a3o,  a3a,  a36,  277,  a8o,  a86,  38a,  383,  5a5  et  5*7 

PUEL  (0.),  élève  du  Prytanée 116,  178,  3a8  et  373 

RÉALIS  (S.),  ingénieur  à  Turin i3q,  909,  389,  43i  et  45i 

RECOQ  (Anatolb),  élève  du  lycée  do  Montpellier  (admis  le  4*  k 
rÉcote  Normale  et  le  i3a*  k  TÉcole  Polytechnique,  premier  prix 
du  Concours  général  des  classes  de  Mathématiques  spéciales  des 

départemento) 44,   112,  336,  36o,  et  473 

REGNARD  (G.) 3aa 

REZZONICO  (ALBXAMBaB),  deMorate 79,  86,  lai  et  371 

RIBAUGOURT  (AL»BaT),  élève  du  lycée  de  Lille  (admis  le  17*  k 

VÉcole  Polytechnique ii  e%  3ai 

RICHARD  (Adolphb),  élève  du  lycée  de  Nancy  (admis  le  63*  k  l'É- 
cole Centrale 3aa 

RICHARD  CPaANçois),  élève  du  collège  ChapUl  (  admis  le  pasHna 

k  l'École  Normale  et  le  S^^  k  l'École  Polytechnique) 79  et  371 

RIETSGH  (Châelbs),  élève  du  lycée  de  Strasbourg  (admit  le  109*  k 

l'École  Polytechnique) 116 

ROBERTS  (Mioubl) 149,  143  et  144 

ROBERTS  (Wiluam) 4^,  141  et  143 

ROBIN  (Aimit),  élève  du  lycée  de  Grenoble 116 

RONDEAUX,  élève  du  lycée  Gharlemagne 178 

ROQUES,  soldat  au  53*  d'infanterie 116  et  178 

ROSSIGNEUX,  élève  du  collège  Stonislas 3aa 

RUBINI  (Rafablb),  professeur  k  Naples a35 
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SALM0N(l9liév.}.pt^eM9ar  à  Dublin...; iM 

SANCEEY(Uoii).  profeeseurauIye^d'Auch g6 

8ARTUUX  ( Ai3n(T),  élèY0  d«  l'École  Polytacbniqna 4i  •!  laS 

SERRET  (Paul),  docteur  es  Sdenees.  i45,  igS,  3q3,  3it,  4»8  et  433 

SMITH  (iQmoR  ),  élève  du  lycée  Louis-le-Greod • 41 

TALAYRACH  (Fimur),  ôUtc  du  lycée Chtpl^magoe  («dmU  le  6«  à 

rÉcole  Polylechqique) 79,  85,  86,   177,  i8a  Si  3ai 

THOMSorr... , ..» , 144 

TlIURPdPIOER  (A|3itT)>  élève  du  lycée  Seint- Louis  (edmU  le 

TftOipitVK  à  rÉcole  Polylechupque). ,  . . , , .•••••     4^  ^^  "^ 

TOUBIN,  professeur  à  Lons-Ie-Saulnier ^ 3i2 

T»ANSOfi[  (A»EL) , ,....,  385 

XYCBSEN  (ÇAMifVP) r.. ,.,.,. , W 

VIANT  (A0>  élève  du  Pryteoée , ,., 3u8  <st  373 

YIEIRA  (  ApoL^^E),  élève  de  T^ol»  Polytedusique , »•-.•;  4' 

YIGNERAI*  (dis) ....,.,.,. ,     4i,  116,  17801  $91 

YIOLLANO  (fiiMu)  (admis  à  l'École  Normfile  le  »?•},  379»  373  e|  475 

YIRIEU  (db),  professeur  à  Lyon , 7§,  lai ,  371  e|  5i4 

VTEIL,  élève  du  lycée  de  Strasbourg. 1 16 

WEST  (admis  le  3à«  à  l'Ecole  Centrale),., 347 

WIDMANU  (ÉMOAae),  élève  du  lycée  de  Strasbourg  (admis  le  33« 

Il  l'École  Potytechaique) 4i,  473  et  55i 

YfOULGEMUTfl,  précepteur  à  Rugen  (Uvonie) 371 

YYER  (F«Lix)«  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  le  I93«  à  l'École 

Polyteclinlqne)....^*.^,., , 85 

Note.  —  Sur  176  collaborateurs  dont  les  travaux  ont  été  inaérés  on 
mentionnés,  il  y  a  80  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  dont  33  ont  été 
admis  à  l'École  Polytechnique,  7  k  l'École  Normale  et  3  à  TÉoole  Cen- 
trale. 
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ERRATA. 


TOME  III  (a*  SÉRIE). 

Page  aaa,  ligne  6,  au  lieu  de  —  35,  lises  •+■  i5. 

Page  33a,  ligne  7,  au  //»  <£e  1 135,  lises  1 185. 

Page  444,  ligne  11,0»  /iVu  d^  de  ses  aommeta,  lises  des  points  de  contact. 

Page  477  f  ligne  aS,  upris  quelconque,  e joutes  et  x*-^a*  ne  diviflaut  pat 

Page  546,  note  au  bas  de  la  page,  uu  lieu  de /{a),  /(&),...,  /(!)»  '<«'' 
F(a),F(*),.,.,F(/). 

TOME  IV  (3«  SÉRIE). 
Page  77,  dernière  ligne,  ««  Km  *  (  "3  "*"  "^  )  *  '*'^' 


Page  i3i,  ligne  aa,  au  lieu  de  ke,  lises  dC 

Page  180,  lignes  10  et  11,  au  lieu  de  kfi^^  Ace,  C/Si,...»  lises  Bfi,,  A  a, 

Page  180,  ligne  18,  au  lieu  de  B,  ^1,...,  lises  h,  fi^,.,,. 

Page  180,  lignes  37  et  a8,  au  lieu  de  (AB,  «,  ^ J,  (BC,  /8,  y,),  (AC,  «,  7,  ),..., 

/liM  (BC,  /8,  y,  ),  (AC,  flt,  y,),  (AB.  a.  ^, ),.... 
Page  181,  ligne  i,  au  lieu  de  (P«,  P,a,),  (P*,P,A,),  (P<?,  P,c,),  Uses 

(P-..Pi«),(P*t,P.*).(P^..P.*). 

A^  »" 

Page  310,  ligne  6,  au  lieu  <ie  -^  —  «»... ,  lises .-;  =  x". 

Page  m,  ligne  i  en  renentant,  ou  lieu  ded^  lises  «T. 

Page  398,  ligne  5  €n  remontant,  au  lieu  de  «-^f  Uses  -^* 

Page  338,  ligne  5,  on  Ueu  de  Démon,  Uses  Deman. 

Page  43 1,  ligne  1 1,  «•  Ifeu  de  r,  tr*^  r*,  lises  r',  r*,  1^. 

Page 4^1,  ligne  5  en  remontant,  on Utu  <£e di. . . ,  lises  -!-.•.. 

Page  456,  dernière  ligne,  au  lieu  de  /* -i- 3 ^  +  /*  lises  P-i-2ah^u*. 

Page  49^»  lignes  11  et  16,  ««  lieu  de  p  et  y,  lises  P  et  Q. 

Page  493,  égalités  (  3  ),  changer  les  eiposants  i  et  a  des  parenthèses  en  —  i 

et  — 3. 
Page  5a6,  ligne  18,  ««  lieu  de  discussion,  lises  décision. 
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